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Navody k domaci casti |. kola kategorie A

1. Pawvel stridavé vpisuje krizky a kolecka do policek tabulky (zacind krizkem). Kdyz je
tabulka cela vyplnéna, vysledné skore spocita jako rozdil O — X, kde O je celkovy
pocet Tadkiu a sloupci obsahujicich vice kolecek neZ krizki a X je celkovy pocet
radkid a sloupci obsahugicich vice krizkid nezZ kolecek.

a) Dokazte, Ze pro tabulku 2 X n bude vysledné skore vzdy 0.
b) Urcete nejuyssi mozné skore dosaZitelné pro tabulku (2n + 1) x (2n+ 1) v zd-
vislosti na n.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Dokazte, Zze pro kazda dvé kladna cela ¢isla k& < n lze vSechna policka ta-
bulky n x n obarvit ¢erné a bile tak, aby se v kazdém radku a kazdém sloupci
nachdazelo pfesné k cernych polic¢ek. [Skupinu k ¢ernych policek vyberme v prv-
nim fadku tabulky libovolné. V kazdém dalsim radku posuneme cerna policka
o 1 misto doprava ve srovnani s aktualnim radkem, pritom policka z posledniho
sloupce presouvame do sloupce prvniho. Dostaneme tak vyhovujici obarveni,
nebot oznac¢ime-li éerna policka v prvnim fadku ¢isly 1 az k a zachovame-li je
pfi posunech policek v dalsich fadcich, z Gvahy o poc¢tu posunt mezi libovol-
nymi dvéma fadky nam vyplyne, ze v kazdém sloupci tabulky bude nakonec
pravé po jednom policku s ¢isly 1 az k.|

D1. Urcete nejvyssi mozné skére O — X ze soutézni tlohy dosazitelné pro tabulku
2n x 2n v zavislosti na n. [Pro n = 1 vyjde 0, pro n = 2 vyjde 2, pro n = 3
vyjde 4n — 8.]

2. Dokazte, Ze pokud je soucet dvou danych redlnych cisel a, b vétsi nez 2, ma soustava
Nerovnic

(a—Dz+b<a?<ar+(b-1)
nekonecné mnoho resent x v oboru redlnych cisel.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Necht a > 0, b a ¢ < 0 jsou realna ¢isla. Dokazte, Ze rovnice az? +bxr +c =0
ma jeden kladny a jeden zdporny kotfen. [Bud vyuZijte jen nerovnosti a > 0
a ¢ < 0, kde ¢ je hodnota uvazovaného trojc¢lenu v nule, nebo zapiste znamé
vzorce pro kofeny a piihlédnéte k nerovnosti D = b? — 4ac > b2.]

D1. Dokazte, ze pokud redlna ¢isla a, b, ¢ spliuji ¢(a + b + ¢) < 0, pak rovnice
ax?+bxr+c = 0 m4 feseni = v intervalu (0, 1). [Oznac¢ime-li f(x) = az®+bx+-c,
pak f(0)-f(1) < 0, tedy jedna z hodnot f(0), f(1) je kladn4 a druha je zaporna.]

D2. Piedpokladejme, ze pro trojélen f(x) = ax? + bz + c s redlnymi koeficienty
a, b, ¢ nem4 rovnice f(z) = x zadné feSeni v oboru realnych ¢isel. Dokazte,
ze je nema ani rovnice f(f(x)) = z. [Plati bud f(x) > z pro vSechna x, nebo
f(x) < z pro vSechna z, proto také plati bud f(f(z)) > f(z) > x pro vSechna
x, nebo f(f(z)) < f(z) < x pro vSechna z.]



3. V roviné jsou ddany dvé shodné kruznice o poloméru 1, které maji vnejsi dotyk.
UvazZujme pravouhelnik obsahujici obé kruznice, jehoZ kazdd strana se dotykd aspomn
jedné z nich. Urcete nejvetsi a nejmensi mozny obsah takového pravouhelniku.

NAVODNE A DoOPLNUJici ULOHY:

1.

D1.

Do rovnostranného trojuhelniku o strané 1 jsou vepsany tii shodné kruznice,
z nichz kazda se vné dotyka zbylych dvou kruznic a soucasné se dotyka pravée
dvou stran tohoto trojihelniku. Uréete polomér téchto t¥{ kruznic. [1(v/3—1).
Hledany polomér r spliiuje 2r + 2r cotg 30° = 1.]

. Dokaite, ze pro kazdé = € R plati —v/2 < sinz + cosz < /2. [Bud dokazujte

ekvivalentni nerovnost (sinz + cosz)? < 2, nebo vyuZijte Gipravu na vyraz
s hodnotou sin(z + 1n).]

Pro dana kladna ¢isla x # y uvazujme prameéry

2ty _ x? + 2

r+y 2

xr+y

5 0 9=V, h =

a =

(Jde o aritmeticky, geometricky, harmonicky a kvadraticky pramér ¢éisel x a y.)
Ze vsech rozdéleni Ctvetice a, g, h, k na dvé dvojice r, s a t, u vyberte to
rozdéleni, pro které ma vyraz V = rs — tu nejmensi kladnou hodnotu.
[44-B-1-3]
V obdélniku ABCD o stranach |AB| =9, | BC| = 8 lezi vzajemné se dotykajici
kruznice k1(S1,71) a ko(Ss,r2) tak, Ze ki se dotyka stran AD a CD, ky se
dotyka stran AB a BC.

a) Dokazte, ze 11 + 3 = 5.

b) Urcete nejmensi a nejvétsi moznou hodnotu obsahu trojuhelniku AS;.S5.
[62-A—S—1]

4. Najdéte nejvétsi prirozené cislo n takové, Ze hodnota souctu

V1] + [V2] + V3] + ...+ [ V7]

je prvocislo. Zdpis |x| znaci nejuétsi celé ¢islo, které neni vétsi nez x.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.
2.

Dokazte, Ze 1+ 3 +5+ ...+ (2n — 1) = n%
Dokaite, ze 12 +22 + ...+ n? = in(n+1)(2n +1).

3. Zjistéte, kolik celociselnych reseni ma rovnice

D1.

LIQS\Q/EJ 4 \‘1989/71‘2}‘1J N L19891n1918289J — 1990.

38-B-1I-4]
Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n = 2 plati

V] + [/n) + ...+ [/71] = [logy n] + [loggn] + ... + [log, n).

[Tabulku n x n vyplnime ¢isly tak, ze do policka v a-tém Ffadku a b-tém sloupci
vepiSeme ¢&islo a® a pocet policek, ve kterych je ¢islo nepfevysujici n, spocéitame
dvéma zpiisoby: po sloupcich a po fadcich.]



5. V konveznim cétyiuhelniku ABCD plati |< ABC| = |<ACD]| a |<xACB| = |<ADC|.
Predpokladejme, Ze stred O kruznice opsané trojuhelniku BC'D je ruzny od bodu A.
Dokazte, zZe uhel OAC je pravy.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Jestlize v tétivovém ¢tyithelniku ABCD plati |[<xDAB| = |<ABC|, je AB ||
| CD a |BC| = |AD|. Dokazte. [Ukazte, ze trojuhelniky ABC a BAD jsou
soumérné sdruzené podle osy tétivy AB opsané kruznice.|

2. Je dan trojihelnik ABC vepsany do kruznice k. Ozna¢me D stfed oblouku BC
kruznice k obsahujicitho bod A. Dokazte, ze v pripadé A # D je primka AD
osou vnéjsiho thlu trojuhelniku ABC u vrcholu A. [Necht napf. |AB| < |AC|.
Pak polopfimka AD déli thel CAX, kde X je bod na prodlouzeni strany AB
za vrchol A, na dva uhly: jeden je thel DAC shodny s thlem DBC, druhy je
vnéjsi tthel u vrcholu A tétivového ctytuhelniku ABC D, shodny s protéjsim
vnitinim thlem BCD.]

D1. Na stranach AB, AC ruznostranného trojuhelniku ABC jsou dany po fadeé
body X, Y tak, ze |BX| = |CY| = d > 0. Dokaite, Ze osa tsecky XY prochézi
pevnym bodem nezavislym na d. [Je to stied M oblouku BAC": trojihelniky
XBM a YCM jsou shodné podle véty sus.]

6. Najdéte nejvétsi mozny pocet prvki mnoZiny M celych cisel, ktera md ndsledujici
vlastnost: Z kaZdé trojice ruznych cisel z M lze vybrat néktera dvé, jejichZ soucet je
mocninou c¢isla 2 s celociselnym exponentem.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Rozhodnéte, zda existuji tii prirozena ¢isla x > y > z takova, ze x+y i x+2 jsou
mocniny dvou. [Uvazte, kolik riiznych mocninou dvou mize lezet v intervalu
mezi ¢isly x a 2z pro dané pfirozené z.|

2. Na vecirku ma kazdy ¢loveék lichy pocet znamych (,znani se“ je vzajemné).
Dokazte, ze pocet lidi na veédirku je sudy. [Soucet vSech pocti znamych jed-
notlivych osob je roven dvojnasobku poctu vSech dvojic osob, které se znaji,
takze to je ¢islo sudé.]

D1. Kazdou stranu a uhlopficku pravidelného Sestitthelniku jsme obarvili cer-
vené nebo modre. Dokazte, Zze existuje trojuhelnik s vrcholy ve vrcholech
ptivodniho Sestitthelniku, jehoz vSechny t¥i strany maji stejnou barvu. [Du-
kaz tohoto prvotniho vysledku tzv. Ramseyovy teorie najdete v prehled-
ném ¢lanku J. Sim$a, Ramseyova &isla a jejich uplatnéni v geometrii, URL:
mfi.upol.cz/0ld/MFI_17 pdf/Mat_17_10.pdf.]



