67.ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni ¢4sti $kolniho kola kategorie A

1. Vyhovuje kazdé p < 0 (nebot x = 0 je tehdy feSenim dané soustavy), zatimco
74dné p > 0 nevyhovuje, protoze se¢tenim obou nerovnic dostaneme vztah 222 +2p < 0,
ktery v pripadé p > 0 zfejmé nesplnuje zadné realné cislo x.

Jiné ¥eseni. Grafy funkci f(z) = 22 + ux + v a g(z) = 2% — uz + v (paraboly

obracené vzhuru) jsou soumérné sdruzené podle osy y, nebot f(z) = g(—=z) pro kazdé x.
Proto pfipadné mnoziny feseni jednotlivych nerovnic f(x) < 0, resp. g(x) < 0, jimiz jsou
jak znamo uzavtené intervaly, jez mohou degenerovat v jednobodové mnoziny, jsou na
Ciselné ose = dvé souvislé mnoziny soumeérné sdruzené podle pocatku. Jejich prunik je
tak neprazdny, pravé kdyz maji spoleény bod z = 0, coz nastane, pravé kdyz v = f(0) =
= ¢g(0) = 0. Pro danou soustavu to je nerovnost p < 0. (Jak je jasné i z pfedchoziho
feSeni, na tvaru koeficientu u = p — 1 vysledek viibec nezalezi.)

Jiné FesSeni. Uvazme mnozZiny (zo, 1) a (r4,23) vSech FeSeni prvni, resp. druhé
nerovnice, kde
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pfitom D = (p—1)% — 4p a oba intervaly (alesponi jako jednoprvkové mnoziny) existuj,
pravé kdyz D > 0 neboli p € (—00,3 — 2v/2) U (3 + 2v/2,00) (takovéa p déle nazyvame
ptipustnd). Tyto intervaly maji neprazdny prunik, pravé kdyz plati x; = x4 a zéroven
23 2 T9. Nutnost této podminky plyne z nerovnosti 1 = 2o = o2 a x3 = 2y = T4 Pro
bod zg z priniku obou intervali. Naopak z nerovnosti z1 = x4 a x3 = xo plyne, Ze
pro ¢isla a = max(ze,x4) a b = min(zy,x3) plati a < b, takze prinikem zkoumanych
intervali je neprazdné mnozina vSech z, pro néz a < x < b.

Nerovnost z1 = x4 plati, pravé kdyz /D = p—1, coz splituji pravé vechna piipustna
p < 1, zatimco druhd nerovnost z3 > o plati, pravé kdyz /D > 1 —p, coz splituji prave
v8echna pfipustnd p ¢ (0,1). Obé podminky tak splituji pravé vsechna p < 0 (kazdé
z nich je pripustné). Reseni je hotovo.

Dodejme, Ze kli¢ové nerovnosti vD = p—1 a D = 1 — p miiZeme zapsat jedinou
nerovnosti D > |p — 1|. Odtud s ohledem na D = (p — 1)?> — 4p hned vidime, Ze
hledana p jsou pravé vSechna nekladnd ¢isla (pro né zfejmé plati D = 0, takze urcovani
mnoziny vSech pfipustnych p bylo vlastné zbytecné).

T1,2 = a T34 =

Za plné feSeni udélte 6 bodt, z toho: 4 body za dikaz, Ze zddné p > 0 nevyhovuje; 2 body za dikaz,
ze kazdé p < 0 vyhovuje. Netlplné feSeni: 2 body za pozorovani, ze grafy dvou kvadratickych funkci
na levych stranach jsou soumérné sdruzené podle osy y; 1 bod za spravnou odpovéd (bez zdavodnéni).
Prii postupu z tretiho feseni udélte 1 bod za vypis interval feseni kazdé z obou nerovnic a za urceni
hodnot p, pro néz jde o neprazdné mnoziny. Dale pak udélte po 2 bodech za vyreseni kazdé z podminek
1 2 T4, 3 = 22 a 1 bod za dokonéeni.

2. Nejdrive pfipomenme znamy dutsledek tvrzeni o kruznicovém oblouku jakozto
mnoziné bodt vyznamné vlastnosti (tzv. ekvigondle): Lezi-li body X a Y uvniti jedné
poloroviny s hrani¢ni pfimkou BC, pak nerovnost | BXC| < |«<BY C| plati, pravé kdyz
bod Y lezi uvnitt kruhové tisece vymezené tiseckou BC' a kruznicovym obloukem BXC.

Nasim tkolem je tedy ukézat, ze za predpokladu |[AB| < |AC| lezi bod Sp uvnitf
usece urcené kruznicovym obloukem BS.C'.

Jak znamo, stredni pticka S,S. trojuhelniku ABC' lezi na piimce, ktera je rov-
nobézna se stranou BC', a ta proto vytne na kruznicovém oblouku BS.C takovou té-
tivu S, P, kterd ma se stranou BC spole¢nou osu (obr. 1). Ukazeme, ze bod Sj je vnitinim



bodem tétivy S.P (a ne bodem jejiho prodlouzeni za krajni bod P). K tomu je t¥eba
(a staci) ovérit nerovnost |[XBCA| < |<BCP|. Tu muzeme diky shodnosti soumérné
sdruzenych thlt BC'P a C' BA piepsat jako nerovnost |< BCA| < |<CBA|, ktera je, jak
vime, dokonce ekvivalentni s pfedpokladem |AB| < |AC| ze zadéani alohy.

Pozndmka. Poznatek, ze bod Sp je vnitfnim bodem tétivy S.P, lze také dokazat
zjisténim, ze bod S, méa od osy strany BC' mensi vzdalenost nezli bod S.. Tyto dvé
vzdalenosti jsou délkami prvnich odvésen dvou zfejmych pravouhlych trojihelniki se
spole¢nou druhou odvésnou, ktera ma krajni bod ve stredu S, tsecky BC, takze diky
Pythagorové vété mame vlastné dokdzat nerovnost |S,S,| < [S,S.| pro délky obou
prepon. Ty vSak jsou stfednimi pfickami trojuhelniku ABC, takze plati |S,Sp| = %]AB\
a |Sq.S:| = 2| AC]|, a tak se opét dostavame k podmince |[AB| < |AC| ze zadani.

Obr. 2

Jiné feSeni. Bod A ziejmé lezi ve vnéjsi oblasti kruznice k opsané trojuhelni-
ku BS.C. M4 tedy ke kruznici k£ kladnou mocnost m danou vztahem

|ABJ?

m = |AS.| - |AB| = =5

Diky tomu vime, Ze na kruznici k rovnéz lezi takovy bod @) polopfimky AC, ktery ma
od jejiho pocéatku A vzdalenost urcenou rovnosti |AQ| - |AC| = m (v obecném piipadé
neni vylouceno, ze |[AQ| = |AC|). Za naseho predpokladu |AB| < |AC| ovSem plati

m  |AB? _|AC]? |AC

AQ| = _ _
AQI= 1461 = 21ac] < 2ja0] ~ 2

= [ASy| < [AC],

takze body A, @, Sp, C lezi na pfimce v tomto potadi (obr.2). Bod S; je tak vnitinim
bodem tétivy C'QQ kruznice k, coz podle poznatku (pfipomenutého ivodem predchoziho
feSeni) uz znamend, ze |£BS.C| < |xBSyC]|.

Jiné feseni. Oznacme S, stfed tsecky BC' a o jeji osu. Jakmile si uvédomime, Ze
diky pfedpokladu |AB| < |AC| mé bod S, mensi vzdalenost od osy o nez bod S., plyne
tvrzeni tlohy z néasledujiciho pozorovani: Pro libovolny bod X na pfimce S3S. (kolmé
k ose 0) klesa velikost thlu BXC' se vzdélenosti d bodu X od osy o. Misto jiz vyuzité
geometrické argumentace to ovéfime trigonometrickym vypoctem.

Oznac¢me v vzdalenost primky S,S. od strany BC', d vzdalenost bodu X od osy o
a a = |BC|. Z kosinové véty pro trojihelnik BCX tak méame

a® = |[BX]? +|CX|* - 2|BX||CX|cos |xBXC|.



Vyuzijeme-li navic toho, ze trojuhelnik BC'X ma na vzdalenosti d nezavisly obsah S =
= Lav = }|BX||CX|sin|xBXC|, dostaneme po snadné tipravé
|BX|? +|CX|? — a?
cotg |[xBXC| = 45 =
(d+3a)? + 02+ (d—2a)? +0v2 —a®  4d® + 4% — a2
48 N 4av ’
To je zjevné rostouci funkce parametru d, zatimco funkce cotg je na intervalu (0°, 180°)
klesajici.

Za tuplné feseni udélte 6 bodh, z toho 3 body za zavedeni tétivy S.P nebo CQ, dalsi 2 body za
zdvodnéni, pro¢ je bod S vnitinim bodem zavedené tétivy a 1 bod za dokonceni dikazu odkazem na
kruznicovy oblouk (¢i kruhovou tseé) jakozto mnozinu bod potiebné vlastnosti.

Netplné feseni: Za pouhé zduvodnéni, Ze bod Sy je blize k ose strany BC' nezli bod S., udélte
3 body. Ridce zdivodnéné postupy sestavajici vyhradné z platnjch tvrzeni hodnofte benevolentné.
Oproti tomu za postup vyuzivajici (obecné neplatné) tvrzeni ,V lichob&zniku BCS,S. plati |BS.| <
< |CSy|, takze |xBS:C| < |« BSpC|* udélte nejvyse 1 bod.

3. Chceme, aby kiizky pfevazovaly v co nejvice fadcich a kolecka v co nejvice
sloupcich.

Vsech poli¢ek v tabulce je lichy pocet (2n +1)? = 4n? +4n + 1, kifzkt ve vyplnéné
tabulce je o jeden vice nez kolecek, takze jich je 2n? + 2n + 1, zatimco kolecek jen
2n? + 2n. Je také jasné, ze tabulka jakkoli vyplnénd uvedenymi pocty kiizkt a kolecek
je vysledkem, kterého Pavel mtze svym postupem dosadhnout.

Nejdrive dokazeme, ze kiizky nemohou prevazovat ve vSech rfadcich. Kdyby kiizky
pievazovaly v kazdém Fadku, muselo by jich byt alesponi (2n+1)(n+1) = 2n%+3n+1.
Kiizkii v tabulce je vSak jen 2n? + 2n + 1 = 2n(2n + 1) + 1, mohou tedy prevaZzovat
nejvyse v 2n fadcich.

Stejnym argumentem dokazeme, ze kolecka mohou prevazovat nejvyse v 2n sloup-
cich. Nejvyssi dosazitelné skore je proto 2n + 2n = 4n.

Ve druhé c¢asti reseni dokazeme, ze skore 4n lze pro kazdé prirozené ¢islo n dosah-
nout. Staci rozmistit kiizky do levych n + 1 sloupct prvnich n fadki, pravych n + 1
sloupci dalgich n fadkt a prostfedniho policka spodniho fadku (kolecka pak umistime
do vSech ostatnich poli¢ek). Situaci pro n = 3 znazornuje obr. 3. Snadno ovéfime, ze
kifzkt je celkem (n + 1)n + (n+ 1)n + 1 = 2n? + 2n + 1, tedy spravny pocet (takze
i na kolecka zbyva spravny pocet policek), a ze kiizky prevazuji ve vSech fadcich kromé
posledniho, zatimco kolecka prevazuji ve vSech sloupcich kromé prostiedniho.
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Obr. 3

Za uplné feseni udélte 6 bodd, z toho 3 body za dtkaz, ze skére nemize byt vyssi nez 4n; 2 body za
popis vyplnéni, které pro kazdé (obecné) n vede na skdére 4n; 1 bod za uvedeni, Ze popsané vyplnéni
obsahuje spravny celkovy pocet kiizkt a koledek. Netplné feseni: 1 bod za spravnou odpovéd (bez
zdtvodnéni).



