66. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

/7 V7

Ulohy domaci casti |. kola kategorie B

1. Kazdému vrcholu pravidelného 66uhelniku priradime jedno z cisel 1 mebo —1.
Ke kazdé usecce spojujici dva jeho vrcholy (strané nebo uhlopticce) pak pripiseme
soucin cisel v jejich krajnich bodech a vsechna cisla u jednotlivych usecek secteme.
Urcete nejmensi moznou a nejmenst nezapornou hodnotu takoveho souctu.

RESENT. Pfedpokladejme, Ze nékterym k vrcholim (0 < k < 66) pravidelného
66uhelniku je prirazeno ¢islo 1 a ostatnim 66 — k vrcholim ¢islo —1. Ke kazdé tisecce
spojujici dva vrcholy s ¢isly 1 pripiSeme podle podminek tlohy ¢islo 1. Takovych tisecek
je celkem 1k(k — 1). Podobns i ke kazdé tsecce, jejiz oba krajni body maji pfifazeno
&islo —1, pripieme ¢islo 1. Takovych tsecek je celkem £ (66 — k) (65 — k). Koneéné kazdé
ze zbylych tsecek (a téch je k(66 — k)) pripiseme ¢islo —1.

Hodnota S souctu vsech ¢isel pfipsanych k jednotlivym tseckdm (strandm nebo
uhloptickdm uvazovaného 66thelniku) je tedy

k(k—1) (66— k)(65— k)

S=—F—"+ : — k(66 — k) =
=2k? —2-66k +65-33 =
= 2(k — 33)% — 33.

Vidime, ze vzdy plati S = —33, pfi¢emz rovnost ziejmé nastane pro k = 33.

Nyni zjistime, pro ktera k (0 < k < 66) je splnéna nerovnost S = 0. Budou to pravé
ta k, pro néz plati |k — 33| = /33/2 > 4, takZe pro nezéaporné hodnoty S bude urcité
platit S = 2-52 — 33 = 17. Rovnost nastane, kdyZ bude |k — 33| = 5 neboli k € {28, 38}.

Zaveér. Zkoumany vyraz nabyva nejmensi hodnoty S = —33 pro k = 33. Nejmensi
mozna nezaporna hodnota zkoumaného souctu je pak S = 17 pro k = 28 nebo k = 38.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Urcete nejmensi celoéiselnou hodnotu vyrazu U = |z — /3| + /5, kde = je libovolné
realné ¢islo. [Nejmensi celo¢iselna hodnota vyrazu U je 3 (pro x = v/3 — v/5 + 3 nebo
prom:\/§+\f—3).]

N2. Uréete nejmensi hodnotu vyrazu V = 3z2 + 4z + 5, kde = je libovolné realné &islo,
a najdéte také jeho nejmensi celodiselnou hodnotu. [Nejmensi mozna hodnota vyrazu
V je %, je ji dosazeno pro x = —%. Nejmensi celoc¢iselnd hodnota zkoumaného vyrazu
je V =4 a je ji dosazeno pro x = —1 nebo = = —%]

N3. Kazdému vrcholu pravidelného 63ahelniku pfiradime jedno z ¢isel 1 nebo —1. Ke kazdé
jeho strané pripiseme soucin cisel v jejich vrcholech a vSechna ¢isla u jednotlivych stran
seCteme. Najdéte nejmensi moznou nezapornou hodnotu takového souctu. [63—B—I1-1]

D1. Necht pro z; € {—1,1} plati x122 + x223 + ... + Tn—12Zn + xnx1 = 0. Dokazte, Ze
n je sudé éislo. [Kazdy z n séitanct v daném souétu je roven bud 1, nebo —1. Jedna
polovina z nich musi byt proto rovna 1 a druha —1. Cislo n je tudiz nutné sudé.]



2. Urcete vSechny dvojice (a,b) redlniych parametri, pro néZ md soustava rovnic

2| +y = a,
2yl —z=0b

prave tri resent v oboru redlnych cisel, a pro kaZdou z nich tato Tesent urcete.

RESENI. Namisto bézného algebraického postupu dame piednost grafické metodé
feSeni dané soustavy rovnic. Za tim ucelem ji pfepiSeme do tvaru y = —|z|+a, x = 2|y|—
— b. Z graft obou téchto zavislosti mezi proménnymi x a y (pfi pevnych ¢islech a a b),
jejichz ptiklady (pro zvolena a, b) jsou vykresleny! na obr. 1, pfedné vidime (s ohledem
na thly, které sviraji doty¢éné polopfimky se souradnicovymi osami), Ze v pripadé, kdy
obé cisla a, b jsou nekladnd, nemé zadanéd soustava rovnic zadné Teseni s vyjimkou
ptipadu a = b = 0, kdy je FeSeni jediné (z = y = 0).

yl\
x=2yl—b
O —b T
a
y=—|z|+a
Obr. 1

Déle vidime, ze v pripadé a > 0, b < 0 méa soustava nejvyse dvé FeSeni, stejné
jako v piipadé a < 0, b > 0.2 Koneéné ve zbylém piipadé a > 0, b > 0 neni tézké
usoudit, ze soustava bude mit praveé tii feSeni, jediné kdyz grafy obou zavislosti budou
mit jednu ze vzadjemnych poloh znazornénych na obrazcich 2 a 3. Na nich jsou vyjadiena

Obr. 2 Obr. 3

! Budeme-li ménit hodnoty parametri a a b, budou se oba grafy posunovat ve sméru patfi¢né
soufadnicové osy. Pfedstava téchto dvou (navzdjem nezavislych) pohybt nas opraviiuje k zavériim
o moznych vzajemnych polohach obou grafi, jak je dale v tomto feSeni uvadime bez dalsiho
vysvétlovani.

2 Pro kazdy z obou pfipadd sami nakreslete situace, kdy soustava méa 0, 1, nebo 2 FeSeni.
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i odpovidajici ¢isla a a b pomoci kladného parametru k. TTi spoleéné body obou graft
jsou na obou obrazcich vyznaeny prazdnymi krouzky; jejich soufadnice (x,y), které
snadno dopocteme, jsou pak hledanymi trojicemi feSeni zadané soustavy.

Zaver. Dana soustava rovnic ma pravé tii feSeni pro kazdou dvojici parametrt
(a,b) = (k,2k) a pro kazdou dvojici parametru (a,b) = (k, k), kde k je libovolné kladné
redlné ¢islo. V prvnim pifpadé mé dand soustava reseni (0, k), (—3k, —3k) a (4k, —3k).
Ve druhém piipadé mé dand soustava feseni (—k,0), (3k, 2k) a (3k, —2k).

JINE RESENI. I kdyz je pfedchozi grafickd metoda Feseni z hlediska matematické
exaktnosti plnohodnotnd a podané feSeni lze tak opravnéné hodnotit jako tplné, uvedme
pro srovnani i pracn€jsi algebraicky postup.

Jako obvykle se zbavime absolutnich hodnot v zadanych rovnicich rozliSenim c¢tyt
pripadi a v kazdém z nich odpovidajici soustavu dvou linearnich rovnic rutinnim postu-
pem nejprve vyfesime v celém oboru R (nehledice tedy zatim na podminky vymezujici
dany piipad):

—

y=20: =z =13x2a-0b), y1==:(atb),

1) =20, : 3
(2) 20, y<0: xz3=2a+b, Yo = —a — b,
3) <0,y=20: xz3=—-2a+Db, ys = —a + b,
(4) <0, y<0: z4= %(—2&—()), y4:%(a—b).

Protoze jednotlivé ptipady (1)—(4) se navzajem vylucéuji, je nasim tkolem zjistit,
pro jaké dvojice (a,b) pravé tii z nalezenych dvojic (z;, y;) spliuji pfislusnou podminku,
ktera dany pfipad vymezuje. Pro piehlednost dalsiho vykladu uvedme, Ze nejdiive vy-
svétlime, pro¢ nevyhovuji jednotlivé situace a < 0,b < 0,a = 0, b = 0 (staci vzdy ukazat
dva z pfipada (1)—(4), jeZ jsou vylouceny), a pak se budeme vénovat zbylé situaci, kdy
plati a > 0 a zaroven b > 0.

Je-li a < 0, z rovnice || +y = a plyne y < 0, coz vyluéuje piipady (1) a (3). Je-li
b < 0, z rovnice 2|y| — z = b plyne = > 0, coz vylu¢uje piipady (3) a (4).

V situaci, kdy a = 0, vypiSeme pro jednotlivé pripady podminky na cislo b, za
kterych dvojice (x;,y;) vymezujici podmince vyhovuje:

(1): b=0, (2):b>0, (3):beh, (4):b>0.

Vidime, Ze soustava méa nejvyse dvé feseni. Podobné podminky na ¢islo a v situaci b = 0
vypadaji takto:

(1):az=20, (2):a>0, 3):ach, (4): ach,

proto i nyni méa soustava nejvyse dvé reseni.
V posledni situaci, kdy plati a > 0 a b > 0, nejprve vypiSeme, které z hodnot z;
a y; maji ,patficnd“ znaménka automaticky:

y1>0, xo > 0, y2<0, xy < 0.

(To mimochodem znamena, ze dvojice (z2,y2) je vZdy feSenim). O patfi¢nosti znamé-
nek ostatnich hodnot z; a y; zfejmé rozhoduje, jak velké je (kladné) ¢islo b ve srovnani
s (kladnymi) ¢isly a a 2a (pro néz plati a < 2a). Mozna porovnani ted rozlisime a u kaz-
dého z nich vypiseme, které z piipadi (1)—(4) vedou k Feseni:
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(i) b < a: vyhovuji pfipady (1) a (2).
(ii) b = a: vyhovuji pfipady (1), (2) a (3).
(iii) a < b < 2a: vyhovuji pfipady (1), (2), (3), (4).
(iv) b = 2a: vyhovuji ptipady (1), (2) a (4).
(v) 2a < b: vyhovuji pfipady (2) a (4).

Zjistujeme tak, ze zadand soustava rovnic mé pravé tii feSeni, jediné kdyz plati
b =a > 0 nebo b = 2a > 0; vypis téchto feseni dostaneme ze vzorci pro hodnoty z;
a 1;. Dosadime-li b = a do patfi¢nych z nich, dostaneme v prvnim piipadé trojici feseni

(z1,91) = (%av %a)v (z2,92) = (3a, —2a), (v3,y3) = (—a,0);

pro druhy piipad obdrzime podobnym dosazenim b = 2a trojici

(z1,y1) = (0,a), (w2,y2) = (4a,—3a), (v4,y4) = (—%a, _%a)'

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. V kartézské soustavé soutfadnic Ozy zndzornéte mnozinu vSech bodu v roviné, jejichz
soufadnice [z, y] vyhovuji rovnostem

a) |z|—y=1,b)z+|y| =2,¢) |z|+|y| = 3,d) [z+y|+|z—yl =4, ) [[x+1]-1] =y,
f) ly—1+1 =2 —1.
N2. Urcete vSechny hodnoty realného parametru a, pro néz ma soustava rovnic
|+ lyl =1,
T — 2y = a.
feseni v oboru realnych ¢isel. Provedte diskusi vzhledem k parametru a. [Z grafi obou
vztahl plyne, Ze dané soustava rovnic mé feSeni pro kazdé a € (—2;2). Pro a = —2
a a = 2 ma soustava pravé jedno feseni, po fadé (0;1) a (0; —1). Pro kazdé a € (—2;2)
mé dand soustava préavé dvé feseni.]
D1. V oboru reédlnych ¢isel feste soustavu rovnic s nezndmymi x, y
ar +y =1,
lz| +y =a,
kde a je redlny parametr. Provedte diskusi vzhledem k parametru a. [16-C-I11-4]
D2. Uzitim grafické metody a déle pak vypocétem urcete vSechna redlnd feSeni soustavy
rovnic
|+ [y -1 =1,
kde p je redlny parametr. [13—A-II-3]

3. Na kruznici k jsou zvoleny body A, B, C, D, E (v tomto poradi) tak, Ze plati
|AB| = |CD| = |DE|. Dokazte, Ze tézisté trojihelniki ABD, ACD a BDE lezi na
kruZnici soustredné s kruznici k.

RESEN{. Vzhledem k podminkdm tlohy je |<xCBD| = |xADB| = |<EAD|, nebot
vSechny t¥i uvazované thly vytinaji na kruznici k£ shodné tétivy. Protoze |<xCBD| =
=|xADB|, je AD || BC.

Tétivovy ctytuhelnik ABCD je tudiz rovnoramenny lichobéznik ¢i pravotuhelnik,
v némz jsou (shodné) trojuhelniky DAB a ADC soumérné sdruzeny podle spoleéné
osy o1 stran AD, BC. Ta ovsem prochazi stfedem O kruznice k. V uvedené soumérnosti
si tak odpovidaji i tézisté K a L obou shodnych trojuhelniki DAB a ADC (obr.4).
Osa tusecky KL tedy prochéazi sttedem O kruznice k. Navic oba body K a L jsou
ruzné, protoze odpovidajici si téZnice z (riiznych) vrcholi B a C se protinaji ve stfedu
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spolecné strany AD obou shodnych trojuhelniki, zatimco tézisté jsou vnitinimi body
obou usecek.

Obr. 4

Analogicky dokazeme, ze i ABDE je rovnoramenny lichobéznik ¢i pravouhelnik.
Pro tézisté K, M shodnych trojuhelniki DAB a BED proto plati, ze i osa tsecky K M
prochazi stfedem O kruzmice k. Odtud |OL| = |OK| = |OM| > 0 (body K a L jsou

22

Tim je dikaz ukoncen.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte tvrzeni: Ramena dvou uhli, jejichz vrcholy lezi na téze kruznici, vytinaji na
této kruznici shodné t&tivy, pravé kdyz jsou oba thly shodné. [Vyuzijte vztahu mezi
obvodovym a stiedovym thlem.]

N2. Osa vnitfniho thlu pfi vrcholu C v trojihelniku ABC protind opsanou mu kruznici
v bodé, ktery je stfedem toho jejiho oblouku, ktery neobsahuje bod C. Dokazte. [Vy-
uzijte vysledku predeslého tvrzeni.]

N3. Je dan tétivovy pétithelnik ABCDE, v némz |AE| = |AB| a |BC| = |DE|. Dokaz-
te, ze pruseéiky vysek (ortocentra) trojuhelnikt BCD, CDE a bod A jsou vrcholy
rovnoramenného trojihelniku. [Ukazte, ze BCDE je rovnoramenny lichobé&znik ¢i pra-
vouhelnik, a vyuzijte osovou soumérnost daného pétitthelniku vzhledem ke spolecné ose
useéek BE a CD.]

4. Najdéte viechna osmimistnd ¢isla x2x0x1%6 se étyrmi nezndamymsa lichymi c¢islicemi
vyznacenymi hvezdickamsi, kterd jsou delitelna cislem 2016.
RESENI. Protoze 2016 = 2° - 32 - 7, hledame pravé ta ¢isla n = a2b0c1d6 s lichjmi
¢islicemi a, b, ¢ a d, ktera jsou zaroven délitelna é&isly 32 =25, 9 =32 a 7.
Cislo n = a2b0cld6 je délitelné &islem 32, pravé kdyz je ¢islem 32 délitelné jeho
posledni péticisli

0cld6 = 1000c + 100 + 10d + 6 = 32(31lc+ 3) + 8(c+d+ 1) +2(d + 1).
Podle délitelnosti osmi vidime, Ze ¢islo d + 1 musi byt délitelné ¢tyfmi, a tak je bud
d = 3, nebo d = 7. V piipadé d = 3 je nase pétic¢isli rovno 32(31c + 3) + 8(c + 5), takze
je délitelné 32, pravé kdyz je ¢islo ¢ + 5 délitelné 4, tedy ¢ € {3,7}. V ptipadé d =7 je
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ovSem ono pétic¢isli rovno 32(31c + 3) + 8(c¢ + 10), takze neni délitelné 32, protoze c je
licha ¢islice, a tak je ¢islo ¢ + 10 liché, tudiz ¢islo 8(c + 10) neni délitelné 32. Podminku
délitelnosti ¢islem 32 tak spliuji pravé ta n, kterd za dvojici lichych ¢éislic (¢, d) maji
(3,3) nebo (7,3).
Cislo n = a2b0c1d6 je délitelné deviti, pravé kdyz je ¢islem 9 délitelny jeho ciferny
soucet
a+24+0+0+c+14+d+6=a+b+c+d+9.

Odtud obdrzime mozné hodnoty sou¢tu a+ b pro obé jiz uréené dvojice (¢, d). Vezmeme
pritom navic v ivahu, ze soucet a + b musi byt cislo sudé, protoze obé€ ¢islice a a b jsou
liché. Pro prvni dvojici (¢,d) = (3,3) tak vychazi a + b = 12, tedy {a,b} = {3,9} nebo
{5,7}. Pro druhou dvojici (¢,d) = (7,3) obdrzime a + b = 8, tedy bud {a,b} = {1, 7},
nebo {a,b} = {3,5}. Dochazime k zavéru, Ze pouze osm ¢isel pozadovaného tvaru je
délitelnych obéma cisly 32 a 9. Jde o ¢isla

32903136, 92303136, 52703136, 72503 136,

12707136, 72107136, 32507136, 52307 136.

Délitelnost poslednim ¢initelem 7 tak zbyva posoudit pouze u téchto osmi kandidati
na feSeni nasi ulohy. Je snadné se presvédcit, ze pouze prvni a posledni z vypsanych
Sesti ¢isel jsou délitelna sedmi. Lze to provést rychle pfimym délenim (mame-li po ruce
kalkulacku), nebo namisto toho vyuzit méné znamé kritérium délitelnosti sedmi, podle
kterého jakékoli osmimistné ¢islo

G7G605020302G100 = ag+a1 - 101 +as-10%2 +a3-10% + a4 - 10* + a5 - 10° +ag - 10° + a7 - 107
dava pri déleni sedmi stejny zbytek jako soucet
s = ag + 3a1 + 2a9 + 6as + 4a4 + bas + ag + 3ar.
(Koeficient u kazdé éislice ay je roven zbytku pii déleni sedmi piislusné mocniny 10%.)
Odpovéd. Vyhovuji pravé dvé ¢isla 32903136 a 52 307 136.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Znama kritéria délitelnosti ¢isly 2, 4 a 8 zobecnéte do kritéria délitelnosti &islem 2% pro
libovolné p¥irozené é&islo k: Celé ¢&islo zapsané v desitkové soustavé je délitelné &islem 2%,
pravé kdyz je takové jeho posledni k-¢isli. [Rozdil ¢isla a jeho posledniho k-¢isli je ¢islo,
jehoz zapis kond k nulami, takze je délitelné ¢islem 10F, a tedy i &islem 2%. To znamena,
7e jakékoliv ¢islo a jeho posledni k-¢isli davaji pii déleni éislem 2F vidy stejny zbytek.]

N2. Pripomerite si znadmy poznatek, ze dané prirozené Cislo a jeho ciferny soucet davaji
stejné zbytky jak pfi déleni tfemi, tak pri déleni deviti. Plati to i pfi déleni Cislem
33 = 277 [Neplati, naptiklad éislem 27 je délitelné samo ¢&islo 27, avSak jeho ciferny
soucCet 2 + 7 = 9 Cislem 27 délitelné neni. Neplati ani opacnd implikace: napriklad
¢islo 1899 s cifernym souctem 27 timto ¢islem délitelné neni.]

D1. Dokazte, ze o délitelnosti sedmi jakéhokoli ¢isla N zapsaného v desitkové soustavé lze
rozhodovat pomoci ,kédu® 132645 takto: Sestimistné ¢islo N = asazazazaiag dava
pri déleni sedmi stejny zbytek jako soucet

s = lag + 3a1 + 2a2 + 6a3 + 4a4 + bas
(¢islice vypisujeme odzadu a pfed né jako koeficienty pripisujeme jednotlivé Eislice
onoho kédu). Mé-li ¢islo N méné nez Sest ¢islic, napiSeme piislusny kratsi soudet, mé-li
¢islo N naopak vice nez Sest Cislic, kddové cislice opakujeme s periodou 6, tedy
s = ag + 3a1 + 2a2 + 6as + 4a4 + Sas + ag + 3ar + 2ag + 6ag + ...

D2. Dokazte, ze pro kazdé celé Cislo n je Cislo, které dostaneme, kdyz zapiseme 3" jednicek
za sebou, nasobkem ¢isla 3™. [Uzijte matematickou indukci: pro n = 1 (i pro n = 2)
tvrzeni ziejmé plati (uzijte ciferny soucet). P¥i druhém indukénim kroku si povSimnéte,
e ¢islo z 371! jedniGek je nasobkem ¢&isla z 3™ jednigek, pfitom pfislusny podil je &islo
tvaru 10...010...01, tedy ¢islo délitelné tfemi (ma totiz ciferny soucet 3).]



5. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC s preponou AB. Oznacéme D patu jeho vysky
z vrcholu C a M, N pruseciky os uhlu ADC, BDC' se stranami AC, BC'. DokaZzte,
Ze plati
2|AM|-|BN| = |MN|?.

RESENI. Osy DM a DN pravych thli pfi vrcholu D spolu s vyskou C'D rozdéluji
primy thel pfi vrcholu D na ¢tyfi shodné thly velikosti 45°. Zaroven vidime, ze tihel
MDN je pravy, takze body C, M, D, N lezi na Thaletové kruznici s primérem M N.

Oznac¢ime-li obvyklym zptsobem thly pfi vrcholech A a B trojuhelniku ABC, je
zaroven |XxACD| = 90° — a = 8 a |xBCD| = 90° — 8 = «a (obr.5). Odtud plyne
podobnost trojuhelnikat CDM ~ BDN a ADM ~ CDN, takze

|IMD| |CM| . IMD|  |AM|
IND|  |BN| IND|  |CN|’

Porovnanim pravych stran dostaneme

|AM|- |BN|=|CM|-|CN|. (1)
C
o
B
N
M
o 5
A D B
Obr. 5

Protoze obvodové thly nad tétivami CM a CN jsou shodné, je |CM| = |CN|.
Uzitim Pythagorovy véty v pravothlém (rovnoramenném) trojihelniku CMN tak do-
staneme

2[CM|* = |CM|? + |CN|?> = |MN|?
a dosazenim do rovnosti (1) vyjde
2|AM| - |BN|=2|CM|-|CN|=2-|CM|*> = |[MN|>.

Tim je tvrzeni ulohy dokazano.

Pozndmka. Ukazeme jesté jeden zpusob odvozeni kli¢ové rovnosti (1). Pravouhlé
trojuhelniky AC'D a CBD jsou podobné, protoze |<BCD| = 90°—|<ACD| = |xCAD|.
To vsak znamend, ze osy DM a DN obou vnitinich thld z vrcholu D, jez si v této
podobnosti odpovidaji, déli protilehlé strany ve stejném poméru. Plati tedy

|AM| : [CM| = |CN|:|BN|, tj. |AM]|-|BN|=|CM]|-|CN].
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Zopakujte si zédkladni vlastnosti a vztahy mezi obvodovym, stredovym a usekovym thlem
a déile metody (postupy), jak ukdzat, ze ¢tyfi a vice bodu lezi na téze kruznici. [Lze
doporudit mj. ¢asopis Matematika — Fyzika — Informatika (mfi.upol.cz), ro¢. 24, ¢. 5,
¢lanek ,,Ctyti body na kruznici®.]

N2. Dokazte, ze tétivy téze kruznice prislusné shodnym obvodovym thlim jsou shodné.
[Uzijte sinovou vétu.]

N3. Je dan pravouhly trojahelnik ABC, v némz D znaéi patu vysky z vrcholu C k jeho
preponé AB. Déle necht K, L jsou body na jeho odvésnach po radé BC, AC, pro néz
plati 2|BK| = |CK]| a 2|CL| = |AL|. Dokazte, ze body K, C, L a D lezi na téze
kruznici. [Vyuzijte podobnost pravouhlych trojihelniki ADC a CDB, z niz pak plyne
i podobnost trojthelniki CLD a BKD.]

D1. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC' s pfeponou AB. Ozna¢me D patu vysky z vrcholu C.
Necht Q, R a P jsou po radé stfedy tusecek AD, BD a CD. Dokazte, Ze plati

|xAPB| + |¥xQCR| = 180°.

[6. CPS juniord, 2016, http://mfi.upol.cz/files/25/2504/mfi_2504_246_255.pdf,
str. 253-254.]

6. Urcete viechna redlnd cisla v takovd, Ze nerovnost a® + ab + b3 = a? + b2 plati pro
vsechny dvojice redlngch cisel a, b, kterd jsou vetsi nebo rovna r.

RESENT. Protoze
a® +0® = (a+ b)(a® — ab + b?),

muzeme danou nerovnost prepsat do ekvivalentniho tvaru
(a+b—1)(a® —ab+b*) = 0. (1)
Vzhledem k tomu, Ze pro libovolna realna ¢isla a, b plati
a’* —ab+ b =(a—1b)*+ 36> 20
(s rovnosti, pravé kdyz a = b = 0), je nerovnost (1) splnéna, pravé kdyz
a+b=21 nebo a=b=0.

Z podminky a + b = 1 tak plyne, Ze nerovnost (1) je zaruc¢ené splnéna pro vSechny
dvojice redlnych cisel a, b, kterd jsou vétsi nebo rovna %, takze pozadovanou vlastnost
mé kazdé r = % Nema ji vsak zadné r < %, protoze k takovému r lze zvolit kladna ¢isla
a = b = max(r, %), jez jsou sice vétsi nebo rovna r, avSak nerovnost (1) nespliiuji, nebot
pro né neplati ani a +b = 1, ani a = b = 0.

1

Zdvér. Dané tloze vyhovuji pravé vSechna realna cisla r >

N

NAVODNE A DOPLNuJici ULOHY:
N1. Dokazte, ze pro kazdé liché ¢islo n a pro libovolna realna ¢isla a, b plati

a"+ b =(a+b)(a" P —a" 4. . —ab" 2",

N2. Znézornéte v kartézské soustavé souradnic vSechny body, jejichz soufadnice z, y vyho-
vuji vztahim:
a) (@—yZ1)A (20 +y <),
b) (min(z,y) 2 7) A (max(z,y) < R), kde r < R jsou dand realna ¢isla.
N3. Dokazte, ze pro libovolna kladnd realné cisla a, b, ¢ plati

1 1 1

1
+ + + =
a2 —ab+b2 b2 —bc+c?2 2 —ca+a?

1
a? b2

A

+

1
2’

Urcete, kdy nastane rovnost. [64—-B-1-6]



