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Navody k domaci casti |. kola kategorie B

1. Kazdému vrcholu pravidelného 66uhelniku priradime jedno z cisel 1 mebo —1.
Ke kazdé usecce spojujici dva jeho vrcholy (strané nebo uhlopticce) pak pripiseme
soucin cisel v jejich krajnich bodech a vsechna cisla u jednotlivych usecek secteme.
Urcete nejmensi moznou a nejmensi nezapornou hodnotu takoveho souctu.

NAVODNE A DoOPLNUJici ULOHY:

1.

D1.

Urcete nejmensi celo¢iselnou hodnotu vyrazu U = |z — \/§| + /5, kde z je
libovolné realné ¢islo. [Nejmensi celociselnd hodnota vyrazu U je 3 (pro z =
=v3—-v5+3 nebopron\/g—l—\/g—B).]

Uréete nejmensi hodnotu vyrazu V = 322 + 4z + 5, kde z je libovolné realné
¢islo, a najdéte také jeho nejmensi celoéiselnou hodnotu. [Nejmensi mozné

hodnota vyrazu V je %, je ji dosazeno pro x = —%. Nejmensi celociselna
hodnota zkoumaného vyrazu je V = 4 a je ji dosazeno pro x = —1 nebo
_ 1

Kazdému vrcholu pravidelného 63thelniku pritadime jedno z ¢isel 1 nebo —1.
Ke kazdé jeho strané pripiSeme soucin ¢isel v jejich vrcholech a vSechna cisla
u jednotlivych stran secteme. Najdéte nejmensi moznou nezapornou hodnotu
takového souctu. [63-B-1-1]

Necht pro x; € {—1,1} plati z1xo+x223+. .. 42012, + 2,21 = 0. Dokazte, Ze
n je sudé ¢islo. [Kazdy z n s¢itanct v daném souctu je roven bud 1, nebo —1.
Jedna polovina z nich musi byt proto rovna 1 a druhd —1. Cislo n je tudiz
nutné sudé.]

2. Urcete vsechny dvojice (a,b) redlnych parametri, pro néz ma soustava rovnic

2| +y = a,
2yl —x =0

prave tri resent v oboru redlnych cisel, a pro kaZdou z nich tato resent urcete.

NAVODNE A DoPLNUJici ULOHY:

1.

V kartézské soustaveé souradnic Oxy znazornéte mnozinu vSech bodt v roving,
jejichz soutadnice [x,y| vyhovuji rovnostem
a) |zl —y=1b)x+yl =2,¢) |z|+yl =3, d) |z +y[+ ]z -yl =4, ¢)
|]a:+1] —1’ =,
£) [ly—1+1=2-1.

2. Urcete vSechny hodnoty redlného parametru a, pro néz ma soustava rovnic

|z + |y| =1,
T — 2y = a.

feSeni v oboru redlnych ¢éisel. Provedte diskusi vzhledem k parametru a. [Z grafii
obou vztaht plyne, ze dané soustava rovnic ma feSeni pro kazdé a € (—2;2).
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Pro a = —2 a a = 2 mé soustava pravé jedno feSeni, po fadé (0;1) a (0; —1).
Pro kazdé a € (—2;2) mé dand soustava pravé dvé feseni.|
D1. V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic s nezndmymi z, y

ar +1y =1,
[ +y = a,

kde a je redlny parametr. Provedte diskusi vzhledem k parametru a. [16-C—11-4]
D2. Uzitim grafické metody a déale pak vypoctem urcete vSechna realna feseni
soustavy rovnic
| +ly —1] =1,

kde p je redlny parametr. [13—A-11-3]

3. Na kruznici k jsou zvoleny body A, B, C, D, E (v tomto poradi) tak, Ze plati
|AB| = |CD| = |DE)|. Dokazte, Ze tézisté trojuhelniki ABD, ACD a BDE lezi na
kruZnici soustredné s kruznici k.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Dokazte tvrzeni: Ramena dvou 0hl, jejichz vrcholy lezi na téze kruznici, vyti-
naji na této kruznici shodné tétivy, pravé kdyz jsou oba thly shodné. [Vyuzijte
vztahu mezi obvodovym a stfedovym thlem.]

2. Osa vnitfniho thlu pfi vrcholu C v trojuhelniku ABC' protind opsanou mu
kruznici v bodé, ktery je stfedem toho jejiho oblouku, ktery neobsahuje bod C'.
Dokazte. [Vyuzijte vysledku ptredeslého tvrzeni.|

3. Je dan tétivovy pétithelnik ABCDE, v némz |AE| = |AB|a|BC| = |DE]|. Do-
kazte, ze pruseciky vysek (ortocentra) trojihelniki BCD, CDE a bod A jsou
vrcholy rovnoramenného trojihelniku. [Ukazte, ze BCDE je rovnoramenny li-
chobéznik ¢i pravouhelnik, a vyuzijte osovou soumérnost daného pétituhelniku
vzhledem ke spolecné ose tiseCek BE a C'D |

4. Najdeéte vsechna osmimistnd cisla x2x0x1x6 se c¢tyrmi nezndmymsi lichymi c¢islicems
vyznacenymi hvézdickami, ktera jsou délitelnd cislem 2 016.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Znama3 kritéria délitelnosti ¢isly 2, 4 a 8 zobecnéte do kritéria délitelnosti ¢is-
lem 2% pro libovolné pfirozené é&islo k: Celé é&islo zapsané v desitkové soustavée
je délitelné &islem 2%, pravé kdyz je takové jeho posledni k-¢isli. [Rozdil é&isla
a jeho posledniho k-¢isli je ¢islo, jehoz zapis kon¢i k£ nulami, takze je délitelné
¢islem 10%, a tedy i éislem 2*. To znamena, ze jakékoliv ¢islo a jeho posledni
k-¢isli davaji pri déleni ¢islem 2% vzdy stejny zbytek.]

2. Pripomerite si znamy poznatek, ze dané prirozené cislo a jeho ciferny soucet
davaji stejné zbytky jak pfi déleni tfemi, tak pti déleni deviti. Plati to i pfi
déleni ¢islem 3% = 277 [Neplati, naptiklad ¢islem 27 je délitelné samo &islo 27,
avsak jeho ciferny soucet 247 = 9 ¢islem 27 délitelné neni. Neplati ani opacné
implikace: napriklad ¢islo 1899 s cifernym souctem 27 timto ¢islem délitelné
neni.|



D1.

D2.

Dokazte, ze o délitelnosti sedmi jakéhokoli cisla N zapsaného v desitkové
soustavé lze rozhodovat pomoci ,kédu® 132645 takto: Sestimistné ¢islo N =
= A5040302071 a9 dava pii déleni sedmi stejny zbytek jako soucet

S = 1a0 -+ 3@1 -+ 2a2 -+ 6@3 —|—4CL4 -+ 5CL5

(Gislice vypisujeme odzadu a pfed né jako koeficienty pfipisujeme jednotlivé
¢islice onoho kdédu). Ma-li ¢islo N méné nez Sest ¢islic, napiSeme piislusny
kratsi soucet, ma-li ¢islo /N naopak vice nez Sest ¢islic, kédové ¢islice opakujeme
s periodou 6, tedy

s = ap + 3a1 + 2a9 + 6as + 4a4 + das + ag + 3a7 + 2ag + 6ag + . ..

Dokazte, ze pro kazdé celé ¢islo n je cislo, které dostaneme, kdyz zapiseme 3™
jednicek za sebou, ndsobkem ¢isla 3". [Uzijte matematickou indukci: pron =1
(i pro n = 2) tvrzeni zfejmé plati (uzijte ciferny soucet). Pfi druhém indukénim
kroku si povsimnéte, Ze &islo z 3"t jednicek je nasobkem ¢isla z 3" jednicek,
pritom prislusny podil je ¢islo tvaru 10...010...01, tedy c¢islo délitelné tremi
(ma totiz ciferny soucet 3).]

5. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC s preponou AB. Oznacéme D patu jeho vysky
z vrcholu C' a M, N pruseciky os uhli ADC, BDC se stranami AC, BC. DokaZte,
Ze plati

2|AM|-|BN| = |MN|>.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.

D1.

Zopakujte si zakladni vlastnosti a vztahy mezi obvodovym, stredovym a useko-
vym thlem a dale metody (postupy), jak ukazat, ze ¢tyfi a vice bodu lezi na
téze kruznici. [Lze doporuéit mj. ¢asopis Matematika — Fyzika — Informatika
(mfi.upol.cz), ro¢. 24, ¢é. 5, ¢lanek ,,Ctyii body na kruznici“]
Dokazte, ze tétivy téze kruznice prislusné shodnym obvodovym uhlim jsou
shodné. [Uzijte sinovou vétu.]
Je dan pravouhly trojuhelnik ABC, v némz D znaci patu vysky z vrcholu C
k jeho pfeponé AB. Dale necht K, L jsou body na jeho odvésnach po radé
BC, AC, pro néz plati 2|BK| = |CK| a 2|CL| = |AL|. Dokazte, ze body K,
C, L a D lezi na téze kruznici. [Vyuzijte podobnost pravothlych trojihelnika
ADC a CDB, z niz pak plyne i podobnost trojuhelniktt CLD a BKD.]
Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s preponou AB. Ozna¢me D patu vysky
z vrcholu C. Necht ), R a P jsou po radé stfedy tisecek AD, BD a CD.
Dokazte, ze plati

|xAPB| + |xQCR| = 180°.

[5. CPS junioru, 2016,
http://mfi.upol.cz/files/25/2504/mfi _2504_246_255.pdf, str. 253-254.]



Urcete viechna redlnd cisla r takovd, Ze nerovnost a® + ab+ b% = a? 4+ b? plati pro
vsechny dvojice redlngch cisel a, b, kterd jsou vetsi nebo rovna r.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:
1. Dokazte, ze pro kazdé liché ¢islo n a pro libovolna realna cisla a, b plati

a4+ b = (a+b) ("t —a" b4 ... —ab" 2+ "),

2. Znazornéte v kartézské soustavé souradnic vSechny body, jejichz soutadnice =,
y vyhovuji vztahtim:
a) (x—yZ1)AQ2z+y=s1),
b) (min(z,y) 2 r) A (max(z,y) < R), kde r < R jsou dana realna ¢isla.
3. Dokazte, ze pro libovolna kladna realna cisla a, b, ¢ plati

1 n 1 n 1 1+1+1
a2 —ab+0b2 b2—bc+c?2 c2—ca+a? T a? b2 2?2

A

Urcete, kdy nastane rovnost. [64-B-1-6]



