66. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni &4sti $kolniho kola kategorie B

1. Oznacme a; < as < a3z < a4 < as kladna ¢isla napsana na tabuli. Nejmensi ¢isla
a1 ani as ziejmé nemohou byt souétem zadnjch dvou na tabuli napsanych éisel. Cislo
as lze jako soucet nékteré dvojice dostat nejvyse jednim zptisobem, a to az = a1 + as.
Cislo a4 sice miizeme dostat tfemi zpiisoby: a; + as, as + az nebo a; + as, ale protoze je
a1+as < a;+as < az+as, mize byt ay souctem nejvyse jedné z dvojic {a1, as}, {a1,as},
{az,as}. Konecné ¢islo as 1ze takto ziskat nejvyse dvéma zpusoby. Kdybychom totiz as
ziskali tfemi zptisoby coby soucet dvou ¢isel napsanych na tabuli, bylo by alespon jedno
z Cisel a1, aq, as, a4 sCitancem ve dvou riznych souctech, coz neni mozné.

Dohromady jsme tak zjistili, ze pocet vyhovujicich dvojic nikdy nepfevysi soucet
0+0+1+41+ 2, ktery je roven ctyfem.

Pfikladem pétice ¢isel napsanych na tabuli, pro néz soucty ¢ty¥ (z nich vytvorenych)
dvojic jsou rovnéz na tabuli uvedeny, je a; = i pro i € {1,2,3,4,5}, kdy 1 + 2 = 3,
1+3=4,1+44=5a2+3=5.

Zaver. 7 danych péti rtiznych kladnych cisel lze sestavit nejvyse ¢tyti dvojice po-
zadované vlastnosti.

Za uplné feseni udélte 6 bodu. Za ziskani odhadu, ze vhodnych dvojic neni vice nez ¢tyti, dejte 4 body.
(Za odhad, ze dvojic je nejvySe Sest, protoze nejvétsi ¢islo ve dvojici byt nemiize, body nedévejte.)

Za priklad pétice cisel se ¢tyfmi vyhovujicimi dvojicemi dejte 2 body, a to i v pripadé, Ze se Fesiteli
nepodari horni odhad dokazat.

2. Ve shodé s obr. 1 ozna¢me x = |CL|, y = |CK|, potom |BL| =a— =z, a |[AK| =
= b —y, kde a, b znac¢i po tadé délky odvésen BC', AC.
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Uzitim Pythagorovy véty v pravothlém trojihelniku KLC dostaneme |KL|? =
= 22 + 12, takZe zkoumany soucet miizeme upravit nasledujicim zptisobem:

AK]? + |[KL*+|LBP> = (b—y)? + 22+ y* + (a — 2)* =
=222 + 2y% — 2ax — 2by + a® + b =
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Diky nezapornosti druhych mocnin odtud vidime, Ze zkoumany vyraz nabyva své
nejmensi hodnoty, totiz %02, pravé kdyz x = %a a soucasné y = %b, tedy prave kdyz
body K, L jsou po fadé stiedy odvésen AC', BC' daného pravoihlého trojihelniku ABC'.

Zavér. Nejmensi mozna hodnota zkoumaného souctu je rovna %02. Tuto hodnotu
dostaneme, pravé kdyz body K, L budou po radé stfedy odvésen AC, BC' daného
pravothlého trojihelniku.

Za Uplné feseni udélte 6 bodt, z toho 2 body za vyjadfeni zkoumaného souctu pomoci dvou vhodné
zvolenych parametrii. Za naslednou tpravu do tvaru s druhymi mocninami, z n€hoz je hledané nejmensi
hodnota a také prislusna poloha bodt K a L zfejma, udélte dalsi 3 body. Za uvedeni spravné odpovédi

pro polohu obou hledanych bodt K, L a vyjadfeni nejmensi hodnoty zkoumaného vyrazu pomoci ¢
udélte 1 bod.

3. Oznacme po sobé napsana ¢isla ay,as,...,a1900. Vzhledem k tomu, Ze soucet
kazdych sedmi po sobé napsanych ¢isel je roven témuz ¢islu 2017, porovnanim dvou
takovych souctl s Sesti spole¢nymi scitanci

a;+a;r1+ ...+ 045 +aj46 = aip1 + Ajpo + ...+ Qi + Qigr

dojdeme k zavéru, ze rovnost a; = a;+7 plati pro kazdy pripustny index 7, takze uva-
zovand Ciselnd posloupnost (a;) ma periodu délky 7. Plati tedy a3 = ag = a15 = ...,
as = ag = aig = ..., apod. Protoze indexy 123, 234, 345, 456, 567, 678, 789 clentd této
posloupnosti davaji v urc¢itém potfadi vSsech sedm moznych zbytkd pii déleni sedmi, je
soucet clent s témito sedmi indexy roven souctu libovolnych sedmi po sobé jdoucich
¢lenti této posloupnosti, tj. 2017. Odtud jiz pro a3 = 123, as34 = 234 a agys = 345
bezprostredné plyne

a456 + as67 + agrs + a7gg = 2017 — (a123 + Qo34 + CL345) =2017 - 702 = 1315.

Zaver. Hledany soucet je 1315.

Za Gplné teSeni udélte 6 bodu, z toho 2 body za objev, Ze posloupnost mé periodu délky 7 (i bez
zdivodnéni ze vzorového FeSeni, které lze totiz povazovat za zfejmé). Dalsi 2 body udélte za poznatek,
ze sedm zadanych indexd ma rtzné zbytky pti déleni sedmi, 1 bod pak za jeho dusledek, ze sedm
doty¢nych ¢lent dava soucet 2017, a zbyly 1 bod udélte za dopocet hledaného souctu.



