66. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ve

Ulohy domici &sti |. kola kategorie C

1. Dokazte, Ze pro libovolné redlné cislo a plati nerovnost

1
2y - > 1.
@ +a2—a+1:a+

Urcete, kdy nastane rovnost.

RESENI. Zadana nerovnost patii do velké skupiny nerovnosti, které lze dokazovat
(CGasto opakovanym) vyuZitim poznatku, Ze druhd mocnina jakéhokoli redlného ¢isla je
nezaporné. Na jeho zakladé ovéfime predné, ze jmenovatel a® — a + 1 zlomku, ktery je
v dané nerovnosti zastoupen, je vzdy kladny. Po tGpravé dvojélenu a? — a, které fikdme
doplnéni na ctverec, totiz dostaneme

1 3 1\2 3 3
2 2
_ 1_< _ _> __<__) Z >z .
a a+ a a—|—4 —|—4 a 5 —|—4_4>0

Jmenovatel a? — a + 1 je tedy kladny, a kdyz jim proto obé strany dokazované
nerovnosti vynasobime, obdrzime ekvivalentni nerovnost

a*(a®> —a+1)+12(a+1)(a®> —a+1).
Po roznasobeni a slouceni stejnych mocnin a dojdeme k nerovnosti
a* —2a® +a*> 20,

kterd ovsem plati, nebot jeji levd strana m4 rozklad a?(a —1)? s nezdpornymi ¢initeli a?
a (a—1)? — opét t¢inkuje poznatek zminény v iivodu feseni. Tim je ptivodni nerovnost
pro kazdé realné cislo a dokazana.

Zaroven jsme zjistili, Ze rovnost ve vysledné, a tudiz i v ptiivodni nerovnosti nastane,
pravé kdyz plati a?(a — 1) = 0, tedy jediné kdy% a = 0 nebo a = 1.

JINE RESENI. Danou nerovnost mizeme prepsat do tvaru

1

2
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(a at )+a2—a+1

1
=2 neboli u+ — =2,
u

kde u = a® — a+ 1. Je dobfe znamo, Ze posledni nerovnost plati pro kazdé kladné realné
¢islo u a ze prechazi v rovnost jediné pro u = 1. Plyne to (opét v dusledku nezapornosti
kazdé druhé mocniny) bud p¥imo z vyjadieni

u+%:(J1~—f+z



nebo volbou x = w a y = 1/u v obecnégjsi proslulé nerovnosti %(:C +y) = /Ty mezi
aritmetickym a geometrickym primérem libovolnych dvou nezdpornych ¢isel x a v,
ktera sama je disledkem obdobného vyjadieni rozdilu obou doty¢énych primeéria

S +y) — VI = 5 (Vi - Vi) 20

DO |

Tak ¢ onak sta¢i k dikazu ptivodni nerovnosti ovéfit, ze vyraz u = a®> — a + 1 je
kladny pro kazdé realné cislo a. To lze udélat stejné jako v prvnim feSeni, nebo prepsat
nerovnost a2 —a + 1 > 0 do tvaru

ala—1)>—1

a provést kratkou diskusi: Posledni nerovnost plati jak pro kazdé a = 1, tak pro kazdé
a = 0, nebot v obou pfipadech mame dokonce a(a — 1) 2 0; pro zbylé hodnoty a, tedy
pro a € (0,1), je soucin a(a — 1) sice zadporny, avsak jisté vétsi nez —1, nebot oba ¢initelé
a, a — 1 maji absolutni hodnotu mensi nez 1. Pfepsana nerovnost je tak dokazana pro
kazdé realné ¢islo a, a tim je podminka k uziti nerovnosti u+1/u = 2 prou = a®>+a+1
ovérena.

Jak jsme jiz uvedli, rovnost u + 1/u = 2 nastane jediné pro u = 1. Pro rovnost
v nerovnosti ze zadani tilohy tak dostavdme podminku a? —a+1 = 1 neboli a(a—1) = 0,
coz je splnéno pouze pro a =0 a pro a = 1.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Dokazte, ze pro libovolna realna cisla x, y a z plati nerovnosti
a) 2wyz < 2 + 9?22, b) (22 —y?)? 2 day(z — y)>.
[a) P~ L= (z—y2)%b) L - P=(z—y)"
N2. Dokazte, ze pro libovolna kladné &isla a, b plati nerovnost a/b? + b/a? = 1/a + 1/b.
[Vynasobte a?b?, vydélte a + b a upravte na (a — b)? = 0.]
D1. Uzitim nerovnosti u + 1/u 2 2 (Yu > 0) dokazte, Ze pro libovolné kladné ¢islo a plati
2 2
) 3 g 2t oy
va? +2 4a? +1
[Volte u = va? + 2 v piipadé a), v = V4a? + 1 v pfipadé b) a v obou piipadech
vyuzijte, ze u # 1.]
D2. Dokazte, ze pro libovolna kladna cisla a, b, ¢, d plati

(ab+cd)(i + b—ld) > 4.

[L=(b/c+c/b)+ (a/d+d/a) 22+ 2 =4]

D3. Pro libovolna éisla a, b z intervalu (1, co0) plati nerovnost
(@®+ 1) +1)— (a—1)%(b—1)> 2 4.
Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost. [59—C—II-2]

D4. Najdéte viechna realna &isla = a y, pro néz vyraz 2z2 + y2 — 2zy + 2z + 4 nabyva své
nejmensi hodnoty. [65-C-1-3, ¢ast a)]

2. Najdéte nejvetsi prirozené cislo d, kterée ma tu vlastnost, Ze pro libovolné prirozené
cislo n je hodnota vyrazu

V(n) =n*+11n% — 12

délitelna cislem d.



RESENT. Vypoc¢téme nejprve hodnoty V(n) pro nékolik nejmensich pfirozenych ¢&i-
sel n a jejich rozklady na prvocinitele zapiSme do tabulky:
n V(n)
1 0
2 48 =2*-3
3 168=2%.3.7
4 420=2%-3-5-7
Odtud vidime, Ze hledany délitel d vsech ¢isel V (n) musi byt délitelem &isla 22 - 3 = 12,
splituje tedy nerovnost d < 12. Ukdzeme-li proto, Ze ¢islo d = 12 zadéani vyhovuje, Ze
tedy V(n) je ndsobkem ¢isla 12 pro kaZdé prirozené n, budeme s Fesenim hotovi.
Uprava

V(n) =n*+11n? — 12 = (1202 — 12) + (n* — n?),

pii které jsme z vyrazu V(n) ,vyclenili“ dvojclen 12n? — 12, ktery je zfejmym nasobkem
¢isla 12, redukuje nas tkol na provérku délitelnosti ¢islem 12 (tedy délitelnosti ¢isly 3
a 4) dvoj¢lenu n* — n2. Vyuzijeme k tomu jeho rozklad

n* —n?=n%(n?-1)=(n— n*(n+1).
Pro kazdé celé n je tak vyraz n* — n? jisté délitelny tfemi (takové je totiZ jedno ze tif
po sobé jdoucich celych ¢éisel n — 1, n, n + 1) a soucasné i délitelny ¢tyifmi (zaruc¢uje to
v pripadé sudého n ¢initel n?, v piipadé lichého n dva sudi &initelé n — 1 a n + 1).

Dodejme, ze délitelnost vyrazu V' (n) éislem 12 1ze dokazat i jinymi zpisoby, napii-
klad muzeme vyuzit rozklad

V(n) =n*4+11n% =12 = (n® + 12)(n* — 1)
nebo prejit k dvojélenu n* + 11n2 a podobné.
Odpovéd. Hledané ¢islo d je rovno 12.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Dokazte, ze v nekonecné fadé Cisel

1-2-3,2-3-4,3-4-5,4-5-6, ..

je ¢islo prvni délitelem vSech ¢&isel dalsich. [Vyuzijte toho, Ze ze dvou, resp. t¥i po sobé
jdoucich ¢&isel je vzdy nékteré ¢islo délitelné dvéma, resp. tfemi.|

N2. Najdéte vSechna cela d > 1, pti nichz hodnoty vyrazti U(n) =n3 + 172 —1a V(n) =
= n3 + 4n? + 12 déavaji p¥i déleni ¢&islem d stejné zbytky, af je celé &islo n zvoleno
jakkoli. [Vyhovuje jediné d = 13. Hledana d jsou pravé ta, ktera déli rozdil U(n) —
—V(n) =13n2 — 13 = 13(n — 1)(n + 1) pro kazdé celé n. Abychom ukazali, Ze (ziejmé
vyhovujici) d = 13 je jediné, dosadme do rozdilu U(n) — V(n) hodnotu n = d: ¢islo d
je s ¢isly d — 1 a d + 1 nesoudélné, takze déli soucin 13(d — 1)(d + 1), jediné kdyz déli
Cinitel 13, tedy kdyz d = 13.]

D1. Pro kterd piirozen4 ¢isla n neni vyraz V(n) = n* 4+ 11n? — 12 nadsobkem osmi? [Vyraz
V(n) = (n—1)(n+1)(n?+ 12) je jisté nadsobkem osmi v pifpadé lichého n, nebot n — 1
an-41 jsou dvé po sobé€ jdouci suda cisla, takze jedno z nich je délitelné ¢tyfmi, a soucin
obou je tak nisobkem osmi. Protoze pro suda n je sou¢in (n —1)(n + 1) lichy, hleddme
pravé ta n tvaru n = 2k, pro néz neni délitelny osmi vyraz n? + 12 = 4(/{2 + 3), coz
nastane, pravé kdyz k je sudé. Hledana n jsou tedy pravé ta, jez jsou délitelné ctyimi.]

D2. Dokaite, Ze pro libovolna celd &sla n a k v&tsi nez 1 je ¢islo nf+2 —nk délitelné dvanacti.
[69-C-II-1]

D3. Dokazte, ze vyrazy 23z + y a 19z + 3y jsou délitelné Cislem 50 pro stejné dvojice
pfirozenych ¢isel = a y. [60-C-1-2]

D4. Uréete viechna celd ¢isla n, pro néz 2n3 — 3n? +n + 3 je prvoéislo. [62-C-1-5]

D5. Dokaste, ze pro kazdé liché pFirozené &islo n je soudet n*+2n2+2 013 délitelny ¢islem 96.
[63—-C-I-5]
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3. Pata vysky z vrcholu C v trojuhelniku ABC' déli stranu AB v poméru 1 : 2. Dokazte,
ze pri obvyklém oznacent délek stran trojuhelniku ABC' plati nerovnost

3la —b| < ec.
RESENI. Pata D zminéné vysky je podle zadani tim vnitinim bodem strany AB,

pro ktery plati |AD| = 2|BD| nebo |BD| = 2|AD|. Obé moznosti jsou znazornény na
nasledujicim obr. 1 s popisem délek stran AC, BC' a obou useki rozdélené strany AB.
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Obr. 1

Pythagorova véta pro pravouhlé trojuhelniky AC'D a BCD vede k dvojimu vyjad-
feni kvadratu spole¢né odveésny C'D, pficemz v situaci nalevo dostaneme

D2 = 12 — (2¢)? = a? — (L)%,

odkud po snadné tpravé posledni rovnosti obdrzime vztah
3(b* — a®) = .

Pro druhou situaci vychézi analogicky
3(a® — b*) = 2.

Zaveéry pro obé moznosti 1ze zapsat jednotné jako rovnost s absolutni hodnotou
3la? — b?| = 2.

Uzijeme-li rozklad |a? — b%| = |a —b|(a+b) a nerovnost ¢ < a+b (kterou jak zndmo
spliiuji délky stran kazdého trojahelniku ABC'), obdrzime z odvozené rovnosti

3la — blc < 3|la — b|(a + b) = ¢,

odkud po vydéleni kladnou hodnotou ¢ dostaneme 3|a — b| < ¢, jak jsme méli dokazat.

Zduraznéme, ze nerovnost 3|a — blc < 3|a — b|(a + b) jsme spravné zapsali jako
ostrou — v pripad€ a = b by sice presla v rovnost, avsak podle naseho odvozeni by pak
platilo ¢? = 0, coz odporuje tomu, ze jde o délku strany trojihelniku.

JINE RESENI. Nerovnost, kterou mame dokézat, lze po vydéleni tFfemi zapsat bez
absolutni hodnoty jako dvojici nerovnosti

1 1
—§c<a—b<§c.

Opét jako v ptivodnim TesSeni rozlisime dvé moznosti pro polohu paty D uvazované vysky
a ukazeme, ze vypsanou dvojici nerovnosti 1ze upiesnit do podoby

—%c<a—b<0, respektive 0 <a—0b< %c,
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podle toho, zda nastava situace z levé ¢i pravé casti obrazku 1, kterym jsme puvodni
fesSeni doprovodili.

Pro situaci z obr. 1 nalevo prepiSeme avizované nerovnosti —%c < a—b <0 jako
a<b< a—l—%c a odvodime je z pomocného trojuhelniku ACE, kde E je stted tsecky AD,
takze body D a E déli stranu AB na tii shodné tseky délky %c (obr. 2).

C
b~ a
A %CE %CD %CB
Obr. 2

V obrazku jsme rovnou vyznagcili, ze tsecka FC' ma délku a jako usecka BC, a to
v dtsledku shodnosti trojuhelniki BC'D a ECD podle véty sus. Proto je prava z ne-
rovnosti a < b < a + %c porovnanim délek stran trojuhelniku ACE, které ma obecnou
platnost.

Levou nerovnost a < b odvodime z druhého obecného poznatku, ze totiz v kazdém
trojuhelniku oproti vétsimu vnitrnimu uhlu leZi delsi strana. Sta¢i nam tedy zdivodnit,
pro¢ pro uhly vyznacené na obr. 2 plati [<CAFE| < |[AEC|. To je vSak snadné: zatimco
thel CAFE je diky pravouhlému trojihelniku ACD ostry, ithel AEC je naopak tupy,
nebot k nému vedlejsi thel CED je ostry diky pravoihlému trojihelniku CED.

Pro ptipad situace z obr. 1 napravo lze predchozi postup zopakovat s novym bo-
dem FE, tentokrat stfedem tusecky BD. Mutzeme vsak diky soumérnosti podle osy AB
konstatovat, ze z dokédzanych nerovnosti —%c < a — b < 0 pro situaci nalevo plynou

nerovnosti —%c < b — a < 0 pro situaci napravo, z nichz po vynasobeni c¢islem —1
dostaneme praveé nerovnosti 0 < a — b < %c, jez jsme meéli v druhé situaci dokazat.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Pripomerite si, které nerovnosti splnuji mezi sebou délky stran libovolného trojihelniku
(a kterym proto fikadme trojuhelnikové). Z nich pak odvodte znamé pravidlo a < 8 =
= a < b o porovnani velikosti vnit¥nich thlt a délek protilehlych stran v libovolném
trojuhelniku ABC. [Je-li a < B, mUzeme najit vnitini bod X strany AC, pro ktery
plati [xABX| = «, a tudiz |AX| = |BX|, takze z trojuhelnikové nerovnosti |BC| <
< |BX|+ |XC| uz plyne a < b.]

N2. Je-li D vnitini bod tsecky AB, pak pro kazdy bod X kolmice vedené bodem D k pfim-
ce AB méa vyraz |AX|? — |BX|? tutéz hodnotu (rovnou hodnoté |AD|?2 — |BD|?).
Dokazte. [Uzijte Pythagorovu vétu pro trojuhelniky ADX a BDX ]

D1. Odvodte nerovnost, kterd je zobecnénim nerovnosti ze zadani soutézni llohy pro pripad,
kdy pata vysky z vrcholu C' trojahelniku ABC rozdéluje jeho stranu AB v poméru 1 : p,
kde p je dané kladné éislo rtazné od 1. [(p + 1)|a — b| < |p — 1|c.]

D2. Pro kazdy bod M uvnitf daného rovnostranného trojihelniku ABC oznaéme M,, My,
M. jeho kolmé pruméty po fadé na strany BC, AC, AB. Dokazte rovnost |AM,| +
+ |BMc|+|CMg| = |AMc|+ |BMq| 4 |CMy|. [Nejprve tiikrat uzijte vysledek tlohy N2
s bodem X = M a odtud plynouci vyjadieni rozdilt |[AM|? — |BM|?, |BM|? — |CM|?,
|CM|? — |AM|? jednotlivé upravte a pak sectéte.]

4. Naleznéte vsechny trojcleny P(x) = ax?®+bx +c s celociselnymi koeficienty a, b a c,

pro které plati P(1) < P(2) < P(3) a zdroven (P(l))2 + (P(2))2 + (P(3))2 = 22.

RESEN{. ProtoZe a, b, ¢ jsou dle zadani celd ¢isla, jsou takové i hodnoty P(1), P(2)
a P(3). Jejich druhé mocniny, tedy ¢isla P(1)2, P(2)? a P(3)?, jsou proto druhymi
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mocninami celych ¢isel, tedy tfi (ne nutné rizna) ¢isla z mnoziny {0, 1,4,9,16,25,...}.
Jejich soucet je podle zadani roven 22, takze kazdy ze tii sc¢itanct je mensi nez Sesté
mozné cislo 25. Jakymi zpiisoby lze viibec sestavit soucet 22 ze tii ¢isel vybranych
z mnoziny {0,1,4,9,16}7

Systematickym rozborem rychle zjistime, ze rozklad ¢isla 22 na soucet tii druhych
mocnin je (az na potadi séitancti) pouze jeden, totiz 22 = 4+94-9. Dvé z ¢isel P(1), P(2)
a P(3) maji tudiz absolutni hodnotu 3 a t¥eti 2, a protoze P(1) < P(2) < P(3), musi
nutné platit P(1) = —3, P(3) = 3 a P(2) € {—2,2}. Pro kazdou z obou vyhovujicich
trojic

(P(1),P(2),P(3)) =(-3,-2,3) a (P(1),P(2),P(3)) =(-3,2,3)

uré¢ime koeficienty a, b, ¢ pfislusného trojélenu P(x) tak, Ze nalezené hodnoty dosadime

do pravych stran rovnic
a+b+c=P(1),

4a + 2b+ c = P(2),
9a +3b+c= P(3)

a vyslednou soustavu tii rovnic s neznamymi a, b, c vyresime. Tento snadny vypocet zde
vynechdme, v obou piipadech vyjdou celo¢iselné trojice (a, b, c), které zapiSseme rovnou
jako koeficienty trojclent, jez jsou jedinymi dvéma feSenimi dané ulohy:

Pi(z) =22° — 52 a Py(x)= 22>+ 11z — 12.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Urcete vSechny dvojcleny P(z) = ax + b, pro které plati P(2) = 3 a P(3) = 2. [Jediny
dvojclen P(x) = 5 — z, nebot soustava rovnic 2a+b = P(2) =3,3a+b= P(3) =2 mi
jediné feSeni a = —1 a b= 5]

N2. Uréete vsechny trojéleny P(x) = ax? + bx + ¢, pro které plati P(1) = 4, P(2) = 9
a P(3) = 18. [Jediny troj¢len P(z) = 2x2 — x + 3, nebof soustava rovnic a + b+ ¢ = 4,
4da+2b+c=9,9a+ 3b+ ¢ = 18 m4 jediné feseni a = 2, b = —1, ¢ = 3]

N3. Uréete vSechny dvojéleny P(z) = ax + b s celodiselnymi koeficienty a a b, pro které
plati P(1) < P(2) a P(1)%2 + P(2)? = 5. [Vyhovuji pravé éty¥i dvojcleny x + 0, 3z — 4,
x —3 a 3z — 5. Cislo 5 lze zapsat jedinym zptisobem jako soudet dvou druhjch mocnin
celjch ¢isel, nehledime-li na potadi séitanct, totiz 5 = (41)2 + (£2)2. Proto é&isla
P(1) < P(2) tvoii jednu z dvojic (1,2), (—1,2), (=2,—-1), (—=2,1); pro kazdou z nich
vypodététe koeficienty a, b postupem k tloze N1.]

D1. Pro které trojéleny P(z) = ax? + bx + ¢ plati rovnost P(4) = P(1) — 3P(2) + 3P(3)?
[Pro vSechny. Piesvédcete se dosazenim, ze obé strany dotycéné rovnosti jsou rovny
16a + 4b + ¢.]

D2. Koeficienty a, b, ¢ trojélenu P(z) = ax? + bz + ¢ jsou realna &isla, pritom kazdé ze tii
jeho hodnot P(1), P(2) a P(3) je celym ¢islem. Plyne odtud, ze také éisla a, b, ¢ jsou
celd, nebo je nutné celé asponi nékteré z nich (které)? [Neplyne, uvazte piiklad trojélenu
P(z) = %:z:2+%x+1: z vyjadfeni P(z) = %:B(x—i—l)—l—l plyne, ze P(x) je celym &islem pro
kazdé celé xz, nebot soudin x(x + 1) je tehdy délitelny dvéma. V obecné situaci je pouze
koeficient ¢ nutné celé ¢islo; plyne to z vyjadfeni ¢ = P(0) = 3P(1) — 3P(2) + P(3).]

5. V daném trojuhelniku ABC' zvolme uvnitr strany AC body K, M a uvnitr strany BC
body L, N tak, Ze
AK| = |KM]| = |MC|, |BL| = |LN| = NC]|.
Dadle oznacme E prusecik uhlopricek lichobézniku ABLK, F prisecik uhlopricek
lichobéziniku KLNM o G prusecik uhlopricek lichobézniku ABN M. DokaZte, Ze

body E, F' a G lezi na téznici z vrcholu C trojuhelniku ABC, a urcete pomér

(GF|: |EF|.



RESENT. Pied vlastnim fesenim odvodime dtlezité vlastnosti obecného lichobéz-
niku RSTU: Oznac¢ime-li X a 'Y po radé stredy zakladen RS a TU, pak na tisecce XY
lezi prusecik P uhlopiicek RT a SU, a to tak, ze |PX| : |PY| = |RS| : |TU|.
Na piimce XY lezi rovnéz prisecik () prodlouzenych ramen RU a ST, a to tak, ze
IQX|:|QY|=|RS|:|TU| (obr.3).

Prestoze se podle obrazku zda, ze bod P na
usecce XY skuteéné lezi, musime tento pozna-
tek dokazat, tedy odvodit argumentaci nezavislou
na presnosti naseho rysovani. K tomu jisté staci
prokazat, ze obé tusecky PX, PY sviraji s prim-
kou RT shodné uhly (na obrazku vyznacené otaz-
niky). VSimneme si, Ze tyto tsecky jsou téznicemi
trojuhelniktt RSP a TU P, které se shoduji ve vniti-
nich thlech (vyznadenych oblouc¢ky) pfi rovnobéz-
nych stranach RS a TU, takze jde o trojuhelniky
podobné, a to s koeficientem k = |TU|/|RS|. Jak )
vime (loha N2), se stejnym koeficientem plati i po- I X <
dobnost ,ptlek” téchto trojuhelnikti vytatych je-
jich t&¥nicemi, presndji podobnost RXP ~ TY P. Obr. 3
Z ni uz kyzena shodnost thld RPX a TPY i kyzena rovnost |PY| = k|PX| (diky
stejnému koeficientu) plyne. VSe o bodu P je tak dokdzano; podobné se ovéfi i obé
vlastnosti bodu ) — ukéaze se, ze tsecky QX a QY sviraji tyz thel s pfimkou RQ
a jejich délky jsou svazany rovnosti |QY| = k|QX]|, a to diky tomu, ze QX a QY jsou
téZnice ve dvou navzajem podobnych trojihelnicich RSQ a UTQ.

Dokéazané vlastnosti obecného lichobézniku ndm umozni celkem snadno vytesit za-

danou tlohu. Situace je znazornéna na obr.4. Kromé pojmenovanych bodt jsme tam
jesté oznacili Sy, S5, S3 stfedy tusecek AB, KL a MN. Protoze trojuhelniky ABC,

/

A S B
Obr. 4

KLC a MNC jsou navzajem podobné (podle véty sus), plati |AB| : |KL| : |[MN| =
= |AC| : |KC| : |[MC| = 3 : 2 : 1. Podle shodnych vnitinich ahld zminénych tii
trojuhelnikt plati rovnéz AB | KL | MN. Ctyithelniky ABLK, KLNM a ABNM
tak jsou skuteéné lichobézniky (jak je prozrazeno v zadéani) se zdkladnami AB, KL
a M N, jejichz délky jsou v jiz odvozeném pomeéru 3 : 2 : 1. Navic prodlouzend ramena
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vSech tii lichobéznikl se protinaji v bodé C, kterym proto podle dokézané vlastnosti
prochézeji pfimky 5153, S253 (a 5153), takze se jedna o jednu pfimku, na niz body S,
Sy, S5 a C lezi v uvedeném poradi tak, ze [S1C| : |S2C| : |S3C| =3 :2: 1. Odtud plyne
|S152] = |S2S53| (= |S5C|), takze bod Ss je stfedem tsecky S1.S55. Na ni (opét podle
dokézaného tvrzeni) lezi i body body F, F' a G, pfi¢emz pro bod E mezi body S7, S3
plati |ESi| : |ES2| = 3 : 2, pro bod F' mezi body So, Ss plati |[FSy| : |[FSs| =2:1
a kone¢né pro bod G mezi body 51, S3 plati |GS1| : |GS3| = 3 : 1. Tato déleni tii tisecek
jsme znézornili na obr. 5, kam jsme zapsali i délky vzniklych tsekid pfi volbé jednotky

1= |S152| = ‘SQSg| (pf‘i niz |5153| = 2)

S1 5 E 5 5
| | 3 pi
| So ¢ - ng
| I |
1 | S |
S1 3 G 1 5
2
Obr.5
Protoze
|S1F| = |S18:| +[S2F| =1+ 5 =5 > 3 =[S1G],
plati |GF| = |S1F| — |51G| = 2 — 2 = %, coz spolu s rovnosti |EF| = |ES,| + |S2F| =
= % + % = % jiz vede k urceni hledaného poméru

. _ 1 .16 _ .
IGF|:|EF|=1:18 —5.32

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Zopakujte si, co vite o podobnosti dvou trojuhelniki z uciva zédkladni skoly: Podobnost
NA1B1C1 ~ AA2B2Cy s koeficientem k znamend, Ze pro obvykle znacené délky stran
a velikosti vnitinich thlt obou trojuhelnikd plati rovnosti a2 = ka1, ba = kb1, ca = kc1,
as = a1, B2 = B1, v2 = 71- Staci k tomu, aby platilo (i) az : ba : ca = a1 : b1 : c1
(véta sss) nebo (ii) a2 = a1 a B2 = B1 (véta uu) nebo (iii) az : a1 = b2 : b1 ay2 =7
(véta sus).

N2. Necht A1B1C1 a A2B2C3 jsou libovolné dva podobné trojahelniky (AA1B1Ci1 ~
~ AAsBs(C2). Oznaéme Si, Sz po fadé stiedy stran Aj1Bi, A2Bs. Dokazte podob-
nost AA151C1 ~ AA255C2 a ukazte, Ze ma stejny koeficient jako ptavodni podob-
nost AA1B1C1 ~ AA32BsCa. [Podobnost AA1S1C1 ~ AA3S2C> plati diky vété
sus, nebot vnitini thly obou trojuhelnika u vrcholtt A;, Az jsou shodné a pro délky
stran, které je sviraji, plati |A2S2| : |A151] = (%|A232|) : (%|AlBl|) = |A2Bs] :
: JA1B1| = |A2C2] : |A1C1|. Predpoklddand i dokdzand podobnost maji stejny koefi-
cient k = |A2Ba|/|A1B1].]

N3. Dokazte, Ze libovolné spojnice ramen daného lichobézniku ABC D, ktera je rovnobézna
s jeho zékladnami AB || CD, je tsecka, jejiz stied lezi na spojnici stfedu obou zakladen.
Pak ukazte, ze prusecik thlopficek P je stfedem té ze zminénych spojnic ramen, kterd
timto prisec¢ikem prochdzi. [Uzijte nejprve vysledek lohy N2 pro podobné trojuhelniky
se spoleénym vrcholem, kterym je prusecik prodlouzenych ramen, a protilehlymi stra-
nami, kterymi jsou jednak zdkladna lichobézniku, jednak uvazovana spojnice ramen.
K dtkazu vlastnosti pruseciku P oznacte E € BC, F' € AD krajni body ptislusné spoj-
nice ramen a vyuzijte toho, ze podobnost trojuhelnikt APF;, AC'D ma stejny koeficient
jako podobnost trojuhelnika BEP, BCD.]

D1. Uvnitf stran AB, AC daného trojuhelniku ABC jsou zvoleny po fadé body F, F, pfi-
¢emz EF || BC. Usecka EF je pak rozdélena bodem D tak, ze plati p = |ED| : |DF| =
= |BE|: |EA]|.

a) Ukazte, ze pomér obsaht trojuhelniki ABC a ABD je pro p = 2 : 3 stejny jako
prop=3:2.



b) Zduvodnéte, pro¢ pomér obsaht trojihelniki ABC a ABD mé hodnotu nejmé-
né 4. [65-C-I-4]
D2. Ozna¢me E stfed zakladny AB lichobézniku ABC'D, v némz plati |[AB|: |CD| =3 : 1.
Uhlopiicka AC protina tsecky ED, BD po fadé v bodech F, G. Uréete postupny pomér
|AF|: |FG|: |GC|. [64-C-1-4]

6. a) Maruska rozmisti do vrcholi pravidelného osmithelniku rizné pocty od jednoho
do osmi bonboni. Petr si pak muZe vybrat, které tri hromadky bonboni da
Marusce, ostatni si ponecha. Jedinou podminkou je, Ze tyto tri hromadky lezi
ve vrcholech rovnoramenného trojuhelniku. Maruska chce rozmistit bonbony
tak, aby jich dostala co nejvice, at uz Petr trojici vrcholi vybere jakkoli. Kolik
jich tak Maruska zarucené ziskd?

b) Stejnou tlohu Teste i pro pravidelny devitivhelnik, do jehoZ vrcholi rozmisti
Maruska 1 aZ 9 bonbona.
(Mezi rovnoramenné trojuhelniky fadime i trojuhelniky rovnostranné.)

RESENI. Marugka musi poéitat s tim, ze Petr vybere takovou trojici vrcholt rovno-
ramenného trojuhelniku, v nichz je dohromady co nejméné bonboént. Proto je v zdjmu
Marusky rozmistit bonbony tak, aby byl zminény minimalni pocet co nejvetsi.

a) UkadZeme nejprve, ze at Maruska rozmisti bonbony do vrcholi pravidelného os-
mithelniku v poétech 1 az 8 jakkoli, Petr vzdy najde rovnoramenny trojuhelnik, v jehoz
vrcholech je dohromady nejvyse deset bonbont.

Pfedné si rozmysleme (pouzijte tfeba obr. 6, kde jsou vyznaceny vSechny t¥i typy
rovnoramennych trojuhelnikt), ze kazdé dva ruzné vrcholy pravidelného osmiuhelniku
jsou vrcholy bud dvou, nebo ¢tyf uvazovanych rovnoramennych trojuhelniktu. Rozlisime
pfitom, kterou ze vzdalenosti® 1, 2, 3, 4 dané dva vrcholy maji, podle toho je poéet onéch
trojuhelnikt po fadé 2, 4, 2, 2 (ovéfte sami). Vybere-li proto Petr nejprve ty dva vrcholy,
do nichz Maruska rozmisti 1 a 2 bonbony, ma pak k vybéru tretiho vrcholu alespon dvé
moznosti, takze se muze vyhnout pripadnému vybéru, kdy by Maruska ziskala 1+ 2 + 8
bonbonti, a zvolit vzdy vybér, kdy Maruska dostane nejvyse 1 + 2 + 7 = 10 bonbont.
Popsali jsme tedy Petrovu strategii, pii niz Maruska neziska vice nez 10 bonboni.

VARY

Obr. 6 Obr. 7

V druhé ¢éasti feseni tlohy a) poradime Marusce jedno konkrétni rozmisténi, pfi
kterém 10 bonbont zarucené ziské, at Petr provede vybér rovnoramenného trojuhelniku
jakkoli. Ptiijde o rozmisténi, kdy do jednotlivych vrcholi po fadé v jednom sméru po
hranici atvaru rozmistime 1, 3, 7, 4, 2, 5, 8 a 6 bonboni (obr. 7).

1 Minime ji pocet stran mnohothelniku na kratsi z obou cest po jeho hranici, které dané dva vrcholy
spojuji.



Nyni je tfeba ovérit, ze soucet ¢isel u vrcholt kazdého rovnoramenného trojihelniku
na obr. 7 je roven aspon 10. Pii kontrole stac¢i pouze testovat soucty, které jsou podle
dvou nejmensich séitanci tvaru 1+ 2+ 2z, 1 + 3+ x nebo 2+ 3 + x (ostatni soucty jsou
jisté alespon 10). Z obr. 7 vidime, Ze jde pravé o soucty

1+248, 1+2+7, 14+3+7,14+3+6, 2+3+8, 2+3+6,

z nichz zadny neni mensi nez 10. Maruska tak ma strategii, ktera ji pfinasi zisk alespon
10 bonboni (uvedeny piiklad rozmisténi je jen jeden z mnoha moznych). Z prvni ¢asti
feSeni ovSem plyne, ze Maruska zisk vice nez 10 bonbonti zarucen nema.

b) Pfi feSeni druhé tlohy uz nebudeme opakovat komentéfe o strategiich Petra
a Marusky a bonbony u vrcholti zaménime jejich pocty, tj. Cisly.

V prvni ¢asti budeme predpokladat, ze k vrcholtim pravidelného devitituhelniku jsou
pripsana cisla od 1 do 9 jakkoli, a ukazeme, ze pro soucet s tfi ¢isel u vrcholt vhodného
rovnoramenného trojuhelniku plati s < 10.

U pravidelného devitithelniku je pocet rovnoramennych
trojuhelnikt s danymi dvéma vrcholy bud roven 1 (jde o rovno-
stranny trojihelnik), nebo je roven 3 — podle jejich vzdélenosti
1, 2, 3, 4 po sousednich vrcholech je tento pocet totiz po radé 3,

3, 1, 3 (sami ovérte, na obr. 8 jsou vyznaceny vSechny Ctyfi typy

rovnoramennych trojihelniki). Navic budeme potfebovat jesté
poznatek, ze u onéch tii rovnoramennych trojihelniki s dvéma
pevnymi vrcholy tvori jejich treti vrcholy vzdy rovnostranny
trojuhelnik. Plyne to z obr.9 pro tfi situace, kdy vzdalenost Obr. 8

dvou pevnych vrcholti K a L je 1, resp. 2, resp. 4 (vSechny rovnoramenné trojahelniky
K LM; jsou vykresleny).

K M2 K~ >NM; KM2
L \Y%’ M3 .
M, My LR [ VN ‘M,

Obr. 9

Nyni uz miZzeme dokézat nerovnost s < 10 pfi libovolném oéislovani vrchold, jak
jsme slibili v ivodni vété feseni ¢asti b).

Je-li trojuihelnik s ¢isly 1, 2, 3 rovnostranny, vybereme ho a dostaneme dokonce
s = 14243 = 6; v opatném pripadé jsou (podle pfedchozich uvah) ¢isla 1 a 2
nebo ¢isla 1 a 3 u vrchold t¥i rovnoramennych trojihelnikti. Znamend to, ze pak mezi
zkoumanymi soucty jsou tii soucty tvaru 1 4+ 2 + x nebo tfi soucty tvaru 1 + 3 + .
Mitzeme se tedy vyhnout dvéma pripadnym soucttiim pro x = 9 a x = 8 a vybrat jen
ten ze souctl, v némz bude x < 7. S vyjimkou jediného piipadu s = 1+3+7 = 11
dostaneme vzdy s < 10.
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Kdyby vsak nas postup prece jen skoncil hodnotou s = 11, znamenalo by to, ze
¢isla 1 a 2 stoji u vrcholii rovnostranného trojuhelniku (jinak bychom vybrali soucet
1+2+2sxz < 7!) anavic existuji t¥i rovnoramenné trojiuhelniky se soucty 1+ 3 + 7,
1+3+4+8al+3+9. Tyto tfi trojihelniky se dvéma spoleénymi vrcholy (s ¢éisly 1 a 3)
vSak podle odstavce ukonceného obr.9 zarucuji, ze trojuhelnik se souc¢tem 7+ 8 + 9 je
rovnostranny, takze tieti vrchol rovnostranného trojuhelniku, u jehoz vrcholi stoji ¢isla
1 a 2, nemize byt zadné z cisel 7, 8, 9. Nasli jsme tedy rovnostranny trojuhelnik se
soutem s S 1+2+6=09.

Dokézali jsme tak, ze v pripadé, kdy trojuhelnik se souc¢tem 1 + 2 4+ 3 neni rov-
nostranny, existuje vzdy rovnoramenny trojihelnik se souctem nejvyse 10. Prvni ¢ast
feSeni je tak hotova.

V druhé ¢asti feSeni tlohy b) podame pfiklad (opét jednoho z mnohych) oc¢islovani
vrchold pravidelného devitithelniku, kdy soucet tii ¢isel u vrcholi kazdého rovnoramen-
ného trojuhelniku je alesponn 10. Vrcholy v jednom sméru po hranici oznacime po radé
¢isly 1, 6,4, 2,9,5,7, 8 a3 (obr.10).

Obr. 10

I tentokrat staci otestovat soucty tvaru 14+2+x, 1+3+z, 24 3+ 2, coz jsou podle
obr. 10 pravé soucty

14247 14346, 1+34+8, 14349, 2+3+6, 2+3+8, 2+3+9,
mezi nimiz skute¢né neni zadny mensi nez 10.

Odpovéd. Pro obé ulohy a) a b) plati, Ze nejvétsi poc¢et bonbont, které Maruska
muze zarucené ziskat, je roven 10.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. K vrcholim pravidelného sedmithelniku pfipiSeme c¢isla od 1 do 7 v jakémkoli potadi.
Dokazte, Ze soucet tii Cisel u vrchold nékterého rovnoramenného trojiihelniku je mensi
nez 9. [Uvazte dva vrcholy X a Y s ¢isly 1 a 2 a rozborem vSech moznosti ovéfte, ze
existuji vzdy tii rovnoramenné trojuhelniky XY Z s vhodnou volbou tfetiho vrcholu Z.
Vybereme z nich to Z, u kterého neni ani ¢islo 7, ani ¢islo 6. Soucet ¢isel u vrcholu
pfislusného trojuhelniku XY Z je pak nejvyse 1+ 2+ 5 = 8]

N2. Zistane obecné platné tvrzeni z tlohy N1, kdyz v ném zavérecné cislo 9 zaménime
¢islem 8?7 [Ne. Pfipiste vrcholim v jednom sméru po hranici po fadé éisla 1, 3, 4, 2,
5, 6 a 7. Pak soucet tii Cisel u vrcholt kazdého rovnoramenného trojihelniku bude
alesporni 8. Uvédomte si, Ze pfi provérce posledniho poznatku (i pro jina rozmisténi ¢isel
nezli ndmi uvedené) staéi ovérit, ze jsou riznostranné ty dva trojuhelniky, které maji
u svych vrcholu trojice ¢isel (1,2,3) a (1,2,4).]

D1. Kazdy vrchol pravidelného 19thelniku je obarven jednou ze Sesti barev. Vysvétlete, pro¢
stejnou barvu maji vSechny vrcholy nékterého tupothlého trojuhelniku. [62—C—S-3]

D2. Rozhodnéte, zda z libovolnych sedmi vrchold pravidelného 19thelniku lze vzdy vybrat
Ctyfi, které jsou vrcholy lichobézniku. [62-C—I-4]
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