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Navody k domaci casti I. kola kategorie C

1. Dokazte, Ze pro libovolné realné cislo a plati nerovnost

1
24 - > 1.
a +a2—a+1:a+

Urcete, kdy nastane rovnost.

NAVODNE A DOPLNUJict ULOHY:

1.

D1.

D2.

D3.

D4.

Dokazte, ze pro libovolna realna cisla x, y a z plati nerovnosti
a) 2zyz < 2 +y%2%, b) (2% —y?)? 2 day(z — y)*.
[a) P~ L =(x—y2)*b) L - P=(z—y)!
Dokazte, Ze pro libovolna kladn4 éisla a, b plati nerovnost a/b? +b/a® = 1/a+
+ 1/b. [Vynasobte a?b?, vydélte a + b a upravte na (a — b)? = 0.]

Uzitim nerovnosti u + 1/u = 2 (Vu > 0) dokazte, ze pro libovolné kladné ¢islo
a plati
a’+3 20 +1
a) 42 o9 b LT o
) Va2 +2 ) 4a? + 1

[Volte u = Va? + 2 v pfipadé a), u = v/4a? + 1 v pfipadé b) a v obou ptipadech
vyuzijte, ze u # 1.]
Dokazte, ze pro libovolna kladna ¢isla a, b, ¢, d plati

1 1
bted)(—+.-) 24
(ab+cd) ac + bd/ —
[L=(b/c+c/b)+ (a/d+d/a) =2+ 2 =4]
Pro libovolna ¢isla a, b z intervalu (1, 00) plati nerovnost

(> +1)(B*+1) = (a—1)*(b—1)* > 4.
Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost. [59-C-II-2]

Najdéte véechna realna éisla x a y, pro néz vyraz 222 +1y2 — 2xy+ 22 +4 nabyva
své nejmensi hodnoty. [65-C-1-3, ¢ast a)]

2. Najdéte nejvetsi prirozené cislo d, které ma tu vlastnost, Ze pro libovolné prirozené
c¢islo n je hodnota vyrazu

V(n) =n* 4 11n% — 12

délitelna cislem d.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.

Dokazte, ze v nekonecné radeé cisel
1-2-3,2-3-4,3-4-5,4-5-6, ...,
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D1.

D2.

D3.

D4.
D5.

je ¢islo prvni délitelem vSech ¢isel dalsich. [VyuZijte toho, Ze ze dvou, resp. tii
po sobé jdoucich ¢isel je vzdy nékteré ¢islo délitelné dvéma, resp. tfemi.
Najdéte vSechna celd d > 1, pfi nichz hodnoty vyrazti U(n) = n3 + 17n? — 1
a V(n) = n3 + 4n? + 12 dévaji pti déleni ¢islem d stejné zbytky, af je celé
¢islo n zvoleno jakkoli. [Vyhovuje jediné d = 13. Hledand d jsou pravé ta, kterd
déli rozdil U(n) — V(n) = 13n? — 13 = 13(n — 1)(n + 1) pro kazdé celé n.
Abychom ukazali, ze (zfejmé vyhovujici) d = 13 je jediné, dosadme do rozdilu
U(n) — V(n) hodnotu n = d: ¢islo d je s ¢isly d — 1 a d + 1 nesoudélné, takze
deéli soucin 13(d — 1)(d + 1), jediné kdyz déli ¢initel 13, tedy kdyz d = 13.]
Pro ktera piirozend &sla n neni vyraz V(n) = n* + 11n? — 12 ndsobkem osmi?
[Vyraz V(n) = (n—1)(n+1)(n?+12) je jisté nasobkem osmi v pripadé lichého n,
nebot n — 1 a n + 1 jsou dvé po sobé jdouci sudé ¢isla, takZe jedno z nich je
délitelné ¢tyrmi, a soucin obou je tak nasobkem osmi. Protoze pro suda n je
sou¢in (n — 1)(n + 1) lichy, hleddme pravé ta n tvaru n = 2k, pro néz neni
délitelny osmi vyraz n? + 12 = 4(k? + 3), coz nastane, pravé kdyz k je sudé.
Hledana n jsou tedy pravé ta, jez jsou délitelna ¢tyimi.|
Dokazte, Ze pro libovolna celd ¢isla n a k vétsi nez 1 je &islo nF+
dvanécti. [59-C-II-1]

Dokazte, ze vyrazy 23x+y a 192+ 3y jsou délitelné ¢islem 50 pro stejné dvojice
pfirozenych ¢isel z a y. [60-C-1-2]

Urcete viechna celd ¢isla n, pro néz 2n® — 3n? + n + 3 je prvodislo. [62-C-1-5]
Dokazte, Ze pro kazdé liché pfirozené ¢islo n je soudet n* 4 2n? +2 013 délitelny
¢islem 96. [63-C-1-5]

2 _nk dalitelné

. Pata vysky z vrcholu C' v trojihelniku ABC' deli stranu AB v poméru 1 : 2. Dokazte,
Ze pri obvyklém oznaceni délek stran trojuhelniku ABC' plati nerovnost

3la —b| < c.

NAVODNE A DOPLNUJict ULOHY:

1.

D1.

D2.

Pripomente si, které nerovnosti spliiuji mezi sebou délky stran libovolného troj-
thelniku (a kterym proto fikdme trojuhelnikové). Z nich pak odvodte znamé
pravidlo o < 8 = a < b o porovnani velikosti vnitinich hli a délek protileh-
Iych stran v libovolném trojuhelniku ABC'. [Je-li a < [, miZzeme najit vnitini
bod X strany AC, pro ktery plati | XABX| = a, a tudiz |[AX| = |BX|, takze
z trojihelnikové nerovnosti |[BC| < |BX| + | XC| uz plyne a < b.]

Je-1i D vnitini bod tsecky AB, pak pro kazdy bod X kolmice vedené bodem D
k pfimce AB mé vyraz |AX|? —|BX|? tutéz hodnotu (rovnou hodnoté |[AD|? —
— |BD|?). Dokaite. [Uzijte Pythagorovu vétu pro trojihelniky ADX a BDX ]
Odvodte nerovnost, ktera je zobecnénim nerovnosti ze zadani soutézni tlohy
pro pripad, kdy pata vysky z vrcholu C trojuhelniku ABC rozdéluje jeho stra-
nu AB v poméru 1 : p, kde p je dané kladné ¢islo rizné od 1. [(p+ 1)|a — | <
<|p—1le]

Pro kazdy bod M uvniti daného rovnostranného trojuhelniku ABC ozna¢me
M,, My, M. jeho kolmé praméty po radé na strany BC, AC, AB. Dokazte
rovnost |[AMy| + |BM.|+ |CM,| = |AM.| + |BM,| + |CM,|. [Nejprve tiikrat
uzijte vysledek tlohy N2 s bodem X = M a odtud plynouci vyjadieni rozdila
|AM|? — |BM|?, |BM|?> — |CM|?, |CM|?> — |AM|? jednotlivé upravte a pak
sectéte. |



4. Naleznéte vsechny trojcleny P(x) = ax?®+bx +c s celociselnymi koeficienty a, b a c,

pro které plati P(1) < P(2) < P(3) a zdroven (P(1))

2 2 2

+ (P(2))" + (P(3))" =22.

NAVODNE A DOPLNUJict ULOHY:

1.

D1.

D2.

Urcete vSechny dvojéleny P(x) = ax + b, pro které plati P(2) =3 a P(3) = 2.
[Jediny dvojélen P(z) = 5 — x, nebof soustava rovnic 2a + b = P(2) = 3,
3a+ b= P(3) =2 mé jediné feSeni a = —1 a b =5.]

Urcete vsechny trojéleny P(x) = az? + bx + ¢, pro které plati P(1) = 4,
P(2) =9 a P(3) = 18. [Jediny trojclen P(z) = 222 — x + 3, nebot soustava
rovnica+b+c=4,4a+2b+c=9, 9a + 3b+ ¢ = 18 ma jediné feSeni a = 2,
b=—-1,c=3]

Uréete vSechny dvojéleny P(x) = ax + b s celo¢iselnymi koeficienty a a b, pro
které plati P(1) < P(2) a P(1)? + P(2)? = 5. [Vyhovuji pravé étyii dvojéleny
r+0,3x —4, x — 3 a 3z — 5. Cislo 5 lze zapsat jedinym zpisobem jako soucet
dvou druhych mocnin celych ¢isel, nehledime-li na poradi s¢itanci, totiz 5 =
= (£1)? + (£2)2. Proto ¢isla P(1) < P(2) tvori jednu z dvojic (1,2), (—1,2),
(—=2,—1), (=2, 1); pro kazdou z nich vypoctéte koeficienty a, b postupem k tloze
N1.]

Pro které trojéleny P(z) = ax? + bz + ¢ plati rovnost P(4) = P(1) — 3P(2) +
+ 3P(3)7 [Pro vSechny. Pfesvédcete se dosazenim, ze obé strany dotycné rov-
nosti jsou rovny 16a + 4b + c.|

Koeficienty a, b, ¢ trojélenu P(z) = ax?+bx+c jsou redlna &isla, pritom kazda ze
ti1 jeho hodnot P(1), P(2) a P(3) je celym ¢islem. Plyne odtud, ze také ¢isla a,
b, ¢ jsou cela, nebo je nutné celé aspon nékteré z nich (které)? [Neplyne, uvazte
piiklad trojélenu P(z) = 12?4+ z + 1: z vyjadieni P(z) = iz(z +1) +1
plyne, ze P(x) je celym ¢islem pro kazdé celé x, nebot soucin x(x + 1) je tehdy
délitelny dvéma. V obecné situaci je pouze koeficient ¢ nutné celé ¢islo; plyne
to z vyjadfeni ¢ = P(0) = 3P(1) — 3P(2) + P(3).]

5. Vdaném trojuhelniku ABC' zvolme uvnitr strany AC body K, M a uvnitr strany BC
body L, N tak, Ze

|AK| = [KM| = [MC|, [BL|=|LN|=[NC]|.

Dadle oznac¢me E prisecik uhlopricek lichobézniku ABLK, F prisecik uhlopricek
lichobézniku KLNM a G prusecik wuhlopricek lichobéziniku ABN M. Dokazte, Ze
body E, F a G lezi na téznici z vrcholu C trojuhelniku ABC, a urcete pomer
|GF|: |EF]|.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.

Zopakujte si, co vite o podobnosti dvou trojuhelnikt z uciva zakladni skoly:
Podobnost ANA1B1C; ~ AAyB>Cy s koeficientem k znamené, Ze pro obvykle
znacené délky stran a velikosti vnitinich hl obou trojihelnikd plati rovnosti
ag = k:al, b2 = k}bl, Cy = ]{701, Qo = (01, 52 = 51, Y2 = V1. Staci k tomu, aby
platilo (i) ag : by : co = a1 : by : ¢1 (véta sss) nebo (ii) ay = a3 a By =
(véta uu) nebo (iii) ag : a3 = be : by a 72 = 1 (véta sus).

. Necht A1 B1C; a A3 B3Cs jsou libovolné dva podobné trojuhelniky (A; B1Ch ~

~ AyByCs). Ozna¢me Sp, So po fadé stiedy stran A B, AsBy. Dokazte po-
dobnost AA15:C1 ~ AA3S55C5 a ukazte, ze ma stejny koeficient jako ptivodni
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D1.

D2.

b)

podobnost AA;B1Cy ~ AAyBsCy. [Podobnost AA;S1C1 ~ AAyS;C5 plati
diky v&té sus, nebof vnitini thly obou trojihelnikti u vrcholi A;, Ay jsou
shodné a pro délky stran, které je sviraji, plati |A25s| : [4151] = (5|A42B,]) :
. (%|A1B1’) = |A2B2| . |A1B1| = |A202| : |A101| Pfedpoklédané i dokéazana
podobnost maji stejny koeficient k = |A3Ba|/|A1 B1|.]
Dokazte, ze libovolnd spojnice ramen daného lichobézniku ABCD, ktera je
rovnobézna s jeho zédkladnami AB || C'D, je tsecka, jejiz stfed lezi na spojnici
stiedi obou zakladen. Pak ukazte, ze prisecik thlopricek P je stfedem té ze
zminénych spojnic ramen, kterd timto prisecikem prochazi. [UZijte nejprve
vysledek tlohy N2 pro podobné trojuhelniky se spolecnym vrcholem, kterym
je prisecik prodlouzenych ramen, a protilehlymi stranami, kterymi jsou jednak
zékladna lichobézniku, jednak uvazovana spojnice ramen. K dikazu vlastnosti
pruseciku P oznacte E € BC, F € AD krajni body pfislusné spojnice ramen
a vyuzijte toho, ze podobnost trojuhelniki APF, AC'D ma stejny koeficient
jako podobnost trojuhelniki BEP, BCD.|
Uvniti stran AB, AC daného trojuhelniku ABC jsou zvoleny po fadé body
E, F, pticemz EF || BC. Usetka EF je pak rozdélena bodem D tak, Ze plati
p=|ED|:|DF|=|BE|: |EA|.

a) Ukazte, ze pomér obsahi trojuhelniki ABC a ABD je pro p = 2 : 3 stejny

jako prop=3:2.
b) Zduvodnéte, pro¢ pomér obsaht trojihelniki ABC a ABD méa hodnotu
nejméné 4. [65—-C—1-4]

Ozna¢me E stfed zakladny AB lichobé&zniku ABCD, v némz plati |AB| :
: |CD] = 3 : 1. Uhlopiitka AC protina usecky ED, BD po fadé v bodech
F, G. Urcete postupny pomér |AF|: |FG|: |GC|. [64-C-1-4]

Maruska rozmisti do vrcholu pravidelneho osmithelniku rizné pocty od jednoho
do osmi bonboni. Petr si pak muZe vybrat, které tri hromadky bonboniu dad
Marusce, ostatni si ponechd. Jedinou podminkou je, Ze tyto tri hromddky lezi
ve wvrcholech rovnoramenného trojuhelniku. Maruska chce rozmistit bonbony
tak, aby jich dostala co nejvice, at uz Petr trojici vrcholi vybere jakkoli. Kolik
jich tak Maruska zarucené ziskd?

Stejnou ulohu veste i pro pravidelny devitiuhelnik, do jehoZ vrcholi rozmisti
Maruska 1 aZ 9 bonbonii.

(Mezi rovnoramenné trojuhelniky tadime i trojihelniky rovnostranné.)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.

K vrcholtim pravidelného sedmithelniku pfipiseme ¢isla od 1 do 7 v jakémkoli
poradi. Dokazte, ze soucet tii ¢isel u vrchold nékterého rovnoramenného troj-
thelniku je mensi nez 9. [Uvazte dva vrcholy X a Y s ¢isly 1 a 2 a rozborem
vSech moznosti ovérte, ze existuji vzdy tfi rovnoramenné trojuhelniky XY Z
s vhodnou volbou tfetiho vrcholu Z. Vybereme z nich to Z, u kterého neni ani
¢islo 7, ani ¢islo 6. Soucet ¢isel u vrcholi prislusného trojuhelniku XY Z je pak
nejvyse 1 +2+5 = 8]

. Zustane obecné platné tvrzeni z tlohy N1, kdyz v ném zavérecné cislo 9 za-

ménime ¢islem 87 [Ne. Pripiste vrcholim v jednom sméru po hranici po fadé
¢isla 1, 3, 4, 2, 5, 6 a 7. Pak soucet tii ¢isel u vrcholt kazdého rovnoramenného
trojuhelniku bude alespon 8. Uvédomte si, ze pii provérce posledniho poznatku
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D1.

D2.

(i pro jina rozmisténi ¢isel nezli ndmi uvedené) stac¢i overit, ze jsou riznostranné
ty dva trojtahelniky, které maji u svych vrcholu trojice éisel (1,2,3) a (1,2,4).]
Kazdy vrchol pravidelného 19uhelniku je obarven jednou ze Sesti barev. Vy-
svétlete, pro¢ stejnou barvu maji vsechny vrcholy nékterého tupothlého troj-
thelniku. [62-C—S-3]

Rozhodnéte, zda z libovolnych sedmi vrcholt pravidelného 19thelniku lze vzdy
vybrat ¢tyfi, které jsou vrcholy lichobézniku. [62-C—1-4]



