67. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z5

Z5-1-1

Honzik dostal kapesné a chce si za né koupit néco dobrého. Kdyby si koupil ctyti
kolace, zbylo by mu 5 K¢. Kdyby si chtél koupit pét kolact, chybélo by mu 6 Ké. Kdyby
si koupil dva kolace a tii koblihy, utratil by celé kapesné beze zbytku.

Kolik stoji jedna kobliha? (L. Dedkova)

Napovéda. Kolik stoji jeden kolac?

MozZné reseni. Honzikovo kapesné lze vyjadrit tfemi zptusoby, a to jako
e soucet ceny 4 kolact plus 5 K¢,
e soucet ceny 5 kolach minus 6 K¢,
e soucet cen 2 kolaci a 3 koblih.

Z prvnich dvou vyjadfeni vyplyva, ze jeden kolac¢ stoji 5 + 6 = 11 K¢é. Odtud také
zjistujeme, ze Honzikovo kapesné bylo 4-11+5=15-11 — 6 = 49 K¢. Ze tfetiho vyjadieni
plyne, Ze za tfi koblihy by Honzik zaplatil 49 — 2 - 11 = 27 K¢. Jedna kobliha tedy stoji
27 :3 =9 K¢.

Z5-1-2

Honza mél tfi klece (¢ernou, st¥ibrnou, zlatou) a tii zvitata (morce, potkana a tchote).
V kazdé kleci bylo jedno zvire. Zlata klec stala nalevo od ¢erné klece. St¥ibrna klec stala
napravo od klece s morcetem. Potkan byl v kleci napravo od stiibrné klece.

Urcete, v které kleci bylo které zvite. (L. Hozova)

Napovéda. Jaké bylo poradi kleci?

Mozné teseni. Z poslednich dvou informaci vyplyva, Ze sti¥ibrna klec nestéla ani zcela
vlevo, ani zcela vpravo, tedy stala uprostied. Zlata klec stala nalevo od cerné klece, tedy
poradi kleci bylo: zlata, stribrna, cerna.

Potkan byl v kleci napravo od st¥ibrné klece, tedy byl v ¢erné kleci. St¥ibrna klec stala
napravo od klece s morcetem, tedy morce bylo ve zlaté kleci. Honza mél zvirata v klecich
rozmisténa takto:

zlatéd stfibrna céerné

morce tchot potkan

Z5-1-3
Na obrazku je diagram se sedmi policky. Nakreslete do néj hvézdicky tak, aby byly
splnény vsechny nésledujici podminky:
1. Hvézdicek je celkem 21.
2. 'V kazdém policku je alespon jedna hvézdicka.
3. V polickach oznacenych A, B, C' je dohromady 8 hvézdicek.
4. V polickach oznacenych A a B je dohromady méné hvézdic¢ek nez v policku oznace-
ném C.



5. V policku oznaceném B je vice hvézdicek nez v policku oznaceném A.
6. V kruhu je celkem 15 hvézdicek, v trojuhelniku celkem 12 hvézdicek a v obdélniku
celkem 14 hvézdicek.

(E. Semerddovd)

Napovéda. Urcete nejdiiv pocCty hvézdicek v polickach A, B, C.

Mozné treseni. Z druhé a paté podminky vyplyva, ze v policku A je alespon 1 hvézdicka
a v policku B jsou alespon 2 hvézdicky. Tedy v polickach A a B jsou dohromady alespon
3 hvézdicky. Ze tieti a ¢tvrté podminky vyplyva, ze v téchto dvou polickach nejsou dohro-
mady vice néz 3 hvézdicky. Proto jsou v polickdich A a B dohromady pravé 3 hvézdicky
a v policku C' je 5 hvézdicek:

Také ostatni policka oznac¢ime pismeny jako na nasledujicim obrazku:

Kazdé z policek A, B a C je spolecné dvéma ze tii itvart zminovanych v Sesté pod-
mince (napf. policko A patii kruhu a trojihelniku). Policko D je spoleéné vSem tfem
utvarim. Zbyla policka E, F' a G patii do navzajem rtznych ttvart. Soucet hvézdicek
v kruhu, trojahelniku a obdélniku je 15 + 12 + 14 = 41 a v tomto souctu jsou hvézdicky
z policek A, B, C' zapocteny dvakrat, hvézdicky z policka D trikrat a hvézdicky z policek
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E, F, G jedenkrat. Pritom podle prvni podminky je hvézdicek celkem 21 a v tomto souctu
jsou hvézdicky z kazdého policka pocitany jedenkrat. Rozdil 20 hvézdicek proto odpovida
sou¢tu hvézdicek v polickdch A, B, C (kterych je celkem 8) a dvojnasobku poc¢tu hvézdicek
v policku D. V policku D proto musi byt 6 hvézdicek:

D=(20—8):2=6.

Pocty hvézdicek ve zbylych polickach 1ze nyni dopocitat podle informaci v Sesté pod-
mince:

15=A+C+D+E, tedy E=15-1-5-6=3,
12=A+B+D+F, tedy F=12—-1-5-2=3,
4=B+C+D+G, tedy G=14—2—-5-6=1.

Jiné reseni. Stejné jako v predchozim feSeni odvodime pocty hvézdicek v polickach A, B

aC:

Podle informaci v Sesté podmince zjistujeme, ze

15=A+C+D+E, tedy D+E=15—-1-5=09,
12=A+B+D+F, tedy D+F=12-1-2=09,
14=B+C+D+G, tedy D+G=14—-2-5=T.

Odtud vidime, zZe v polickdich E a F' je stejny pocet hvézdicek, a ten je o 2 vétsi nez
v policku GG. Nyni miizeme postupné dosazovat pocty hvézdicek v kterémkoli z policek D,
E, F, G, z ptedchoziho vyjadfit pocty ve zbylych tfech polickadch a ovérit, zda je celkovy
soucet A+ B+ C+ D+ E+ F + G roven 21. Dosazujeme za (G, pricemz mame na paméti,
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ze v kazdém policku ma byt alespon jedna hvézdicka:

E=F

soucet
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Jedind vyhovujici moznost je zvyraznéna na prvnim radku.

Z5-1-4
Eva s Markem hrali badminton a Viktor jim pocital vymény. Po kazdych 10 vyménach

nakreslil Viktor kiizek (X). Poté misto kazdych 10 kiizkt nakreslil kole¢ko (O) a odpovi-
dajicich 10 krizkt smazal. Kdyz Eva a Marek hru ukoncili, mél Viktor nakresleno toto:

OO0O0XXXXXXX

Urcete kolik nejméné a kolik nejvice vymén Eva s Markem sehréla. (M. Smitkovd)

Napovéda. Kolik vymén mohla Eva s Markem sehrat, kdyby nakonec bylo nakresleno
pouze jedno kolecko?

Mozné feseni. Kazdé kolecko nahrazuje 10 kiizka, predchozi zapis tedy odpovida 37 kiiz-
ktm. Kazdy ktizek predstavuje 10 odehranych vymén, Eva s Markem tedy sehrala nejméné
370 a nejvice 379 vymeén.

Z5-1-5
Sestrojte libovolnou tsecku AS, pak sestrojte kruznici k£ se stfedem v bodé S, ktera
prochézi bodem A.
1. Sestrojte na kruznici k body E, F, G tak, aby spolu s bodem A tvofily obdélnik
AFEFG. Najdéte alespon dvé feseni.
2. Sestrojte na kruznici k body B, C, D tak, aby spolu s bodem A tvotily ¢tverec ABCD.
(L. Ruzickovad)
Napovéda. Co vite o thloprickach v obdélniku a ve ¢tverci?
Mozné teseni. 1. Obdélnik je ¢tyruhelnik, ktery ma vSechny vnitini thly pravé. Uhlo-
pricky kazdého obdélniku jsou stejné dlouhé a protinaji se ve svych stredech. Odtud
zejména plyne, ze kruznice se stfedem v pruseciku tthlopticek, ktera prochazi jednim vr-
cholem obdélniku, prochazi také vSemi ostatnimi vrcholy.
Z téchto vlastnosti Ize odvodit nekolik feSeni tlohy, napft.:

e na kruznici k zvolime libovolné bod FE,
e bod F sestrojime jako priisecik kruznice k s kolmici k pfimce AFE jdouci bodem F,
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e bod G sestrojime jako prisecik kruznice k s kolmici k pfimce FF' jdouci bodem F'.

Jiné Teseni téze ulohy je toto:

na kruznici k zvolime libovolné bod F,
bod F' sestrojime jako prusecik kruznice k s primkou AS,
bod G sestrojime jako prisecik kruznice k£ s primkou ES.

2. Ctverec je étyithelnik, ktery ma vSechny vnitini thly pravé a vechny strany stejné
dlouhé. Kromé vsech vlastnosti jmenovanych v predchozim ptipadé navic plati, ze thlo-
pricky kazdého ¢tverce jsou navzajem kolmé.

Ulohu lze fesit nap¥. takto:

e bod C sestrojime jako prisecik kruznice k s primkou AS,
e body B a D sestrojime jako pruseciky kruznice k s kolmici k pfimce AC' jdouci bo-
dem S.

D

7Z5-1-6

Na stole lezelo osm karticek s ¢isly 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Ferda si vybral tii karticky.
Secetl na nich napsana ¢isla a zjistil, ze jejich soucet je o 1 vétsi nez soucet ¢isel na zbylych
kartickach.

Které karticky mohly ziistat na stole? Urcete vSechny moznosti. (L. Hozovad)

Napovéda. Jaky je soucet ¢isel na vSech kartickach?

Mozné FeSeni. Soucet ¢isel na vSech osmi kartickach je
243 +54+7+11+13+17+19 =77,
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a to je rovno 39+ 38. Ferda si vybral tii karticky se souctem cisel 39. Postupnym zkousSenim
od nejvétsich ¢isel najdeme vsechny vyhovujici moznosti:

v ruce na stole

19,17,3 | 13,11,7,5,2

19,13, 7 | 17,11,5,3,2




67. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1

Anicka a Blanka si napsaly kazda jedno dvojmistné ¢islo, které zac¢inalo sedmickou.
Divky si zvolily rizna cisla. Poté kazda mezi obé ¢islice vlozila nulu, takze jim vzniklo
trojmistné c¢islo. Od né€j kazda odecetla svoje ptivodni dvojmistné ¢islo. Vysledek je pre-
kvapil.

Urcete, jak se jejich vysledky lisily. (L. Hozovad)

Napovéda. VyzkouSejte popsany postup s nékolika konkrétnimi ¢isly.

Mozné feSeni. Dvojmistné ¢islo zac¢inajici sedmickou je tvaru 7x, kde misto hvézdicky
miize byt libovolna cislice. Vlozenim nuly dostavame trojmistné cislo tvaru 70x. Bez ohledu
na to, jakou cislici zastupuje hvézdicka na misté jednotek, rozdil vychazi

70 %

630
Vysledky Anicky a Blanky se nijak nelisily, obéma vyslo 630.

7Z6-1-2

Erika chtéla nabidnout ¢okoladu svym tfem kamaradkam. Kdyz ji vytahla z batohu,
zjistila, Ze je poldmand jako na obrazku. (Vyznacené ¢tverecky jsou navzajem shodné.)
Divky se dohodly, Ze cokoladu dale lamat nebudou a losem urci, jak velky kousek ktera
dostane.

Sefadte ¢tyti kousky ¢okolady od nejmensiho po nejvétsi. (K. Jasencdkovd)
P74
v //
pd //
-

Napovéda. Umite porovnat jednotlivé kousky bez pocitani?

MozZné reseni. Nejprve oznac¢ime nékolik pomocnych vrcholt jako na obrazku:

D F 1 C
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Usecka AC' je ahlopfickou obdélniku ABCD, a ta déli obdélnik na dvé stejné ¢asti.
Jedna ¢ast je tvofena trojuhelniky AEC a FBC, druha cast je tvorena mnohothelniky
AHGFD a CFGH.

Trojuhelnik ABC' je polovinou obdélniku ABC'D. Trojuhelnik EBC' je polovinou ob-
délniku EBCI, a ten je polovinou obdélniku ABCD. Proto ma trojuhelnik £ BC polovi¢ni
obsah v porovnani s trojuhelnikem ABC' a trojuhelniky FBC a AEC tak maji stejny
obsah.

Mnohothelniky AHGF D a CFGH lze rozdélit na mensi ¢asti, které jsou po dvojicich
shodné, viz c¢arkované cary na nasledujicim obrazku. Proto maji také tyto dva mnohothel-
niky stejny obsah.

D F C

7

A

Vsechny ¢tyfi mnohotthelniky tedy maji stejny obsah, neboli vSechny c¢tyti kousky
¢okolady jsou stejné velké.

Poznamka. Vyjadieni obsaht jednotlivych kouski pomoci vyznacenych ¢tvereckt vypada
takto: cely obdélnik ma obsah 6 x 4 = 24 ¢tverecki, kazdy z trojuhelniki AEC a EBC
m4 obsah (3 x 4) = 6 ¢tverecki, kazdy z mnohothelniki AHGFD a CFGH mé obsah
3+ 2+ 1 =6 ¢tvereckt (odvozeno z predchoziho déleni).

7Z6-1-3

Honza mél 100 stejnych zavarovacich sklenic, z kterych si stavél trojboké pyramidy.
Nejvyssi poschodi pyramidy mé vzdy jednu sklenici, druhé poschodi shora predstavuje
rovnostranny trojuhelnik, jehoz strana sestava ze dvou sklenic, atd. Ptiklad konstrukce
trojposchodové pyramidy je na obrazku.

1. poschodi 1. a 2. poschodi  t¥iposchodova pyramida

1. Kolik sklenic Honza potfeboval na pétiposchodovou pyramidu?
2. Kolik poschodi méla pyramida, na niz bylo pouzito co nejvic Honzovych sklenic?

(K. Jasencdkovd)

Napovéda. Jak se lisi pocty sklenic v sousednich patrech?
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MozZné tresSeni. 1. Sklenice budeme pocitat po poschodich shora. Ze zadani a navodnych
obrazkt vime, Ze v patém (nejvyssim) poschodi je 1 sklenice, ve ¢tvrtém poschodi jsou
3 sklenice, ve tfetim poschodi je 6 sklenic. Kazdé dalsi (nizsi) poschodi si lze predstavit
tak, ze se k pfedchazejicimu (vy$simu) poschodi pfida jedna fada sklenic:

.a&&&%.&%

Na pétiposchodovou pyramidu Honza potfeboval

1+14+24+1424+34+14+24+3+4+14+2+3+4+ 5= 35 sklenic.
3 6 10 15

2. Se stejnym napadem jako v predchozim odstavci budeme pracovat dale, dokud
nevycerpame maximum ze sta pouzitelnych sklenic: na Sestipatrovou pyramidu je potieba

35+ 15 4+ 6 = 56 sklenic,
——
21

na sedmipatrovou pyramidu je potieba

56 + 21 + 7 = 84 sklenic,
——
28

na osmipatrovou pyramidu je potteba

84 + 28 + 8 = 120 sklenic.
——
36

Se stem sklenic 1ze postavit nejvyse sedmipatrovou pyramidu.

7Z6-1-4

Veronika m4 klasickou $achovnici s 8 x 8 poli¢ky. Radky jsou oznadeny ¢islicemi 1 az 8,
sloupce pismeny a az h. Veronika polozila na policko bl koné, se kterym lze pohybovat
pouze tak jako v Sachu.

1. Je mozné premistit koné ve ctyfech tazich na policko h1?
2. Je mozné premistit koné v péti tazich na policko e67

Pokud ano, popiste vSsechny mozné posloupnosti tahii. Pokud ne, zdtivodnéte, proc¢ to
mozné neni. (K. Jasencdkovad)

Napovéda. Oznacte si postupné policka, na které lze koné pfemistit po prvnim tahu, po
druhém tahu atd.

Mozné teSeni. 1. Po chvili zkouSeni zjistime, Ze doskakat s koném z policka b1l na po-
licko h1 ve ¢tyfech tazich lze napt. takto: c3, €2, g3, hl, viz obrazek.
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Abychom doplnili vSechny posloupnosti tahti mezi témito poli¢ky a na zadnou moznost
nezapomnéli, budeme postupovat nasledovné. Uréime vSechna policka, na ktera lze koné
z bl pfemistit po prvnim a po druhém tahu:

Urc¢ime vsSechna policka, na kterych musi kun stat po tfetim a po druhém tahu, aby po
¢tvrtém tahu skoncil na hl:




Moznost s koném po druhém tahu na e2 je jedna, a to je pravé vyse uvedené reseni.
Moznosti s koném po druhém tahu na e4 jsou ctyti:

Moznost s koném po druhém tahu na d1 je jedna, stejné jako moznost s koném po druhém
tahu na f1:

2. Snadno lze najit také cestu z policka b1l na policko e6 ve ¢tyfech tazich, ale v péti
uz ne. Diivodem je to, ze barva policka, na kterém kun stoji, se pfi kazdém jeho tahu méni
(jeden tah koné ma dvé Casti: delsi ¢ast je o dvé policka, a pfi tom se barva zachovava,
kratsi ¢ast je o jedno policko, a prfi tom se barva méni):

Vychozi policko bl je bilé, po prvnim tahu bude kin stat na ¢erném policku, po druhém
tahu bude opét na bilém atd. — po lichém poctu tahi bude na ¢erném policku, po sudém
poctu tahti bude na bilém policku. Policko €6 je bilé a 5 je liché ¢islo, proto nelze premistit
koné z bl na e6 v péti tazich.

Poznamka. Sedm moznych feseni v prvni ¢asti tlohy lze nalézt ndhodnym zkousenim
a nasledné se zamyslet nad zdivodnénim, Ze jsou tato feSeni vSechna. P¥i hodnoceni budte
shovivavi, i ne zcela uplna zdtivodnéni lze hodnotit stupném 1. AvSsak komentaie neobsa-
hujici zadné vysvétleni hodnotte nanejvys stupném 2.
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Z6-1-5

V plechovce byly éervené a zelené bonbény. Cenék snédl % vSech Cervenych bonboéni
a Zuzka snédla g vSech zelenych bonbént. Ted tvoii ¢ervené bonbdény % vSech bonbént
v plechovce.

Kolik nejméné bonbénti mohlo byt ptivodné v plechovce? (L. Ruzickovad)
Napovéda. Kolik bonboni té které barvy mohlo, resp. nemohlo byt piivodné v plechovce?

Mozné feseni. Jak Cenék, tak Zuzka snédli nékolik pétin bonbénti p¥islugné barvy. Proto
musi byt pavodni pocet jak cervenych, tak zelenych bonbont délitelny péti. Budeme jako
ptvodni pocet cervenych bonboni uvazovat co nejmensi ¢isla délitelnd péti a zkusime
vyjadrit pocet zelenych bonbdni:

e Pokud by cervenych bonbénii bylo ptivodné 5, zbyly by z nich po ujidani 3. Tyto
3 bonbdény by mély tvorit % vSech zbylych bonbéni, tedy vsech zbylych bonboént by
bylo 8 a zbylych zelenych by tak bylo 5. Téchto 5 bonbdénii by mélo tvotit zbylé % vSech
zelenych, coz nelze.

e Pokud by cervenych bonbénti bylo ptivodné 10, zbylo by z nich po ujidani 6. Téchto
6 bonbdénil by mélo tvorit % vSech zbylych bonbéni, tedy vsech zbylych bonbént by
bylo 16 a zbylych zelenych by tak bylo 10. Téchto 10 bonbénti by mélo tvorit zbylé
2

£ vSech zelenych, takze vSech zelenych by ptivodné bylo 25.

Nejmensi pocet bonbdnii, které mohly byt ptivodné v plechovce, je 10 4 25 = 35.

Jina napovéda. Jakou ¢ast zbylych bonbdénu tvorily zelené bonbdny?

Jiné teSeni. Cervené bonbdny tvorily po ujidani % vSech bonbdnii, zelené bonbdény tak

tvorily % vsech zbylych bonbdnii, proto pocet zbylych zelenych bonbéntt musi byt délitelny
peti.

Zuzka snédla % zelenych bonboént, v plechovce tak zbyly % puvodniho poctu zelenych
bonbénti, proto pocet zbylych zelenych bonbénid musi byt délitelny také dvéma. Celkem
dostavame, ze pocet zbylych zelenych bonbéni musi byt délitelny deseti.

Nejmensi mozny pocet zbylych zelenych bonbént je 10. V takovém pripadé by pti-
vodni pocet zelenych bonbdnt byl 25, pocet zbylych cervenych bonbénii 6 a piivodni pocet
¢ervenych bonbénu 10.

Nejmensi pocet bonbdnil, které mohly byt ptivodné v plechovce, je 10 4 25 = 35.

Poznamka. Predchozi vahy je mozné graficky znazornit takto:

po ujidani

X X [ — — -
puvodné e

v

cervené zelené

Pomoci neznamych c, resp. z, které oznacuji ptivodni pocty cervenych, resp. zelenych
bonbénti, je mozné tlohu zformulovat takto:

3 _3<3 +2>
57 8\5°T 5°)
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kde c a z jsou c¢isla délitelna péti a %c—k %z je délitelné osmi. Pfedchozi vyjadieni lze upravit
na

8¢ =3c+ 2z, mneboli bc=2z.

Nejmensi ¢ a z vyhovujici vS§em uvedenym pozadavkim jsouc=2-5=10a z =5-5 = 25.

Z6-1-6
Sestrojte libovolnou usecku DS, pak sestrojte kruznici k se sttedem v bodé S, ktera
prochézi bodem D.

1. Sestrojte rovnostranny trojuhelnik DAS, jehoz vrchol A lezi na kruznici k.
2. Sestrojte rovnostranny trojuhelnik ABC, jehoZ vrcholy B a C také lezi na kruznici k.

(L. Ruzickovad)
Napovéda. Co vSechno vite o rovnostrannych trojuhelnicich?
Mozné ieSeni. 1. Usecky AS a AD maji byt shodné s danou tiseckou DS. Tedy

e bod A sestrojime jako prusecik kruznice k a kruznice se sttedem D a polomérem DS.

Takové body jsou dva.

2. Pro trojuhelnik ABC' s vrcholy na kruznici k plati, ze druhé priseciky pfimek AS,
BS a CS s kruznici k jsou stfedové soumérné s body A, B a C podle stiedu S. Je-li
trojuhelnik ABC' rovnostranny, je rovnostranny i tento stfedové soumérny trojuhelnik.
VsSech Sest bodd na kruznici k£ pak tvori vrcholy pravidelného Sestitthelniku. Pravidelny
Sestitthelnik je tvoren Sesti shodnymi rovnostrannymi trojihelnicky, z nichz dva jsou se-
strojeny v prvni ¢asti ulohy. Usecka A1 A5 na predchozim obrazku je proto jednou ze stran
hledaného trojuhelniku:

e jeden z bodu Ay, A v prvni ¢asti ulohy oznac¢ime A, druhy oznacime B,
e bod C sestrojime jako prusecik kruznice k s pfimkou DS.
Alternativné lze bod C sestrojit jako prusecik kruznice k s kruZnici se stifedem
v bodé A, prip. B a polomérem AB. Na nasledujicim obrazku je naznaceno jesté jiné

feseni zalozené na doplnéni pravidelného Sestitthelniku opakovanim konstrukce z prvni
¢asti ulohy.
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67. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z7

7Z7-1-1
Petr ekl Pavlovi: ,Napis dvojmistné prirozené cislo, které ma tu vlastnost, ze kdyz od

néj odectes totézT dvojmistné pfirozené ¢islo akorat napsané obracené, dostanes rozdil 63.¢
Které ¢islo mohl Pavel napsat? Urcete vSechny moznosti. (L. Hozovad)

Napovéda. Jaky je rozdil ¢islic Pavlova ¢isla?
Mozné feSeni. Ulohu miizeme fesit jako algebrogram

a b

—ba

6 3

Protoze rozdil je kladny, musi byt a > b. Protoze navic v rozdilu na misté jednotek
je 3, musi se pocitat s prechodem pres desitku. Protoze v rozdilu na misté desitek je 6,
musi byt a — b = 7. Protoze déle obé€ cisla jsou dvojmistnéa, musi byt b > 0. Celkem tak
dostavame dvé moznosti:

81 9 2
- 138 -29
6 3 6 3

Cislo, které mohl Pavel napsat, bylo 81 nebo 92.

Poznamka. Dvojmistné ¢islo zapsané ab lze vyjadiit jako 10a+b. P¥edchozi zapis je proto

ekvivalentni s rovnosti
(10a + b) — (10b + a) = 63,

coz po upravé vede k a — b = 7.

7Z7-1-2

Jsou dany dvé dvojice rovnobéznych piimek AB || CD a AC || BD. Bod E lezi
na piimce BD, bod F' je stfedem usecky BD, bod G je stfedem usecky C'D a obsah
trojuhelniku ACE je 20 cm?.

Urcete obsah trojuhelniku DFG. (V. Semerdkova)

Napovéda. Porovnejte obsahy trojuhelniki ACE a ABC.

Mozné reSeni. Obsah trojuhelniku zavisi na délce jeho strany a velikosti vysky na tuto
stranu. Protoze pfimky AC a BD jsou rovnobézné a bod E lezi na primce BD, obsah
trojahelniku ACE je stéle stejny pro jakkoli zvoleny bod E. Zejména, obsah trojihelniku
ACFE je stejny jako obsah trojuhelniku AC'D. Ze stejného duvodu je také obsah trojuhel-
niku AC'D stejny jako obsah trojuhelniku BC'D. Celkem tedy

Sace = Sacp = Seep = 20 cm?.

T v ptvodné zvefejnéném zadani chybeélo upfesnéni, ze ma Pavel pracovat s jednim dvojmistnym cCislem.
Resitele na tuto opravu upozornéte.
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Nyni porovname obsahy trojihelnikit BC'D a DFG:

\ui X,

C\ G D\

Trojthelniky DF'G a F'BG maji spolec¢nou vysku z vrcholu G a bod F' je v poloviné
strany BD, proto maji tyto trojihelniky stejny obsah. Trojuhelniky DFG a F'BG dohro-
mady tvori trojuhelnik DBG, a proto plati Sprg = %S pBG. Z obdobného dtavodu také
plati Spg = %SDBC. Celkem tedy plati

1 1
SDFG = ZSDBC = Z -20=5 (Cm2).

Poznamka. Predchozi vyjadfeni poméru obsahi trojuhelniki DFG a DBC' skryté od-
kazuje na jejich podobnost, ¢ehoz lze ve zdivodnéni také pouzit (F'G je stfedni pfickou
trojuhelniku DBC, proto jsou vSechny odpovidajici si strany Gmérné v poméru 1 : 2).
Bez odkazu na pojem podobnosti je mozné piimo porovnat napt. zakladny DF a DB
a odpovidajici vysky (oboje v poméru 1 : 2). Takto lze uvazovat i pro trojuhelniky DFG
a ACE s libovolnym E € BD (tj. bez vyse pouzitych transformaci).

77-1-3
Zoologickéa zahrada nabizela skolnim skupindm vyhodné vstupné: kazdy paty zak do-
stava vstupenku zdarma. Pan ucitel 6.A spocital, Ze pokud koupi vstupné détem ze své
t¥idy, usetii za ¢tyfi vstupenky a zaplati 1995 K¢é. Pani uéitelka 6.B mu navrhla, at koupi
vstupenky détem obou tiid naraz, a tak budou platit 4410 K¢.
Kolik déti z 6.A a kolik déti z 6.B §lo do zoo? (Cena vstupenky v K¢ je celo¢iselna.)
(L. Simiinek)

Napovéda. O kolik vstupenek je tieba zadat, aby byly pravé ¢tyfi z nich zdarma?

Mozné resSeni. Jestli by se ptfi koupi vstupného pro déti z 6.A diky zminéné vyhodé
usettilo za 4 vstupenky, muselo jit do zoo alespon 4 -5 = 20, avSsak méné nez 5-5 = 25 déti
z této tridy. Pti poctu déti od 20 do 24 by se muselo zaplatit vzdy o 4 vstupenky méné,
tedy 16 az 20. Zaplacena ¢astka je délitelna 19, nikoli vSak 16, 17, 18 ¢i 20 (viz prvociselny
rozklad 1995 = 3-5-7-19). Pro déti z 6.A by tedy bylo potieba zaplatit 19 vstupenek
a kazda by tak stala 1995 : 19 = 3-5-7 = 105 K¢é. Pocet déti z 6.A byl o 4 vétsi, tedy
19 +4 = 23.

Pri spolecné koupi vstupného pro déti z obou ttid by se uhradilo 4410 K¢, tedy zapla-
cenych vstupenek by bylo 4410 : 105 = 42. V ramci vyhody byla kazda ¢tverice zaplacenych
vstupenek doplnéna o jednu vstupenku zdarma, tedy pfi zaplaceni 42 vstupenek (10-4+2)
by jich dostali 52 (10 - 5 + 2). Pocet déti z 6.B byl 52 — 23 = 29.

Do zoo slo 23 déti z 6.A a 29 déti z 6.B.
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77-1-4

Na stole lezelo Sest karticek s ¢islicemi 1, 2, 3, 4, 5, 6. Anezka z téchto karticek slozila
Sestimistné cislo, které bylo délitelné Sesti. Pak postupné odebirala karticky zprava. Kdyz
odebrala prvni karticku, zlistalo na stole pétimistné cislo délitelné péti. Kdyz odebrala dalsi
karticku, zustalo ¢tyrmistné c¢islo délitelné ¢tyrmi. Kdyz odebirala dale, ziskala postupné
trojmistné cislo délitelné tremi a dvojmistné cislo délitelné dvéma.

Které Sestimistné ¢islo mohla Anezka ptivodné slozit? Urcete vSechny moznosti.

(L. Ruzickovd)

Napovéda. Co miuzete Fict o jednotlivych ¢islicich hledaného ¢isla?

MozZné feseni. Hledané Sestimistné ¢islo oznacime abcdef. Ze zadani postupné odvodime
nékolik poznatkt o tomto cisle:

1. Celé sestimistné cislo je délitelné Sesti, tedy je délitelné zaroven dvéma a tfemi. Dé-
litelnost tfemi je zaruena tim, Ze ciferny soucet je (az na pofadi s¢itanct) roven
1+2+34+4+54+6 =21, coz je Cislo délitelné tiemi. Délitelnost dvéma znamena, ze
f je néktera z ¢islic 2, 4, 6.

2. Pétimistné ¢islo abede je délitelné péti, proto e = 5.

3. Ctyfmistné &islo abed je délitelné &tyimi, proto i éslo cd je délitelné ¢tyfmi. Zejména
d je néktera z cislic 2, 4, 6.

4. Trojmistné &slo abe je délitelné tiemi, proto ciferny soucet a+ b+ ¢ je délitelny tfemi.

5. Dvojmistné &slo ab je délitelné dvéma, proto b je néktera z &islic 2, 4, 6.

Jednoznacné je urceno e = 5 a cislice b, d, f jsou v néjakém poradi 2, 4, 6. Na ¢islice a
a c tedy zbyva 1 a 3. Ze treti podminky pak plyne, ze dvojmistné ¢islo cd muze byt nékteré
z Cisel

12, 16, 32, 36.

Pro kazdou z téchto moznosti je a uréeno jednoznac¢né: v prvnich dvou pripadech je a = 3,
ve zbylych dvou pripadech je a = 1, soucet a + ¢ je vSak vzdy roven 4. Aby byla splnéna
také ¢tvrta podminka, musi byt b = 2. Zbyvaji tedy pouze dvé moznosti: Anezka mohla
slozit 321654 nebo 123654.

27-1-5

Prokop sestrojil trojuhelnik ABC, jehoz vnitini tthel u vrcholu A byl vétsi nez 60°
a vnitini thel u vrcholu B byl mensi nez 60°. Jirka narysoval v poloroviné vymezené
pfimkou AB a bodem C bod D, a to tak, Ze trojihelnik ABD byl rovnostranny. Poté
chlapci zjistili, ze trojihelniky AC'D a BC'D jsou rovnoramenné s hlavnim vrcholem D.

Urcete velikost thlu ACB. (E. Semerddovd)
Napovéda. Najdéte vztahy mezi vnitinimi thly zminovanych trojuhelniki.

Mozné Feseni. Velikosti vnitinich thli v trojuhelniku ABC oznac¢ime postupné «, 3, 7.
V rovnostranném trojihelniku ABD maji vSechny vnitini tthly velikost 60°.
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A B

Shodné thly pti zakladné rovnoramenného trojuhelniku BC'D maji velikost

|«BCD|=|xCBD|=|x<xABD| - |<ABC| = 60° — g.
Shodné uhly pfi zékladné rovnoramenného trojahelniku AC'D maji velikost

|<XACD| = |«CAD| = |¥xCAB| — |¥xDAB| = a — 60°.
Velikost neznamého thlu AC'B miizeme vyjadfit jako

v =|x<ACD|— |xBCD| = (a—60°) — (60° — B) = o+ f — 120°.
Soucet velikosti vnittnich ahli v trojihelniku ABC je 180°, tedy
a+ B+ (a+ B —120°) = 180°,

z ¢ehoz plyne o + 3 = 150°. Uhel AC'B ma velikost v = 150° — 120° = 30°.

Poznamka. Zadanym podminkdm odpovida nekoneéné mnoho situaci; v je vzdy 30°,
zbylych 150° mtze byt mezi o a 3 rozdéleno libovolné.

Vsechny body A, B, C lezi na jedné kruznici se stfedem v bodé D. V takovych pfipa-
dech obecné plati, ze velikost thlu AC'B je polovinou tthlu ADB (viz vétu o obvodovém
a stfedovém thlu).

77-1-6

Vodnik Chaluha naléval mlhu do rozmanitych, riizné velkych nadob, které si peclivé
sefadil na polici. Pfi nalévani postupoval postupné z jedné strany, zadnou nadobu nepte-
skakoval. Do kazdé nadoby se vejde alespon decilitr mlhy.

Kdyby naléval mlhu sedmilitrovou odmérkou, mlha z prvni odmérky by naplnila presné
11 nadob, mlha z druhé odmérky by naplnila pfesné dalSich 12 nadob a mlha z treti
odmérky by naplnila pfesné 7 naddob. Pokud by pouzil pétilitrovou odmérku, pak mlha
z prvni odmérky by naplnila presné 8 nadob, ze druhé presné 10 nadob, ze tieti presné
7 nadob a ze ¢tvrté odmérky presné 4 nadoby.

Rozhodnéte, zda je tficatd nddoba v poradi vétsi nez pétadvacata. (K. Pazourek)

Napovéda. Jaky objem méla tficita nadoba?

Mozné reseni. Se tremi sedmilitrovymi odmérkami by vodnik rozlil 21 litrd mlhy do
11 + 12 4+ 7 = 30 néadob. Se ¢tyfmi pétilitrovymi odmérkami by rozlil 20 litrd mlhy do
8 + 10 4+ 7+ 4 = 29 nadob. Posledni, tricatda nadoba tedy méla objem 1 litr.
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Mlha z prvni sedmilitrové odmeérky by naplnila presné 11 néadob, pritom prvnich pét
litrt by naplnilo pfesné 8 nddob (prvni pétilitrovd odmérka) a zbylé dva litry piesné 3
nadoby (11 — 8 = 3). Tato ¢ast také odpovida prvnim dvéma litrim z druhé pétilitrové
odmeérky. Ta by vSak vystacila na 10 nadob, tedy zbylé tti litry by naplnily pfesné 7 nadob
(10 — 3 = 7). Obdobné muzeme doplnit dalsi podrobnosti o skupinidch nadob a jejich
objemech, které schematicky znazornime takto:

7 li:crﬁ 7 li:crfl 7 li:crﬁ
Nadob 8 3T 5 2 1 1
5 litrit 5 litrit 5 litrit 5 litrit

Nadoby 1 az 8 pojmou dohromady piesné 5 litrti, nddoby 9 az 11 pojmou dohromady
2 litry, naddoby 12 az 18 pojmou 3 litry, nddoby 19 az 23 pojmou 4 litry, nddoby 24 az 25
pojmou 1 litr atd.

Posledni dvé zminované nddoby pojmou dohromady totéz co samotna tricata nadoba,
proto ma tricata nadoba vétsi objem nez pétadvacata.
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67. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z8

7Z8-1-1
Vyjadrete ¢islo milion pomoci ¢isel obsahujicich pouze ¢islice 9 a algebraickych operaci

plus, minus, krat, déleno, mocnina a odmocnina. Urcete alespon tfi rizna reSeni.

(L. Dedkova)

Napovéda. Vyjadrete uvedenym zptsobem co nejvice malych prirozenych c¢isel, kterd by
se mohla déle hodit.

MozZné reseni. Prirozena ¢isla obsahujici pouze ¢islice 9 jsou 9, 99, 999, 9999 atd. Na-
hodné operace s témito ¢isly vychazi vselijak, ale mtizeme si vSimnout napf. nasledujicich
vysledkii:

Z=1, vV9=3, 94+9=18 99—-9=90 apod.
V dalsim kroku umime vyjadrit ¢islo 10, a to napt. takto:

9 9-9+9 99-9
]_ = - = = .
0 9+9 9 9

Obdobné lze vyjadiit 100, 1000 atd., tedy i milion:

1000000 = 999 999 + g _ 99999%- 9+9 _ 99999999— 999999.

Z dalsich napadti z prvniho kroku mizeme vyjadrit napi.

9 9 9+9
2=—++-—=——, 6=9—-V9=—+ d.
9+9 , V9 7 apo

Odtud lze vyjadrit milion mnoha dal$imi zpisoby, napt. takto:

9\ v?
1000000 = <9+§) .

Poznamka. Pomoci % = 1 lze vyjadrit milion také jako soucet milionu téchto zlomki.

Tento a podobné napady vsak neni mozné hodnotit, pokud nejsou realizovany vysSe popsa-
nym zpusobem (tedy beze slov nebo tecek naznacujicich pokracovéni jisté myslenky).
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Z8-1-2
V ostrothlém trojihelniku K LM ma thel K LM velikost 68°. Bod V' je priusecikem

vysek a P je patou vysky na stranu LM. Osa thlu PVM je rovnobézna se stranou K M.
Porovnejte velikosti thlda M KL a LMK. (L. Hozovad)

Napovéda. Uvazte osovou soumérnost podle vysky na stranu K M.

MozZné reseni. Na nasledujicim obrazku jsou znazornény udaje ze zadani, navic paty
v8ech vysek (body P, @, R) a priseéiky osy thlu PVM se stranami trojihelniku (body
A, B):

Osa tthlu PV M je rovnobézné se stranou K M, zejména obé tyto piimky jsou kolmé
k vysce LR. Tedy pfi osové soumérnosti podle primky LR se jak primka KM, tak
piimka AB zobrazuje sama na sebe. Uhly PVM a QVK jsou shodné (vrcholové thly)
a osa thlu PVM je téz osou uhlu QVK, zejména thly AVM a BVK jsou shodné. Pri
osové soumeérnosti podle pfimky LR se tak pfimka PK zobrazuje na primku QM , tedy
bod K se zobrazuje na bod M. Celkem zjistujeme, Ze trojuhelnik K LM je soumérny podle
vysky LR. Proto jsou thly M KL a LM K shodné.

Jina napovéda. Porovnejte uhly, které vymezuje osa ithlu PVM se stranami KL a LM.

Jiné ¥eseni. Uhly PVM a QVK jsou shodné (vrcholové tihly). Osa tthlu PV M je téz
osou thlu QV K, zejména thly PVA a QV B jsou shodné. Trojuhelniky PV A a QV B jsou
oba pravouhlé a maji shodné vnitini tthly u vrcholu V, proto téz thly PAV a QBV jsou
shodné.

Osa AB je rovnobézna se stranou K M, proto jsou dvojice thla PAV, LMK a QBV,
LK M shodné (souhlasné thly). Protoze tthly PAV a QBYV jsou shodné, také thly LM K
a LKM jsou shodné.

Poznamka. Podle zadani Ize postupné urcit velikosti rozlicnych thld a takto nakonec
ovérit, ze thly M KL a LMK jsou shodné. Velikosti vybranych uhld jsou vyznaceny na
nasledujicim obrazku:
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7Z8-1-3

Adélka méla na papife napsana dvé ¢isla. Kdyz k nim pfipsala jesté jejich nejvétsi
spole¢ny délitel a nejmensi spole¢ny nasobek, dostala ¢tyfi rizna cisla mensi nez 100.
S tzasem zjistila, ze kdyz vydéli nejvétsi z téchto ¢tyr cisel nejmensim, dostane nejvétsi
spole¢ny délitel vSech ctyt cisel.

Ktera ¢isla méla Adélka napsana na papife? (M. Petrovad)
Napovéda. Jaky je vztah mezi nejmensim spoleénym nasobkem a nejvétsim spoleénym
délitelem dvou ¢isel?

MozZné resSeni. Vsechna c¢tyfi ¢isla byla navzajem ruznd, proto puvodni dvé ¢isla byla
ruzna, jejich nejveétsi spolecny délitel byl mensi nez kazdé z téchto ¢isel a nejmensi spolecny
nasobek vétsi nez kazdé z téchto cisel. Pokud nejvétsiho spolecného délitele oznacime d,

miizeme puvodni dvé ¢isla zapsat jako d -z a d - y, kde © < y jsou nesoudélna cisla vétsi
nez 1. Nejmensi spoleény nasobek je potom roven d - x - y. Celkem tedy mame

d<d-z<d-y<d-z-y<100.
Vlastnost, kterda Adélku uvedla v zas, znamena, Zze podil d - z - y a d je roven d, neboli
d=x-y.

Hledame tedy nesoudélnd é&fsla x < y vétsi nez 1 takova, ze (x-y)? < 100, neboli x -y < 10.
Takova dvojice cisel je jedina:

proxz=2ay=3jex-y=06<10,

prox=2ay=>5jex-y=10,

prox=3ay=4jex-y=12> 10,

atd.

Adélka méla napséana ¢isla 6-2 = 12 a 6-3 = 18, k nimz pozdéji ptipsala 6 a 6-6 = 36.
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7Z8-1-4

Roboti Robert a Hubert skladaji a rozebiraji kafemlynky. Pritom kazdy z nich kafe-
mlynek slozi ¢tyrikrat rychleji, nez jej ten druhy rozebere. Kdyz rano pfisli do dilny, n€kolik
kafemlynk® uz tam bylo slozeno.

V 9:00 zacal Hubert skladat a Robert rozebirat, presné ve 12:00 Hubert dokon¢il sklé-
dani kafemlynku a Robert rozebirani jiného. Celkem za tuto sménu ptibylo 27 kafemlynki.

Ve 13:00 zacal Robert skladat a Hubert rozebirat, presné v 19:00 dokoncil Robert
skladani posledniho kafemlynku a Hubert rozebirani jiného. Celkem za tuto sménu ptibylo
120 kafemlynki.

Za jak dlouho slozi kafemlynek Hubert? Za jak dlouho jej slozi Robert?

(K. Pazourek)

Napovéda. Kolik kafemlynkt pribyde za hodinu v kazdé ze smén?

MozZné ieseni. V dopoledni tfithodinové sméné pribylo 27 kafemlynkt, coz odpovida
27 : 3 = 9 kafemlynkim za hodinu. Protoze Robert rozebira ¢tyrikrat pomaleji, nez Hubert
skladé, Hubert sdm by slozil 9 kafemlynkt za % hodiny, tj. 45 minut. Hubert tedy slozi
jeden kafemlynek za 45 : 9 = 5 minut.

V odpoledni Sestihodinové sméné piibylo 120 kafemlynkt, coz odpovida 120 : 6 = 20
kafemlynktim za hodinu. Protoze tentokrat Robert sklada a Hubert rozebira, Robert sam
by slozil 20 kafemlynki za % hodiny, tj. 45 minut. Robert tedy slozi jeden kafemlynek za
45 : 20 = 2,25 minut, tj. 2 minuty a 15 vtefin.

Jiné feSeni. Pokud h znaéi pocet kafemlynkt, které slozi Hubert za hodinu, a r pocet
kafemlynkt, které za hodinu slozi Robert, potom za hodinu rozlozi Hubert %r kafemlynkt
a Robert %h kafemlynkt. Informace ze zadani vedou k rovnicim:

1
3(h—;h) =2,
4
6 - ) =120
r—-r)= .
4
Resenim prvni rovnice je h = 12, tedy Hubert slozi 12 kafemlynkt za hodinu, tj. 60 minut.
Hubert slozi jeden kafemlynek za 60 : 12 = 5 minut. ReSenim druhé rovnice je r = %, tedy
Robert slozi 80 kafemlynkt za 3 hodiny, tj. 180 minut. Robert slozi jeden kafemlynek za
180 : 80 = 2,25 minut.
7Z8-1-5

Shodné obdélniky ABCD a EFGH jsou umistény tak, Ze jejich shodné strany jsou
rovnobézné. Body I, J, K, L, M a N jsou priiseciky prodlouzenych stran jako na obrazku.

D K C

— .J
| |
| |
| |
| |
H N G
A = o L
:
|
1 E F
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Obsah obdélniku BN HM je 12 cm?, obsah obdélniku M BCK je 63 cm? a obsah obdélniku
MLGH je 28 cm?.
Urcete obsah obdélniku IF'JD. (E. Semerddovad)

Napovéda. Jaké jsou obsahy dalSich obdélnika?

Mozné Feseni. Obsah obdélniku HNCK je 63 — 12 = 51 (cm?), obsah obdélniku BLGN
je 28 — 12 = 16 (cm?). Pomér obsahti obdélnikit NGJC a HNCK je stejny jako pomér
délek tsecek NG a HN, a ten je stejny jako pomér obsaht obdélniktt BLGN a MBNH.
Tedy

Snajo b1 =16:12=4:3,

a proto je obsah obdélniku NGJC roven 51 -4 : 3 = 68 (cm?).

Protoze obdélniky ABCD a FEFGH jsou shodné a posunuté, jsou napt. tsecky IE
a C'J shodné a obdobné je tomu s dalsimi dvojicemi. Proto jsou napf. obdélniky IEM A
a NGJC shodné, zejména maji stejny obsah. Obdobné je tomu s dalsimi dvojicemi:

D K
: o I
68 51 68
| |
. H N G
16 12 16
/) S S —— L
: M B
68 51 68
| |
I E F

Obsah obdélniku IFJD je roven 12+ 2-51 +2-16 + 4 - 68 = 418 (cm?).

7Z8-1-6
Primka predstavuje ¢iselnou osu a vyznacené body odpovidaji ¢islim a, —a, a + 1,
avsak v neuréeném poradi.

Sestrojte body, které odpovidaji ¢islim 0 a 1. Proberte vSechny moznosti.
(M. Petrovad)

- -

Napovéda. Miuze byt ¢islo —a vétsi nez a?

Mo#zné feseni. Cislo a+ 1 je o 1 vétsi nez &islo a, lezi tedy na ¢iselné ose vpravo od éisla
a a vzdalenost téchto dvou cisel je stejna jako vzdalenost hledanych cisel 0 a 1.

O vzajemné poloze ¢isel a a —a nic nevime; zalezi na tom, zda je cislo a kladné
nebo zaporné. Protoze rovnéz nevime nic o absolutni hodnoté |a| (tj. vzdéalenosti od nuly),
nemtizeme porovnat ani ¢isla —a a a+1. Cisla a a —a v8ak maji stejnou absolutni hodnotu,
proto 0 lezi na ¢iselné ose uprostied mezi témito cisly.

Musime tedy uvazovat nasledujici tii moznosti usporadani cisel na c¢iselné ose:

e —a<a<a+l,
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a<—a<a+l,
a<a+1<—a.

Ve vsech trech pripadech Ize sestrojit 0 a 1 takto:

bod predstavujici 0 je stifedem tisecky s krajnimi body a a —a,
bod predstavujici 1 je vpravo od 0 ve stejné vzdalenosti jako a + 1 od a.

1
—a 6 a i a—i— 1
%—J%—J\ v
|al |al 1
1
a 0 —a a+1 1
%—J%—J
|al |al
1
1
a a+1 6 i —a
1
|a| |a|

Poznamka. Pomér vzdalenosti zadanych bodt na ¢iselné ose urcuje hodnotu ¢isla a pro
kazdé ze t¥i moznych usporadani. Pokud by napf. tento pomér byl 1 : 2 (jako na obrazku
v zadéni), potom by odpovidajici a bylo v prvnim pfipadé %, ve druhém pripadé —% a ve

v ’ NG v _§
tietim pripadé —3.
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67. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

|. kolo kategorie Z9

Z9-1-1

Vékovy prumér vsech lidi, ktefi se sesli na rodinné oslavé, byl roven poctu pritomnych.
Teta Béta, které bylo 29 let, se zdhy omluvila a odesla. I po odchodu tety Béty byl vékovy
prumér vSech pritomnych lidi roven jejich poctu.

Kolik lidi bylo ptivodné na oslavé? (L. Hozovad)

Napovéda. Jaky je vztah mezi po¢tem pfitomnych a sou¢tem jejich véka?

MozZné reseni. Vékovy prumér vSech lidi, ktefi se sesli na oslavé, je roven podilu souctu
vékl vSech pfitomnych (ozn. s) a jejich po¢tu (ozn. n). Podle zadéani plati
2

S .
— =n neboli s=n".
n

Po odchodu tety Béty se pocet pritomnych zmensil o 1 a soucet jejich vékd o 29. Podle
zadani plati
s —29

— =n—1 neboli s—29=(n—1)>%

2

Kdyz do posledni rovnice dosadime s = n*®, roznasobime pravou stranu a dale upravime,

dostaneme:
n?—29=n?—-2n+1,
2n = 30,
n = 15.

Na rodinou oslavu se ptivodné dostavilo 15 lidi.

7912

V lichobézniku VODY plati, ze VO je delsi zakladnou, prisecik thlopticek K déli
tise¢ku VD v poméru 3 : 2 a obsah trojuhelniku KOV je roven 13,5 cm?.

Urcete obsah celého lichobézniku. (M. Petrova)

Napovéda. Co umite Fict o dalsich trojahelnicich obsazenych v lichobézniku?

Mozné feSeni. Protoze VO je delsi zakladnou lichobézniku VODY', bod K na thlopfic¢ce
VD je blize vrcholu D.

Y D
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Trojahelniky KOV a KDQO maji spoleénou vysku z vrcholu O a délky stran VK
a KD prislusnych k této vysce jsou v pomeéru 3 : 2. Proto také obsahy téchto trojuhelniki

jsou ve stejném poméru, tedy
2
Skpo = gSKOV-

Trojuhelniky VOD a VOY maji spolecnou stranu VO a stejnou vysku na tuto stranu,
proto maji stejné obsahy. Trojuhelnik KOV je ¢asti obou téchto trojuhelniki, proto maji
stejné obsahy také trojuhelniky K DO a KYV,

2
Skyv = Skpo = gSKov-

Trojahelniky K'YV a KDY maji spolecnou vysku z vrcholu Y a odpovidajici strany V K
a KD jsou v poméru 3 : 2. Proto také obsahy téchto trojihelniki jsou ve stejném pomeéru,

2 4

Skpy = =Skyv = =Skov.
KDY 3KYV 9KOV

Obsah celého lichobézniku je sou¢tem obsahti uvedenych ¢tyt trojihelniki, tedy

Svopy = Skov + Skpo + Skyv + Skpy =

2 2 4 25
_ (14242 —)S — 2 13,5 = 37,5 (cm?).
(+3+3+9 Kov-="9 (om”)

Poznamka. Pri postupném vycislovani obsahii vyse jmenovanych trojuhelnikt dostavame
2 2
Skpo = Skgyv =9cm”, Skgpy = 6cm”.

Rovnost Sxyv = %SKOV, resp. Sk py = %SKOV 1ze zdtivodnit primo pomoci podob-
nosti trojuhelniki KOV a KY D (koeficient podobnosti je 3 : 2).

79-1-3

Roboti Robert a Hubert sklddaji a rozebiraji kafemlynky. Pritom kazdy z nich kafe-
mlynek slozi ¢tytikrat rychleji, nez jej sdm rozebere. Kdyz rano prisli do dilny, nékolik
kafemlynkt uz tam bylo slozeno.

V 7:00 zacal Hubert skladat a Robert rozebirat, presné ve 12:00 Hubert dokonc¢il skla-
déani kafemlynku a Robert rozebirani jiného. Celkem za tuto sménu ptibylo 70 kafemlynki.

Ve 13:00 zacal Robert skladat a Hubert rozebirat, presné ve 22:00 dokoncil Robert
skladani posledniho kafemlynku a Hubert rozebirani jiného. Celkem za tuto sménu ptibylo
36 kafemlynki.

Za jak dlouho by slozili 360 kafemlynki, pokud by Robert i Hubert skladali spole¢né?

(K. Pazourek)

Napovéda. Kolik kafemlynkt ptfibude za hodinu v kazdé ze smén?

MozZné feseni. V dopoledni pétihodinové sméné piibylo 70 kafemlynkt, coz odpovida
70 : 5 = 14 kafemlynktim za hodinu. V odpoledni devitihodinové sméné pribylo 36 kafe-
mlynkid, coz odpovidd 36 : 9 = 4 kafemlynkim za hodinu. Pokud by roboti pracovali
jednu hodinu dopolednim zptsobem a jednu hodinu odpolednim zpiisobem, vyrobili by
14 + 4 = 18 kafemlynkt a pfitom by vyrobili stejné mnozstvi kafemlynkt, jako kdyby
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spole¢né skladali (a nic nerozebirali) 2 hodiny. Roboti by spole¢né slozili 360 kafemlynka
za 2 - 20 = 15 hodin, nebot 360 = 18 - 20.

Jiné reSeni. Pokud h znac¢i pocet kafemlynkt, které slozi Hubert za hodinu, a r pocet
kafemlynkt, které za hodinu slozi Robert, potom za hodinu rozlozi Hubert ih kafemlynkt
a Robert %T kafemlynkt. Informace ze zadani vedou k soustavé dvou rovnic:

5(h - %7‘) = 70,
9<r - }lh) — 36.

Resenim této soustavy obdrzime r = 8 a h = 16. Za hodinu by tedy oba roboti spole¢né
slozili » + h = 24 kafemlynkt. Tudiz 360 kafemlynkt by spolecné skladali 360 : 24 = 15
hodin.

79-1-4

Cisla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 se chystala na cestu vlakem se tiemi vagény. Chtéla
se rozsadit tak, aby v kazdém vagoné sedéla tfi cisla a nejvetsi z kazdé trojice bylo rovno
souctu zbylych dvou. Priivodc¢i tvrdil, Ze to neni problém, a snazil se ¢islim pomoct. Naopak
vypravci tvrdil, Ze to neni mozné.

Rozhodnéte, kdo z nich mél pravdu. (E. Novotnad)

Napovéda. Uvazte paritu (sudost, lichost) ¢isel a jejich soucti.

Mozné resSeni. Pokud by se ¢isla dala rozsadit do vagéni podle jejich piani, potom by
soucet tii nejvétsich cisel z kazdého vagonu byl stejny jako soucet zbylych Sesti cisel. To
by znamenalo, Ze soucet vSech deviti ¢isel by byl sudy. AvSak tento soucet je

1+24+34+4+5+6+7+8+9=45,

coz je liché ¢islo. Proto ¢isla pozadovanym zptisobem rozsadit nelze, pravdu mél vypravei.

Jiné feseni. Mezi Cisly 1 az 9 je pét lichych (L) a ¢tyfi sudé (S). Sudé ¢islo lze vyjadrit
jako soucet dvou lichych ¢isel nebo jako soucet dvou sudych cisel. Liché ¢islo lze vyjadrit
jediné jako soucet lichého a sudého c¢isla. V kazdém vagoné tedy mohou podle uvedenych
pozadavkl sedét pouze nasledujici skupiny cisel:

bud {L, L, S}, nebo {S,S5,S}.

Jakjmkoli prifazenim téchto moznosti do tii vagont dostaneme vzdy celkem sudy pocet
lichych ¢isel a lichy pocet sudych cisel. V nasem pripadé je tomu vsak naopak, proto nelze
¢isla rozsadit podle jejich pfani. Pravdu mél tudiz vypravei.

Poznamka. Prijakémkoli rozmisténi péti lichych ¢isel do t¥i vagéna bude vzdy v nékterém
vagéné pravé jedno nebo pravé tii licha cisla. A pravé v takovém vagdéné nebude platit
pozadavek o souctu.

Jina napovéda. Ktera ¢isla mohla cestovat s ¢islem 97

Jiné feseni. MizZeme postupné po vagénech rozsazovat ¢isla od nejvétsiho tak, aby platil
pozadavek o jejich souétu. Cislo 9 miiZe cestovat s nékterou z nasledujicich dvojic:
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e 8 a 1: v dalsim vagéné miize 7 cestovat s n€kterou z nasledujicich dvojic:
> 5 a 2: na dalsi vagén zbyva 6, 4 a 3, ale 6 # 4 + 3,
> 4 a 3: na dalsi vagén zbyva 6, 5 a 2, ale 6 # 5 + 2,

e 7 a 2: v dalsim vagéné muze 8 cestovat jediné s dvojici
> 5 a 3: na dalsi vagén zbyva 6, 4 a 1, ale 6 # 4 + 1,

e 6 a 3: v dalsim vagoné miize 8 cestovat jediné s dvojici
> 7 a 1: na dalsi vagén zbyva 5, 4 a 2, ale 5 # 4 + 2,

e 5 a 4: v dalsim vagéné miize 8 cestovat s n€kterou z nasledujicich dvojic:
> 7 a 1: na dalsi vagén zbyva 6, 3 a 2, ale 6 # 3 + 2,
> 6 a 2: na dalsi vagén zbyva 7,3 a 1, ale 7 # 3 + 1.

Zjistili jsme, ze ¢isla nelze rozsadit tak, aby pozadavek o souctu platil ve vSech vago-
nech. Pravdu mél tudiz vypravei.

Z9-1-5
Uvniti obdélniku ABCD lezi body F a F tak, ze tsecky FA, ED, EF, FB, FC jsou
navzajem shodné. Strana AB je dlouha 22 cm a kruznice opsana trojihelniku AFD ma

polomér 10 cm.
Urcete délku strany BC. (L. Ruzickovad)

Napovéda. Kde lezi stred kruznice opsané trojuhelniku AF D?

MozZné reSeni. Bod E je stejné daleko od bodu A a D, bod F je stejné daleko od bodu
B a C atsecky AD a BC' jsou protéjSimi stranami obdélniku. Proto body E a F' lezi na
spolecné ose tsecek AD a BC. Bod E ma stejnou vzdalenost od vsech vrcholtu trojuhel-
niku AF D, proto je stfedem jemu opsané kruznice. Znazornéni bodt ze zadani vypada
nasledovné (body P a R jsou pruseCiky osy EF' se stranami AD a BC, tj. stfedy téchto
stran):

——-———
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Trojahelniky APE, DPE, BRF a CRF jsou navzajem shodné pravouhlé trojihelni-
ky, jejichz jedna odvésna je polovinou hledané strany obdélniku a velikosti zbylych dvou
stran umime odvodit ze zadani. Napt. v trojihelniku APFE mé prepona AF velikost 10 cm
a odvésna PFE ma velikost (22 — 10) : 2 = 6 cm. Podle Pythagorovy véty plati

|PA]? + 6% = 107,
tedy |PA|*> = 64 a |PA| = 8 cm. Délka strany BC je 16 cm.
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Poznamka. Na uvedeném obrazku mlcky naznacujeme, ze strana AB je delsi nez BC.
To je sice potvrzeno nasledujicim vypoctem, ale lze si toho v§imnout pfimo: Pfepona AF
v pravouhlém trojuhelniku APFE je delsi nez odvésna PA, coz je polovina strany BC.
Pokud by strana BC' byla del$i nez strana AB, byla by tsecka AE také delsi nez polovina
strany AB. Z piedchoziho viak vime, ze |[AE| = 10cm a 1|AB| = 11 cm, takZze tato situace
nastat nemuze.

Z9-1-6
Na pfimce predstavujici ¢iselnou osu uvazte navzajem rtzné body odpovidajici ¢islim
a, 2a, 3a + 1 ve vSech moznych poradich. U kazdé moznosti rozhodnéte, zda je takové

usporadani mozné. Pokud ano, uvedte konkrétni pfiklad, pokud ne, zdivodnéte proc.
(M. Petrovad)

- -

Napovéda. Co miiZete Fict o usporadani trojice ¢isel a, 2a, 3a?

Mozné FeSeni. Pred vlastnim rozborem moznosti si vSimneme nékolika uzitecnych fakti.
Protoze ¢isla maji byt navzdjem riazna, musi byt a # 0. Vzdalenosti mezi sousednimi
Cisly ve ¢tvefici 0, a, 2a, 3a jsou stejné, a to |a|, pfitom usporadani této Ctvefice zavisi na
znaménku a: ¢islo a je kladné, pravé kdyz plati

0<a<2a< 3a, (1)
¢islo a je zaporné, prave kdyz plati
3a <2a<a<0. (2)
Bez ohledu na znaménko a dale plati
3a < 3a+ 1. (3)

Vsechna mozna usporadani tii navzajem riznych cisel jsou tato:
) a <2a<3a+1,
) a<3a+1< 2a,
) 3a+1<a<2a,
) 3a+1<2a<a,
) 2a < 3a+1<a,
f) 2a <a <3a+1.

Pro kladné a podle podminek (1) a (3) plati a < 2a < 3a+1, coz odpovida moznosti a)
a soucasné vylucuje moznosti b) a c). Obecny vztah mezi trojici ¢isel vyhovujici moznosti a)
a jejim ukotvenim na ¢iselné ose (tj. ¢isly 0 a 1) je schematicky znézornén na nasledujicim
obrazku. Konkrétni priklad usporddani a) je dan dosazenim napi. a = 2, tedy 2 < 3 < 3.

1 1

A A

0 a 1 2a 3a 3a+1
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Pro zédporné a nemizeme z podminek (2) a (3) o vztahu 3a + 1 vzhledem k a a 2a Fict
nic blizsiho. Postupné ukazeme, ze kazdy ze zbyvajicich pripadd je mozny:

Obecné vztahy mezi trojicemi ¢isel vyhovujicich moznostem d), e), resp. f) a ¢isly 0
a 1 jsou schematicky znézornény na nasledujicich obrazcich. Konkrétni priklad usporadani
d) je dadn dosazenim napi. a = —2, tedy —5 < —4 < —2.

1 1
Il Il Il
3a 3a+1 2a a 0 1
|al |al |al
Konkrétni ptiklad uspofadani e) je dan dosazenim napi. a = —%, tedy —% <-1< —%.
1 1
3a 2=a 3a=—|— 1 C=L 0 1
|al |al |al
Konkrétni ptiklad uspofadani f) je dan dosazenim napt. a = —%, tedy —% < —% < %.
1 1
30 2a a R i
|al |al |al

Poznamka. V pfipadech e) a f) mzeme volit trojice bodu predstavujicich ¢isla a, 2a
a 3a+ 1 naprosto libovolné; naznacenym zptisobem odvodime umisténi 0 a 1, a tim vlastné
ur¢ime hodnotu a. V pfipadech a) a d) tomu tak neni; napf. pro usporadani d) a bod
3a + 1 zvoleny prilis vlevo od bodu 2a se muze stat, ze 3a vyjde nékde mezi, coz by bylo
v rozporu s podminkou (3).

Jina napovéda. Pro jednotliva usporadani odvodte mozné hodnoty a.

Jiné reseni. Vsechna mozna usporadani tii navzajem riznych cisel jsou uvedena v se-
znamu a) a7 f) v pfedchozim feSeni. Resenim nerovnosti v jednotlivych piipadech zjistu-
jeme, ze pripad

a) je splnén pro libovolné a > 0,

b) neni splnén pro zadné a,

c¢) neni splnén pro zadné a,
d) je splnén pro libovolné a < —1,
e) je splnén pro libovolné —1 < a < —1,

f) je splnén pro libovolné —% <a<0.

Pro ptiklad uvddime podrobnosti k pfipadu b): odpovidajici nerovnosti jsou splnény,
praveé kdyz plati
a<3a+1 a 3a+1<2a,
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coz je ekvivalentni s dvojici nerovnosti

1
—=< < -1
5 a a a

Tyto dvé podminky soucasné nespliiuje zadné redlné ¢islo, proto pfipad b) nastat nemuze.
Diskuse v ostatni pripadech je obdobna. Ve vSech pripadech, které maji feSeni, staci
pro konkrétni odpovéd zvolit libovolné a s vymezeného intervalu.
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