68. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaci casti |. kola kategorie A

1. O posloupnosti (a,)72, vime, Ze pro vsechna ptirozend ¢isla n plati

2

an

Upi] = .
T a2 —4a, + 6

a) Najdéte vSechny hodnoty a1, pro které je tato posloupnost konstantny.

b) Necht a; = 5. Urcete nejuétsi celé c¢islo neprevysujict azprs. (Vojtech Balint)

RESENT. a) Pfedpokladejme, Ze posloupnost (a,)%%; je konstantni. Potom musi

platit a2 = a1, coz mizeme pouzitim vztahu ze zadani zapsat jako

_ 4
“= a?—4a; +6
Tuto rovnici snadno ekvivalentné upravime na a1 (a; —2)(a; —3) = 0. Odtud dostéavame,
ze a; € {0,2,3}. Je vidét, ze pro tyto hodnoty a; je posloupnost (a,)52 ; opravdu kon-
stantni a vSechny jeji ¢leny jsou rovny a;. Formalné bychom to dokazali matematickou
indukeci.

b) Necht a; = 5. Postupné vypocéitdme nékolik dalsich ¢lenti posloupnosti (a,).
Dostaneme as ~ 2,27, a3 ~ 2,49, a4 ~ 2,77, atd. Z toho mtizeme nabyt dojmu, ze pro
vSechna n = 2 plati 2 < a,, < 3. Tuto hypotézu dokdzeme matematickou indukeci.

Pro n = 2 tvrzeni zjevné plati. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro dané n = 2.
Potom

a? 2(a, — 3)?
3—ap+1 =3 — L = > 0,
(nt1 a2 —4a,+6 (a, —2)2+2
a? (6 —ap)(a, —2)
an+1_2_a%—4an+6_ T (an —2)2 42 > 0.

To dokazuje obé nerovnosti 2 < a,41 < 3, takze dikaz matematickou indukci je hotov.
Plati tedy také 2 < ag918 < 3, z ¢ehoz plyne, zZe nejvétsi celé ¢islo nepfevysujici ago1s
je 2.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. O posloupnosti (b,)0% ; vime, Ze pro vSechna pfirozena ¢isla n plati by 1 = b2 — 2.

Najdéte vSechny hodnoty b1, pro které jsou vSechny ¢leny (by,)52 ; rovny by. [Ze vztahu

pro n = 1 dostavame b; = b% — 2, z éehoz by € {—1,2}. Nésledné ovéfime, Ze tyto
hodnoty vyhovuji.]

N2. O posloupnosti (bn)$2; vime, Zze by = 1 a ze pro vsechna piirozend Cisla n plati
bn+1 = 3bn/(bn + 1). Dokazte, Ze vSechny ¢leny posloupnosti jsou z intervalu (1,2).
[Matematickou indukci ovéfte, Ze pro vSechna pfirozena n plati nerovnosti 1 < b, < 2.]

D1. O posloupnosti (b,)S2 ; je zndmo, Ze pro vSechna prirozena &isla n plati bp,41 =
= 202 /(b2 — 3). Najdéte vsechny hodnoty by takové, ze posloupnost bz, bs, by, ... je
konstantni. [Odvodte, Ze b1 = by, pravé kdyz b, € {—1,0, 3}, takze by musi byt
rovno jedné z téchto hodnot. Nasledné vypocitdme odpovidajici hodnoty b1. Vysledek
jebr € {-3,-1,0,1,3}]



D2. Odvodte explicitni vyjadieni posloupnosti (b,)2 ; z tlohy N2. [Zadany vztah upravime
na 3-1/bp41 = 14 1/b,,. Posloupnost ¢, = 1/b,, tedy spliiuje rovnost 3cn4+1 = ¢ + 1.
Substituci ¢, = dn + 1/2 se zbavime konstantniho ¢lenu a dostaneme 3d,+1 = dn.
Posloupnost d, je tedy geometricka, takze dovedeme urcit jeji explicitni tvar. Zpétnym
dosazovanim postupné najdeme vyjadieni pro by,. Vysledek je b, = 2-371/(37~141).]

D3. Nejznaméjsi rekurentné definovand posloupnost je Fibonacciova posloupnost. Ta je
dana vztahy fi1 = 1, fo = 1 a rekurentnim vztahem f, = fr_1 + fn—2 platicim

n n
pro kazdé n = 3. Dokaite, ze > f; = foy2 — 1 a Y f2 = fn - fut1. [Postupujte
i=1 i=1

matematickou indukei podle n.]

2. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC. Oznacme D patu vysky z vrcholu A a Dy, Do 0b-
razy bodu D v osovych soumérnostech po Tadé podle primek AB, AC'. Ddle oznacme
E1 a E3 body na primce BC' takové, Ze D1E; || AB a D2Es || AC. Dokazte, Ze
body D+, Dy, Ev, Es lezZi na téZe kruznici, jejiz stred lezZi na kruZnict opsan€ troj-
uhelniku ABC. (Patrik Bak)

RESENI. Jak dokaZzeme, zminéné ¢tyfi body lezi na téze kruznici v takovém poradi,
ze tvori vrcholy tétivového ctyrihelniku Ey Fs Dy D. Nejprve vsak vysvétlime, proc je
tento ctytthelnik konvexni.

Protoze trojuhelnik ABC' mé podle predpokladu ostré vnitini tthly u vrcholi B
a C,! lezi bod D uvniti strany BC a vysky v pravothlych trojthelnicich ABD, ACD
vedené z vrcholu D maji své paty uvniti stran AB, resp. AC. Tyto paty spolu s vr-
choly B, C' tak tvori vrcholy konvexniho ¢tyrihelniku, s nimz je zkoumany étyituhelnik
E1E2Dy Dy stejnolehly s koeficientem 2 podle stfedu D (obr.1). Je to tedy skuteéné
¢tytuhelnik konvexni.

Es

Obr. 1

Vsimnéme si, ze diky osovym soumérnostem plati |AD,| = |AD| = |AD;|. Bod A
je tedy stfedem kruZnice opsané trojuhelniku DD Ds>. Protoze pfimka AD body D,
a Do oddéluje, obvodovy thel Dy DsD v doty¢né kruznici je roven poloviné konvexniho
sttedového tthlu D1 AD, jehoz osou je pravé polopiimka AB. Proto jsou shodné tfi
ostré uhly D1DyD, D1AB a DAB (vyznacené na obr.1 obloucky). Jejich velikost je
z pravouhlého trojuhelniku ABD rovna 90° — 3, kde jako obvykle § = | ABC!|. Protoze
thel DDsFE5 je ziejmé pravy, ma vnitini tthel u vrcholu D konvexniho ¢tyithelniku
E1E2D2D1 velikost

|$ D1 DyFy| = |£D1 Dy D| + | DDy Fs| = (90° — B) + 90° = 180° — 3,

1 Predpoklad, ze také tthel u vrcholu A je ostry, v feSeni potiebovat nebudeme.
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zatimco vnitini tthel u protilehlého vrcholu F; ma ziejmé velikost 5. Soucet obou pro-
tilehlych 1hld je tak 180°, takze E1FEs Dy Dy je skutecné tétivovy ctytuhelnik.

Prejdéme k druhému tvrzeni o tom, kde stfed kruznice opsané ctyriahelniku
F1E5Dy D1 lezi. Vime, ze je priisecikem os jeho stran, z nichz pro nase tivahy vybereme
strany E1D1 a E2D2.

Trojahelnik DFEs D5 je pravouhly s pravym thlem pti vrcholu Dy. Pfitom bod C
lezi na ose strany DDy a na jeho preponé DFEs — nutné tedy musi byt jejim stfedem,
a tudiz i stfedem kruznice tomuto trojuhelniku opsané. Osa tsecky Do Fo tim padem
prochazi bodem C (obr. 2) a navic je zfejmé kolma na AC. Analogicky osa tsecky D; F4
je primka kolmé na AB prochéazejici bodem B. Tyto dvé primky se ziejmé protinaji
na kruznici opsané trojihelniku ABC, nebot podle Thaletovy véty musi spojnice jejich
pruseciku s bodem A tvofit primér této kruznice. Tim je diikaz celého tvrzeni hotov.

JINE RESENI. Ukdzeme jiny argument, pro¢ |<DDyD;| = 90° — 3, coz staéi k du-
kazu, ze F1FE>D2Dq je tétivovy. Body Fy, Ey jsou ziejmé po radé obrazy bodu B, C
ve stejnolehlosti se stifedem D a koeficientem 2. Pokud oznac¢ime A’ obraz bodu A
v této stejnolehlosti (obr.3), budou trojice bodu A’, Dy, E; a A’, Dy, E5 zfejmé ko-

A/

Obr. 3



linearni. Ctyithelnik A’D; DD, je piitom tétivovy, nebot oba tthly A’D;D a A’DyD
jsou pravé. Odtud dostavame <Dy DyD| = |xD;A'D|. A protoze D1 A’ | BA, je také
|xD1A'D| = |xBAD| = 90° — 3, takze dohromady opravdu mame |<DDyD;| = 90°—{.

JINE RESENI. Jesté dal$im pouénym zptsobem dokazeme prvni ¢ast tvrzeni tlohy.
Definujme bod A’ jako v pfedeslém FeSeni (obr.3). Potom pouzitim Eukleidovych vét
v pravouhlych trojthelnicich A’E1D a A’E;D dostavame |A'D|? = |A'Dy| - |A'Ey|
a |A'D|? = |A’Dy| - |A’ E5|. Dohromady tak méme rovnost

|A'Dy| - |A'E;| = |A' Dy - |A'Es|.

Protoze bod A’ lezi vné obou tsecek D1 E; a DyFEs, plyne z mocnosti? bodu A’ ke
kruznici Fy D1 D4, Ze na téze kruznici lezi i bod E5 neboli ze ¢tyituhelnik D1 FEy Fo Do je
skutecné tétivovy.

Poznamka. Existuji dalsi alternativni feSeni tohoto tkolu pomoci situace, ktera
vznikne po aplikovani stejnolehlosti se stfedem v bodé D a koeficientem 1/2. Pomoci
ni mize byt naptiklad prvni ¢ast tlohy formulovana tak, ze mame dokéazat, ze kolmé
praméty paty D na strany AB a AC' lezi spolu s body B a C na kruznici. Tato formulace
je pomérné prirozena. Druhé c¢ast tvrzeni se ale nejlépe dokazuje podle obr. 2.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte vétu o obvodovém a stfedovém thlu. [Mé&me kruznici k se stifedem O a jeji
tétivu AB. Necht X je bod na k. Tvrzeni dokdzeme v pfipadé, kdy je O vnitinim bodem
trojthelniku ABX (v ostatnich p¥ipadech je dtikaz podobny). Oznaéme |£xAXO| =
a |<xBXO| = B. Z rovnoramennych trojihelnikit AOX a BOX spoéteme, ze [ XOA| =
= 180° — 2 a | XOB| = 180° — 28. Z toho snadno mame |[<xAOB| = 2(a + B), coz
jsme méli dokazat.|

N2. Dokazte, ze konvexni ¢tyfuhelnik ABCD je tétivovy, pravé kdyz je soucet jeho proti-
lehlych Ghla roven 180°. [Je-li ABCD tétivovy, oznaé¢me O stfed kruznice mu opsané.
Konvexni a nekonvexni tthel AOC' davaji dohromady 360°. Z véty o obvodovém a stie-
dovém thlu mame, Ze tento soucet je roven dvojnasobku souctu velikosti ahla ABC
a ADC — tento soucet je tedy roven 180°. Predpokladejme naopak, ze soucet proti-
lehljch Ghld je roven 180°. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze | ADC| = 90°.
Potom |xABC| < 90°. Ozna¢me O stfed kruznice opsané trojuhelniku ADC. Bod O
ziejmé lezi v poloroviné ACB. Navic snadno vypocteme, ze konvexni tthel AOC m4a
velikost rovnou dvojnésobku thlu p#i vrcholu B. Spolu s |OA| = |OC| tak mame, ze O
musi nutné byt stfedem kruznice opsané trojuhelniku ABC, takze je stfedem kruznice
opsané celému ¢étyithelniku ABCD.|

N3. Dokazte, ze konvexni ¢tyfahelnik ABCD je tétivovy, pravé kdyz |<xACB| = |<ADB|.
[Jestlize je ¢tyfahelnik ABCD tétivovy, tak oba tyto hly jsou rovny ptlce piislus-
ného stfedového tthlu AOB. Pokud naopak plati uvedena rovnost, oznacme O stied
kruznice opsané trojuhelniku ABC. Podivejme se na bod O z pohledu trojihelniku
ABD. Mame |OA| = |OB|. Déle velikost thlu AOB (konvexniho nebo nekonvexniho)
je rovna dvojnasobku velikosti thlu pti D. Jelikoz lezi ve ,,spravné“ poloroviné vzhledem
k pfimce AB, musi jit o stfed kruznice opsané ABD, tedy i celému ¢tyitahelniku.

N4. Je dén ostry tthel X AY a uvnitf ného bod P. Necht P;, P» jsou obrazy bodu P v osové
soumérnosti podle jednotlivych ramen AX, AY dhlu X AY. Dokazte, ze |xP1AP2| =
= 2|x X AY|. [Ozna¢me |xXAP| = o a |[xPAY| = 8. Potom |«XAY| = o + . Diky
osové soumeérnosti plati [ P1AX| = a a |[xP2AY| = 8. Je tedy opravdu |xP1AP| =
=2(a+B).]

D1. Je dén ostrouhly trojuhelnik ABC. Necht D, E, F jsou po fadé paty vysSek na strany
BC, CA, AB. Dokaite, ze se piimky AD, BE, CF protinaji v jednom bodé. [Necht
H znadi prusecik primek BE a CF. Stac¢i dokézat, Ze primka AH je kolmé na BC.
Vsimnéme si, ze body A, F', H, E lezi na kruznici diky pravym Ghlim pfi vrcholech E, F'.
Totéz plati i pro body B, C, E, F. Je tedy |xHAE| = |xHFE| = |<CBE| = 90° — ~.
Z toho jiz plyne dokazovana kolmost.]

2 https://kms.sk/248/plugin/attachments/download/393/, strana 37, sekce 2.2.
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D2. Ozna¢me H prusecik pfimek z tlohy D1. Dokazte, ze H je stfedem kruznice vepsané
trojthelniku DEF. [Diky symetrii stac¢i dokdzat, ze DH je osa vnitiniho thlu EDF.
Jelikoz DH a DB jsou kolmé, sta¢i dokazat, ze DB je osa vnéjstho thlu EDF, tedy
ze |XFDB| = |xEDC|. Oba tyto uhly jsou ale rovny «, coz je vidét z tétivovych
¢tyfahelnikia AFDC, resp. AEDB (ty jsou tétivové diky pravému thlu nad tétivami
AC, resp. AB).]

D3. Je déan ostrouhly trojuhelnik ABC. Oznacme D patu jeho vysky na stranu BC'. Dokazte,
ze paty kolmic z D na zbyvajici strany a zbyvajici vysky lezi v pfimce. [Necht P, Q, R
jsou postupné kolmé pruméty bodu D na AB, AC a vysku z vrcholu B, jejiz patu jesté
oznaéime S. Ctyiuhelniky BDRP, DQSR, ASDB jsou diky pravym thlim tétivové.
Z nich postupné vypocitame | DRP| = 180° — 8 a |[xDRQ| = |<xDSC| = . Body P,
Q, R jsou tedy kolinedrni. Diky symetrii jsme hotovi.]

D4. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC' s prusec¢ikem vysek H a stfedem kruznice opsané O.
Dokazte, ze ptimky AH, AO jsou soumérné sdruzené podle osy vnitfniho thlu BAC (ta-
kové dvojice pfimek se spoleénym bodem A se nazyvaji izogondini vzhledem k danému
thlu BAC). [Snadno vypocteme, ze | BAH| = 90° — 3. Z rovnoramenného trojuhelniku
AOC a véty o obvodovém a stfedovém thlu pak uréime, ze |[xCAO| = 90° — 3, takze
|«BAH| = |<CAO|, odkud jiz plyne dokazované tvrzeni.]

D5. Je dén ostrouhly trojuhelnik ABC. Dokazte, ze polopfimky izogondlni vzhledem
k tGhlu BAC (viz definici izogonality v pfedeslé tloze) protinaji kruznici opsanou
trojuhelniku ABC v bodech ruznych od A, které jsou soumérné sdruzeny podle osy
usecky BC. [Ozna¢me K a L priseciky téchto pfimek s kruznici opsanou. Z definice
izogonality méame |<xBAK| = |xCAL|, takze tétivy BK a C'L maji stejnou velikost,
a tak body B, C, K, L tvofi rovnhoramenny lichobéznik, z ¢ehoz uz plyne dokazované
tvrzeni.]

3. Najdéte viechna nezdpornd celd ¢isla m, n, pro né? plati |[4m? — n"T1| < 3.
(Tomas Jurik)

RESENI. Vzhledem k tomu, Ze ¢len s n roste mnohem rychleji nez ¢len s m, ma
smysl prozkoumat nejprve malé hodnoty m.

Pokud m = 0, je zkoumany vztah ekvivalentni s nerovnosti n"*! < 3. Tomu zfejmé
vyhovuji n = 0 a n = 1, zatimco pro n = 2 plati n”*! > 8. Dostavame tak dvé Feseni
(m,n) =(0,0) a (m,n) = (0,1).

Pro m = 1 fesime nerovnici |4 — n"*!| < 3. Vidime, %e n = 0 nevyhovuje, n = 1
vyhovuje a pro n = 2 plati |4 —n" T = p"*t! —4 > 4. Mame tedy feSeni (m,n) = (1,1).

Déle uz budeme predpoklddat, ze m = 2, danou nerovnici prepiSeme ve tvaru
rovnice 4m? = n"*! + q, kde a je (neznamé) celé &islo, jehoz absolutni hodnota nepie-
vysSuje 3, a rozliSime piipady a = 0, |a| € {1,3} a |a| = 2.

Rozeberme nejprve piipad, kdy 4m? = n"t!. Na levé strané rovnice je kladné sudé
¢islo, které je navic druhou mocninou celého ¢isla. Totéz musi platit i pro pravou stranu
rovnice, takze ¢islo n musi byt kladné a sudé: polozme n = 2k. Potom n"*! = (2k)2F+1,
a protoze exponent 2k + 1 je lichy, bude toto ¢islo druhou mocninou celého éisla, prave
kdyz jeho zaklad 2k bude druhou mocninou celého &isla neboli 2k = 72, kde r je kladné
celé ¢islo, které zjevné musi byt sudé. Je proto r = 21, a tudiz k = 212 a n = 2k = 42,
kde [ je kladné celé ¢&islo. Protoze m je kladné, z rovnice 4m? = n"*! po vydéleni étyimi
a odmocnéni dostaneme

nntl (‘/412)41 +1 (2l)4l2+1 ?
m= = = et

Pro kazdé kladné celé &islo [ tak vychazi, ze dvojice (m,n) = (I(20)*",412) je fesenim
@lohy.




Uvazujme nyni pifpady 4m? = n"*! £+ a, kde a € {1,3}. Z faktu, ze prava strana
rovnice musi byt sudé ¢islo, plyne, ze n™ ! musi byt liché ¢islo, coz znamena, Ze samo n je
liché cislo. Polozme n = 2k + 1, kde k je nezdporné celé ¢islo. Potom dostavame

4m? = nk*+2 4 a,

(2m 4+ nf T (2m — n* ) = +a.

Cislo +a potiebujeme rozlozit na soucin dvou celych ¢isel, kterd v souctu davaji
(2m + nFH1) + (2m — nk*1) = 4m > 8 (pouzili jsme predpoklad m = 2). Alespoii jedno
z nich je tedy vétsi nez 3, coz nemize nastat, protoze mezi déliteli ¢isla +a mohou byt
pouze ¢isla —3, —1, 1, 3.

Zbyva rozebrat posledni moznost 4m? = n"*T! + 2. Z této rovnice plyne, ze ¢islo n
neni nula a je sudé, takze jeho mocnina n"t! s exponentem vétsim nez 1 je délitelna
¢tyirmi stejné jako 4m? na levé strané rovnice. Vidime, Ze pozadovana rovnost nemiize
platit, proto v tomto pripadé zadné reseni nedostaneme.

Zavér. Vsechna feSeni tlohy jsou (0,0), (0,1), (1,1) a nekoneéné mnoho dvojic
tvaru (m,n) = (l(2l)4l2,4l2), kde [ je libovolné pfirozené ¢islo.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Najdéte vSechna pfirozena &isla n takové, ze n™t! je druhou mocninou p¥irozeného
Cisla. [Zjevné vyhovuji vSechna lichd ¢isla m, nebof tehdy je exponent n + 1 sudy.
Pokud je n sudé, je exponent n + 1 lichy, takze i samo n musi byt druhou mocninou
celého é&isla, tj. n = 4k? pro néjaké celé &islo k.]

N2. Najdéte vSechna feseni nerovnice |22 — y2| < 2, kde z, y jsou celd ¢isla. [Mame rovnici
(r—y)(z+y) = a, kde |a| £ 2. Je tak bud (z —y)(z +y) = 0 a Gloze vyhovuji libovolné
dvojice (z,z) a (z,—z), kde = je celé, anebo |z + y| = |r — y| = 1, protoze obé ¢isla
r — y, ¢ + y maji zfejmé stejnou paritu. Snadno tak najdeme dalsi ¢tyfi vyhovujici
dvojice: (0,+1), (£1,0).]

D1. Dokazte, ze zadné ¢islo tvaru 4k + 2, kde k je celé Cislo, nelze zapsat jako rozdil dvou
druhych mocnin celych éisel. [Druhé mocniny celych ¢isel dévaji pfi déleni 4 zbytky 0
a 1, rozdil dvou z nich tedy mize dat jen zbytek 0, 1 nebo 3 = —1.]

D2. Najdéte vsechna piirozena éisla = takova, ze 2 + = — 2 je mocnina dvou. [Plati z2 +
+2—2 = (z—1)(z + 2), takze obé ¢isla x — 1 a = + 2 museji byt mocniny dvou.
Jejich rozdil je roven 3, tudiz jedna z téchto mocnin musi byt licha. Jedind moznost je
x —1 =20 =1 neboli = 2, které opravdu vyhovuje, nebot 22 + = — 2 = 4.]

D3. Najdéte vsechna piirozena x takova, ze x2 + x + 1 je druhou mocninou celého é&isla.
[Zadné takové ¢islo = neexistuje, nebot x2 < 22 +x + 1 < (z + 1)2.]

4. Je dana mnoZina M prirozenych cisel s n prvky, kde n je liché cislo vétsi nez
jedna. Dokazte, Ze pocet uspordadanych dvojic (p,q) riznych prvkia z M takovych, Ze
aritmeticky primér cisel p, q je prvkem M, je nejvyse %(n —1)2.

(Martin Pandak, Patrik Bak)

RESENT. Oznaéme x; < T < ... < , prvky mnoziny M. Zvolme pevny index i.
Pokud je prvek z; aritmetickym primeérem prvkld x; < xy, musi zfejmé platit xz; <
< z; < . Pro hodnotu j tak méme moznosti 1,...,7 — 1 (téch je i — 1), zatimco
pro hodnotu & méme moznosti i + 1,7 + 2,...,n (téch je n — ). Navic pokud je z;
aritmetickym primeérem riznych dvojic z;, < xx, a xj, < Ty,, pak ji1 # j2 a k1 # ko
(pokud by napf. bylo j; = ja, snadno bychom dostali k1 = ks, coz je ve sporu s tim, ze jde
o ruzné dvojice). Kazdou z moznych hodnot j ¢i k proto miuzeme vybrat nejvyse jednou,
tudiz pocet neusporadanych dvojic p, g rtiznych ¢éisel z M, pro néz plati x; = %(p +q)
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s danym indexem i, je nejvySe min{i — 1,n —i}. S pfihlédnutim k jejich pozadovanému
usporadani je to pak dvojnasobek, 2min{i — 1,n — i}.

Podle zadani je n = 2k + 1, kde k je pfirozené ¢islo. Sectenim nasich odhadt pro
vSechny indexy 7 = 1,2,...,n dostavame, Ze hledany pocet dvojic je nejvyse

2(min{0, 2k} + min{1,2k — 1} + ... + min{k, k} + ... + min{2k,0}) =
=20+14+...+(k-1)+Ek+Gk-1)+(k-2)+...+140) =
=21+ (k—-1)+2Q2+k—-2)+...+2((k—-1)+1)+ 2k =k - 2k.

Tim padem jsme hotovi, protoze %(n —1)% = 2k%

Poznamka 1. Pokud n = 2k, zjistime, Ze pocet zkoumanych dvojic je nejvyse
2(min{0,2k — 1} + min{1,2k — 2} + ... + min{2k — 1,0}) = 2k(k — 1).

Snadno ovérime, Ze jednotny vzorec pro zapis obou piipadu je (g) — L%J , kde | z] oznacuje
dolni celou cast cisla x.

Poznamka 2. Zkoumany odhad nelze obecné zlepsit, jak dosvédcuje priklad mno-
ziny M ={1,2,...,n}. Stejnd mnozina funguje i pro suda n (viz poznamku 1).

Pozndamka 3. V feSeni jsme nikde nepouzili, ze v uvazované mnoziné M jsou pfiro-
zend Cisla. Uvedené feseni funguje i pro n-prvkovou mnozinu realnych cisel.

Pozndmka 4. Odhad poctu dvojic z tvrzeni tlohy plati pro jakoukoli mnozinu M
kladnych realnych cisel i v pfipadé, kdy aritmeticky prumér dvou c¢isel p, ¢ zaménime
jinym ze zndmych praméra (kupf. geometrickym ,/pg nebo harmonickym 2pq/(p + q)).
Je mozné dokazovat stejny odhad i pro nesymetrické prameéry, jakym je napf. vazeny
prumeér %p + %q, jen pocet uspotrddanych dvojic pak nelze pocitat jako dvojnasobek
poctu dvojic neusporadanych.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte, ze pokud p < g, lezi aritmeticky pramér &isel p a g v intervalu (p, q). [Je tfeba
ovéFit nerovnosti p < (p+¢)/2 a (p+ ¢q)/2 < g. Obé jsou ekvivalentni s p < q.]

N2. Jsou déana ctyfi prirozena Cisla 1 < g3 < x3 < x4. Mize byt Cislo xz2 aritmetickym
pramérem dvou riznych (neusporddanych) dvojic z téchto &isel? [Ne. Aby bylo za
primérem néjakych dvou ¢isel, muselo by jedno z nich byt mensi nez g, zatimco druhé
by bylo vétsi. Jediny kandidat na mensi éislo je z1. Pokud by ale platilo z2 = (x1+23)/2
a r2 = (21 + x4)/2, méli bychom z3 = x4, coz je ve sporu s predpokladem.]

N3. Je ddna mnozina ¢isel {1,2,3,4,5}. Kolik dvojic ¢isel p < ¢ z této mnoziny spliiuje,
7e &islo (p + q)/2 je jednim z prvk mnoziny? [Cisla 1 a 5 zfejmé nejsou priimérem
zadnych dvou é&isel. Cisla 2 a 4 jsou priméry dvojic (1,3) resp. (3,5). Koneéné &islo 3
je pramérem dvojic (1,5) a (2,4). Dohromady méame &ty¥i dvojice.]

D1. Dokazte, ze pro sudé n je maximalni pocet dvojic zkoumanych tlohou roven %n(n —2).

D2. Pro kazdé pfirozené n (sudé i liché) najdéte piiklad mnoziny, pro niz je pocet zkouma-
nych dvojic maximalni.

D3. Zistane tvrzeni tlohy v platnosti, i kdyz misto mnoziny pfirozenych cisel uvazujeme
mnozinu redlnych ¢isel?

D4. Zustane tvrzeni v platnosti, i kdyz nahradime aritmeticky pramér geometrickym?



5. Sestrojte trojuhelnik ABC, zndte-li jeho obvod o, polomér o kruznice pripsané ke
strané BC' a velikost vyjsky v na tuto stranu. Provedte diskusi v zdvislosti na danych
delkdch. (Patrik Bak)

RESENT. Ozna¢éme P bod lezici na polopiimce opa¢né k polopfimce BC' takovy, Ze
|BP| = | BA|. Analogicky oznac¢me ) bod lezici na polopfimce opa¢né k polopiimce C'B
takovy, ze |CQ| = |CAl. Use¢ka PQ mé pak délku rovnou velikosti obvodu o trojtihel-
niku ABC.

Daéle ozna¢me I, stfed kruznice pfipsané ke strané BC trojuhelniku ABC' (obr.4).
Ptimka I,B je proto osou tthlu ABP. A protoze trojuhelnik ABP je rovnoramenny,
je to zaroven osa useCky AP. Bod I, tedy lezi na ose tsecky AP a obdobné i na ose
usecky AQ), coz znamena, ze bod I, je stfedem kruznice opsané trojuhelniku APQ), a lezi
tak i na ose jeho tfeti strany PQ. Jeji stied M je proto kolmym primétem bodu 14
na P(Q), a tudiz je zaroven i dotykovym bodem kruznice ptripsané ke strané BC'.

A

Obr. 4

Z predeslého rozboru uz vyplyva konstrukce. Nejprve sestrojime tisecku P(Q) délky o
a jeji stfed M. Nasledné muzeme sestrojit bod I,, nebot |M1,|=pa MI, 1 PQ. Poté
najdeme bod A, ktery lezi jednak na kruznici k(I,, |I,P|) (nebot I, je stfedem kruznice
opsané trojuhelniku APQ) a jednak na pfimce [ rovnobézné s PQ ve vzdalenosti v,
ktera lezi v poloroviné opac¢né k PQI,. Pomoci nalezenych bodii A dovedeme sestrojit
body B a C ruznymi zpusoby — napfiklad jako pruseciky os tsecek AP a AQ s tsec-
kou PQ. Tyto pruseciky budou pro kazdy sestrojeny bod A existovat a budou lezet na
usecce P(Q) ve ,spravném“ poradi, protoze trojuhelnik APQ je tupothly s tupym thlem
pii vrcholu A (stied I, jeho kruznice opsané lezi v poloroviné opa¢né k polorovinég PQA).

Nyni dokazeme, ze takto sestrojené body A, B, C' jsou vrcholy trojuhelniku, ktery
ma vSechny pozadované vlastnosti. Jelikoz body B a C' lezi na osach tsecek AP a AQ),
plati |AB| = |PB| a |CA| = |CQ)|, takze |AB| + |BC| + |CA| = |PB| + |BC| + |CQ| =
= |PQ| = o. Bod A byl nalezen na pfimce [, proto z jeji definice plyne, ze vzdéalenost A
od BC' je opravdu v. Konec¢né bod I, je stfedem kruznice k opsané trojuhelniku APQ),
takze lezi na osach tusecek AP a AQ), které jsou ale z rovnoramennosti ABP a ACQ
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totozné s osami vnéjsich thla ABC a ACB, proto I, je opravdu stfedem kruznice
pripsané ke strané BC' trojuhelniku ABC'. Navic je I, sestrojen tak, Ze jeho vzdalenost
od PQ je rovna p. Sestrojeny trojuhelnik ABC' tak splnuje podminky ze zadani.

Zbyvéa provést diskusi poctu feSeni. Zajima nas pocet vyhovujicich trojuhelnikt
ABC, z nichz zadny neni obrazem jiného ve shodnosti, v niz by si jejich vrcholy odpo-
vidaly podle pismen, kterymi jsou oznaceny. Po sestrojeni boda P, () mame dvé mozné
polohy pro bod I,. Tém vsak budou odpovidat shodnéa feSeni soumérné sdruzend po-
dle PQ, proto uvazujme jen jednu z téchto poloh. Nasledné uré¢ime bod A jako prusecik
kruznice k a ptimky .

Oznac¢me r polomér kruznice k (r = |1, P| = |1,Q|). Vzdalenost bodu I, od pfimky [
je rovna o + v. Proto pokud r > p + v, dostaneme dva rizné priseciky A; a As.
Tém ziejmé budou odpovidat dva riazné trojuhelniky A;B1Cy, A3B2Cy (obr.5), jez
budou navzajem soumeérné sdruzené podle osy tsecky PQ, kterou je primka MI,. V tom
pfipadé ma tloha dvé feseni.?

Ay As

I,-
Obr. 5

Pokud r = p 4+ v, bude pfimka [ te¢nou kruznice k, takze dostaneme jediny bod A
a jediny vyhovujici trojahelnik ABC' (ktery ze symetrie bude navic rovnoramenny).

Konec¢né pokud r < p+v, pak zadny priisecik nedostaneme. Hodnotu r lze z pravo-
thlého trojthelniku PM I, vyjadiit pomoci o a g jako /|M1,|? + [PM|?> = /0 + %02.
Vysledky miazeme shrnout do tabulky:

0%+ i02 > o+ v: 2 feSeni

\/7
V02 + 702 =0+v: 1 fedeni
\/7

0>+ 30* < p+v: 0 FeSeni

Pozndmka. Zavérecna tabulka ukazuje, ze v kazdém trojihelniku ABC plati nerov-
nost /0% + ioZ > 0+ wv. Ta se d4 po umocnéni napsat do hez¢iho ekvivalentniho tvaru

3 Oba trojuhelniky jsou sice nepfimo shodné, ale s odlisnym poradim vrchola!
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0? 2 4v(20 + v). Tato nerovnost se da téz dokazat pomoci zndmych vztahtt v = 25/a,
0 =2S/(b+ c— a) a Heronova vzorce 1652 = (a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)(c+a—1b),
kde S oznacuje obsah trojuhelniku ABC'. Po sérii ekvivalentnich tprav totiz vyjde
nerovnost (b —c¢)? = 0.

JINE RESENI. Ozna¢me [, stfed kruZnice k pfipsané ke strané BC a P, Q, R
po fadé jeji dotykové body s pfimkami BC, C A, AB. Pak ziejmé plati |AQ| = |AR)|
a |AR|+ |AQ| = |AB| + |BR| + |AC| + |CQ| = |AB| + |BP| + |AC| + |CP| = |AB| +
+ |BC| + |CA| = o, takze obé tsecky AQ, AR maji délku %0. Uvazujme déale kruznici
I(A,v), jez se ziejmé dotyka piimky BC v paté vysky z vrcholu A. Piimka BC je tak
spole¢nd (vnitini) teéna kruznic k a [ (obr. 6). Po tomto rozboru se mizeme hned pustit
do popisu konstrukce.

A

I,
Obr. 6

Nejprve sestrojime pravouhly trojuhelnik AQI, s pravym uhlem pii vrcholu @,
v némz zndme délky odvésen |AQ| = 3o a |QI,| = o. Analogické vlastnosti mé i pravo-
uhly trojuhelnik ARI,, takze snadno sestrojime i bod R, naptiklad jako obraz bodu @
v osové soumeérnosti dle primky Al,. Déale sestrojime kruznice k a [. Body B a C pak
najdeme jako pruseciky usecek AQ a AR s libovolnou ze spoleénych vnitinich tecen
kruznic k a [l (jejich konstrukce je dobfe znamé skolskd tloha).

Ovéfme, ze takto sestrojeny trojihelnik ABC spliuje podminky ze zadani. Protoze
se piimka BC dotyka kruznice [ (ta mé stfed v A), je vzdalenost bodu A od pfimky BC
rovna v. Kruznice k se ziejmé dotyka vsech t¥i ptimek AB, BC, C'A, a protoze body I,
a A lezi v opa¢nych poloroviniach vzhledem k primce BC, musi jit o kruznici pfipsanou
strané BC' (a jeji polomér je tak opravdu ). Koneéné z tivodniho vypoctu plyne, ze
obvod trojuhelniku ABC' je roven dvojnasobku délky tsecky AQ), tedy o.

Uz staci jen provést diskusi poc¢tu feseni. Trojuhelnik AQI, mizeme sestrojit vzdy,
bod R je pak urcen jednoznacné a totéz samoziejmé plati i o kruznicich k a [. Oznacme
r = |Al,|. Pokud r > ¢ + v, kruznice k a [ nemaji spoleény bod (a zfejmé zadna z nich
yneobsahuje druhou®), takze existuji pravé dvé spole¢né vnitini teény, kterym odpovidaji
dvojice bodu Bj, C; a By, Cy (obr.7). Trojuhelniky AB1C7 a AB2C5y (pii takovém
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pofadi vrchol) zfejmé nejsou shodné, takze v tom piipadé mame dvé Feseni. Pokud
r = o + v, pak se kruznice k a [ dotykaji, tudiz existuje pravé jedna vnitini spolec¢na
tecna obou kruznic, jiz odpovida jediny vyhovujici trojuhelnik ABC'. Kone¢né pokud
r < o0+ v, pak spolecné vnitini te¢ny neexistuji, a tak tloha nema feseni. Hodnota r je
pfitom z pravothlého trojuhelniku AQI, rovna /|QL.[2 +[AQ|? = (/0% + 102, takze
dostavame stejny vysledek diskuse jako v predeslém reseni.

A

I,
Obr.7

JINE RESENI. Stru¢né ukazeme je$té jiny zpusob, jak dokondit predeslé FeSeni.
Oznac¢me T prisecik Al, a BC a dale D patu vysky z vrcholu A. Trojuhelniky T AD,
T, P jsou podobné (podle véty uu, nebot jsou pravotihlé a sdileji vrcholovy thel, obr. 8).
Plati tedy |1, 1| : |TA| = |I,P|: |AD| = o : v. Po sestrojeni ¢tyfahelniku AQI, R proto

A




mizeme sestrojit bod T jako (jediny) bod usecky I, A, jenz ji déli v daném poméru
z predchozi véty. Body B a C' nasledné najdeme jako priseciky kterékoli z tecen z bodu T’
ke kruznici k s useCkami AR a AQ. Pfi dukazu spravnosti konstrukce zpétné vyuzijeme
podobnost trojihelniki TAD ~ T'I,P na dukaz toho, ze |AD| = v.

Diskuse poctu feseni pak zavisi na poloze bodu 7' vzhledem ke kruznici k. Pokud
oznacime r = |I,A|, neni tézké vypocitat, ze |I,T| = o-r/(0+ v). Pokud |I,T| > o,
lezi bod T ve vnéjsi oblasti kruznice k, takze existuji dvé tecny z bodu T ke k, které
odpovidaji dvéma fesenim. V ptipadé |I,T| = o je tato teéna jedind, zatimco v piipadé
|I,T| < o lezi bod T ve vnitini oblasti kruznice k, takze se z néj tecna ke k vést
nedé. Snadno se presvédcéime, ze nalezené podminky odpovidaji podminkam z predeslych
feSeni.

Poznamka. Bod T popsany v tomto feseni je zfejmé stifedem stejnolehlosti se za-
pornym koeficientem, kterd zobrazuje k na [ (kde [ je kruznice z predeslého FeSeni).
Sestrojit tento bod je prvnim krokem jedné z moznych konstrukci spoleénych vnitinich
tecen kruznic k a .

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Je dan trojuhelnik ABC'. Uvazujme kruznici pfipsanou strané BC' tohoto trojihelniku
a oznacme P, @), R dotykové body této kruznice s ptimkami BC, C A, AB. Dokazte, Ze
velikost Gsecky |AQ)| je rovna poloving obvodu trojuhelniku ABC. [Zfejmé |AQ| = |AR)|
a plati |[AR| 4+ |[AQ| = |AB| + |BR| + |AC| + |CQ| = |AB| + |BP| + |AC| + |CP| =
= |AB| + |BC| + |CA|, odkud plyne dokazované tvrzeni.]

N2. Jsou dény dvé kruznice ki, ko se stfedy v bodech Op, Os, které nemaji spole¢ny bod
a zadna nelezi ve vnitfni oblasti druhé. Pfipomernte si, jak sestrojit spolec¢né vnitini
teény téchto kruznic. [Tyto tedny se protinaji ve stfedu stejnolehlosti se zdpornym
koeficientem, kterd prevadi jednu kruznici na druhou. Staci najit tento stied a sestrojit
z né&j teény. Tento stfed najdeme napiiklad takto: Vezmeme body P € ki, Q € k2
takové, ze PO1 || QO2, pficemz P, Q) lezi v navzdjem opac¢nych polorovinich vzhledem
k O102. Hledany stted stejnolehlosti je pak prasecikem pfimek O102 a PQ. Jiny postup
konstrukce spoleénych vnitinich teen danych kruznic k1(O1,71) a k2(O2,72) plyne
z toho, ze tyto pfimky jsou zfejmé rovnobézné s te¢nami z bodu Oz k pomocné kruznici
k(01,71 47r2), které snadno sestrojime uzitim Thaletovy kruznice s primérem O10x.]

N3. Sestrojte trojuhelnik ABC, pokud znate jeho obvod, vysku na stranu BC a velikost
thlu «. [Ozna¢me P a @ body na polopfimkich opaénych k BC a CB takové, ze
|BP| = |BA| a |CQ| = |CA|. Z rovnoramennych trojihelnikt BAP a C'AQ snadno
spodéitame, ze |xBAP| = %B a |xCAQ| = %’y. Tim padem |xPAQ| = %B + %’Y—f- a=
=90° + %a. V trojihelniku APQ zname stranu PQ, uhel pfi vrcholu A a také vysku
na stranu PQ, takze ho umime sestrojit. Body B, C nésledné najdeme jak pruseciky
strany PQ a os tusecek AP a AQ.]

D1. Je dan trojuhelnik ABC'. KruZnice mu vepsana se dotyké stran BC, CA, AB v bodech
P, @, R. Dokazte, ze |AQ| = s — a, kde a = |BC| a s je polovina obvodu trojthel-
niku ABC (dalsi dvé rovnosti analogicky). [Postupujeme podobné jako v tloze N1.
Plati |AQ| = |AR| a |AQ|+|AR| = |AB|—|BR|+ |AC|—|CQ| = |AB|—|BP|+|AC| —
— |CP| = |AB| + |AC| — |BC|, z ¢eho#z jiz plyne dokazované tvrzeni.]

D2. Dokazte, ze v pravouhlém trojahelniku ABC' s pravym thlem pfi vrcholu A je polomér
kruznice vepsané roven s — a, kde a = |BC| a s je polovina obvodu ABC. [Ozna¢me I
stied jeho vepsané kruznice a P, @Q dotykové body s odvésnami AB, AC. Ctyftahelnik
APIQ je ¢tverec, takze |IQ| = |AP|. Z vysledku tlohy D1 plyne, ze |AP| = s — a.]

D3. Je dan trojuhelnik ABC'. Kruznice mu vepsana se dotyka strany BC' v bodé D. KruZnice
pripsand jeho strané BC se ji dotykd v bodé E. Dokazte, ze D, E jsou soumérné
sdruzeny podle stfedu BC. [Z tlohy D1 vime, ze |BD| = s — b. Zbyva dokazat, ze
|CE| = s — b. Pokud oznaéime F' dotykovy bod pfipsané kruZnice s ptimkou AC, pak
podle tlohy N1 mame |AF| = s. Je tedy |CE| = |CF| = |AF| — |AC| = s — b/]

D4. Dokazte, ze v teCnovém ctyfuhelniku ABCD je soucet velikosti jeho protilehlych stran
stejny. [Predpoklddejme, ze Etyftahelnik je teCnovy, a oznaéme po fadé P, Q, R, S
dotykové body vepsané mu kruznice se stranami AB, BC, CD, DA. Potom |AB| +
+|CD| =|AP|+ |PB|+ |CR| + |RD| = |AS| + |BQ| + |CQ| + |DS| = |BC| + |AD|.]
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D5. Je dan trojuhelnik ABC. Kruznice k mu vepsana se dotyka strany BC v bodé D.
Necht E je obraz bodu D ve stiedové soumérnosti podle sttedu BC. Usecka AE protina
kruznici k ve dvou bodech, oznacme F' ten, ktery je blize k bodu A. Dokazte, ze DF |
1 BC. [Podle tlohy D3 je bod E dotykovy bod kruznice | pfipsané strané BC. Necht
I, je stifed této kruznice a I stfed kruznice k. Bod A je stfedem stejnolehlosti, ktera
zobrazuje [ na k. V této stejnolehlosti se E zobrazuje na F, takze IF || I,E. Jenze I, E
je pfimka kolma na BC'.]

6. Na hraci desce je nakreslen pravidelny n-uhelnik s jednim vrcholem vyznacenym
jako past. Tom a Jerry hraji nasledujict hru. Na pocatku Jerry postavi figurku na
néktery vrchol n-uhelniku. V kaZdém kroku pak Tom rvekne néjaké prirozené cislo
a Jerry posune figurku o tento pocet vrcholi podle své volby bud ve sméru, anebo
proti sméru chodu hodinovych rucicek. Najdéte vsechna n = 3, pri kterych mize
Jerry tahat figurkou tak, aby nikdy neskoncila v pasti. Jak se zméni odpovéd, kdyz
je Tom k desce otocen zddy, znd jen dan€ n a nevidi, kam Jerry figurku na pocatku
postavi ani kam s ni v jednotlivych krocich tahne? (Pavel Caldbek)

RESENT. Nejprve oé¢islujme vrcholy postupné v jednom sméru 0,1,...,n — 1 tak,
aby ve vrcholu 0 byla past. Pokud stoji figurka na vrcholu a a Tom fekne ¢islo b, pak
vrcholy, v nichz po tomto tahu mtize byt figurka, odpovidaji zbytktm ¢isel a —ba a+b
pii déleni ¢islem n — tyto zbytky budeme oznacovat jako (a — b),, resp. (a + b),.

Predpokladejme nejprve, ze n méa lichého délitele d vétsiho nez 1. Dokazeme, ze
pak mize Jerry tdhnout figurkou tak, aby nikdy neskoncila v pasti. Jeho strategie bude
nasledujici:

Na zacatku polozi figurku na libovolny vrchol, ktery neni délitelny d,* a dal bude
vybirat smér posunu figurky tak, aby nikdy neskoncila na vrcholu s ¢islem délitelnym d.
Dokazeme, ze takovou moznost ma Jerry vzdy, tudiz jeho figurka nikdy neskon¢i v pasti,
nebot jeji ¢islo 0 je délitelné d.

Pokud je figurka na vrcholu s ¢islem a nedélitelnym d a Tom fekne ¢islo b, pak
aspon jedno z ¢isel p = (a + b),, nebo ¢ = (a — b),, neni délitelné d. Pro vhodna celd
¢isla p/, ¢’ je totiza+b=p'n+paa—b=qgn+q asetenim obou rovnosti dostaneme
2a =n(p' + ¢')+ (p+q). Pokud by obé ¢isla p a ¢ byla délitelné d, byla by prava strana
posledni rovnosti délitelna d (d déli n), zatimco ¢islo 2a na levé strané délitelné ¢islem d
neni (d je dle pfedpokladu liché éislo, jez nedéli a). Alespon jeden ze dvou moznych
Jerryho tahi je tedy takovy, ze se figurka posune na vrchol s ¢islem nedélitelnym d,
a tim padem nikdy neskonci v pasti.

Zbyva tedy vysettit ptipad, kdy n nema lichého délitele, je tudiz n = 2* pro né&jaké
prirozené ¢islo k = 2. Dokéazeme, Ze v tomto pripadé Tom po konecném poctu tahi
dokéze dostat figurku do pasti.

Pro jednodussi vyjadfovani budeme fikat, ze vrchol n-tihelniku, ktery neni past,
mé stupenn b, bude-li 2° nejvyssi mocnina ¢&isla 2, ktera jesté déli jeho nenulové é&islo.

Nyni popiseme Tomovu strategii pro n = 2%, kdyz vidi pozici figurky. Pfedpokla-
dejme, ze figurka je aktualné na vrcholu stupné p. Takovy vrchol méa cislo 2Pq, kde ¢
je liché. V takovém pfipadé Tom fekne 2P. Dokazeme, ze diky tomu dostane figurku
bud do pasti, nebo na vrchol, jehoZz stupen bude vyssi nez p. To uz Tomovi zarudi, ze
po kone¢ném poétu krokt vyhraje, nebot vechny vrcholy maji ¢isla mensi nez n = 2%,
tudiz jejich stupné jsou mensi nez k, a tak se stupen vrcholu, kam figurka tahne, nemiize
porad jen zvétsovat.

4 Takovou vlastnost mé pro libovolné d > 1 napfiklad vrchol s ¢islem 1.
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Diky Tomovu tahu 27 figurka skonéi na vrcholu s éislem r = (2P(q £ 1)),,, pfi¢emz
znaménko odpovida sméru, kterym Jerry figurkou tahl. Pokud r = 0, je figurka v pasti.
Pokud r # 0, miizeme psat 2P(q £ 1) = nr’ + r. Cislo ¢ £ 1 je v kazdém piipadé sudé,
takze leva strana uvedeného vztahu je délitelnd ¢islem 2P, A protoze p < k — 1, déli
mocnina 2P+ i ¢islo n = 2¥, tudiz déli i druhy s¢itanec r z pravé strany. Jelikoz r # 0,
znamena to, ze stupen vrcholu s ¢islem r je vyssi nez p. To jsme potiebovali zdtvodnit.

Nyni dokazeme, Ze pro n = 2¥ svede Tom po koneéném poctu krokt dostat figurku
do pasti, aniz by jeji pozici vidél. Jeho strategie se v predchozim piipadé opirala o znalost
stupné jejiho vrcholu. Aby se tohoto problému zbavil, potfebuje predevsim mit pro
kazdou moznou hodnotu p stupné jejiho vrcholu pfipravenu strategii (posloupnost tahi),
kterd mu zarud¢i uspéch — takovou posloupnost tahii ozna¢me S(p). Dohodnéme se jesté,
ze ,tahem b“ v téchto strategiich nazveme Tomuv krok, kdy fekne praveé dotyc¢né ¢islo b.

Zamysleme se nyni nad tim, jak maji vypadat jednotlivé strategie S(p). Pouzijeme
pritom pouceni z predeslé casti, kde jsme dokazali, Ze pokud pfi figurce na vrcholu
stupné p Tom pouzije tah 2P, prejde nasledné figurka bud do pasti, nebo na vrchol
stupné vyssiho nez p.

Je jasné, ze strategie S(k — 1) spoc¢iva v jediném tahu 2F~!. Vrchol stupné k — 1
je totiz jediny a ma cislo %n = 2k=1 takze po tahu 2¢~! se z n&j figurka (libovolnym
smérem) premisti do pasti.

Podobné strategie S(k — 2) za¢ina tahem 2%~2. To Tomovi bud zarué&i vyhru, nebo
se figurka dostane na vrchol s vys$sim stupném, tedy nutné na vrchol stupné k — 1. Proto
pokud po tahu 22 Tom pouzije strategii S(k — 1), uréité vyhraje, protoze S(k — 1) je
z definice vitézna strategie pro vrchol stupné k — 1.

Analogicky strategie S(k — 3) za¢ne tahem 2%~3. Tento tah Tomovi bud piinese
vyhru, nebo dostane figurku na vrchol stupné k — 1, anebo na vrchol stupné k£ — 2. Pro
obé tyto moznosti jiz sice ma Tom strategii, nevi vSak, ktera z nich nastala. Klicové
pozorovani je vsak toto:

Strategie S(k — 1) bud zafunguje, nebo nezméni stupenn vrcholu. Skute¢né, pokud
je figurka na vrcholu stupné k — 2, tj. na vrcholu s ¢islem tvaru 2¥=2¢ (kde ¢ je liché),
pak vrchol po provedeni strategie S(k — 1) (obsahujici pouze tah 2*~1) bude mit ¢islo
r = (2F72(q¢£2)),. Z vyjadieni 28=2(q42) = nr’ +r totiz vidime, ze 2¥=2 déli r (jelikoz
déli levou stranu uvedeného vztahu i n = 2%), zatimco 2¥~1 uz r nedéli (nebot ¢ & 2 je
liché), a to znamenad, Ze vrchol s ¢islem r ma stupen k — 2.

Diky tomu vidime, Ze po tahu 2¥~3, kterj nevedl k vitézstvi, ma vzdy smysl pouzit
strategii S(k — 1). Pokud je figurka na vrcholu stupné k — 1, je vitézna. V opacném
pfipadé je na vrcholu stupné k — 2, a to i po provedeni strategie S(k — 1), takze nasledné
provedeni strategie S(k — 2) zarudi, ze Tom figurku dostane do pasti.

Uvédomme si, Zze nase klicové pozorovani vychazi ze vseobecného faktu, ze pokud
je figurka na vrcholu stupné p, pak po provedeni tahu 27" kde p' > p, zlstane figurka
na vrcholu stupné p. To dokdzeme podobné: Je-li figurka na vrcholu s ¢islem 2Pq, kde
q je liché, pak po tahu 2¢ je na vrcholu s slem r = (2P(q + 21’/*7’))”, plati tedy
2P (q + 21’/_1’) = nr’ + r, takze 2P déli levou stranu a také n, z ¢ehoz plyne, ze déli i r,
avsak 2P*! nedéli levou stranu a déli n, proto nemiize délit , z éehoz uz plyne, ze r je
¢islo vrcholu stupné p.

Nyni jsme pfipraveni formalné popsat strategii S(p), kde p je dané celé ¢islo spliiujici
0 < p £ k — 1. Tuto strategii definujeme sestupnou matematickou indukei:

(i) S(k — 1) sestava z tahu 281,
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(ii) Pokud celé [ splituje 0 < [ < k—2, definujme, ze S(I) sestava z tahu 2! nasledovaného
tahy ze strategii S(k — 1), S(k —2),...,S(+1).

Vsimnéme si, Ze z této definice vyplyva, Ze strategie S(p) sestava pouze z taht
tvaru 2!, kde t = p. To miZzeme formalné dokizat sestupnou matematickou indukei:

Pokud p = k — 1, je tvrzeni zfejmé. Pfredpokladejme, ze je dané p takové, ze tvrzeni
plati pro ¢isla k — 1,k — 2,...,p + 1. Dokdzeme, ze pak plati i pro p. Strategie S(p)
sestava z tahu 2P (pro ktery dokazované tvrzeni ziejmé plati), a z taht ze strategii
S(k—1),S(k—2),...,S(p+1). Z indukéniho predpokladu mame, ze pro kazdé [ spliujici
k—1 =1 = p+1 strategie S(I) obsahuje pouze tahy tvaru 2!, kde t = [. JelikoZ | = p+1,
jet 2 p+1 = p. VSechny tyto tahy jsou tedy pozadovaného tvaru, coz dokazuje tvrzeni
pro p, ¢imz je dikaz indukci hotov.

Pripomenme nase pozorovani, které rika, ze pokud je figurka na vrcholu stupné p
a my udélame tah 2p/, kde p’ > p, bude figurka opét na vrcholu stupné p. Diky nému
dostavame, ze aplikovanim celé strategie S(p’), jez sestava pouze z pozadovanych tahi,
se tato skutecnost nezméni.

Diky tomu vidime, Ze strategie S(p) opravdu dostane figurku do pasti, pokud na
zacatku stoji na vrcholu stupné p. Formalné to dokazeme sestupnou matematickou in-
dukci:

Pro p = k — 1 jsme to zdivodnili uz predtim. Predpokladejme, Ze je cislo p je
takové, ze tvrzeni plati pro ¢isla k — 1,k — 2,...,p+ 1. Dokazeme, ze pak plati i pro p.
Predpokladejme, ze jsme na vrcholu stupné p. Po aplikovani prvniho tahu 2?7 je figurka
bud v pasti, nebo se dostane na vrchol stupné p’, kde p’ > p. V druhém piipadé strategie
S(k—1),S(k—2),...,5(p" + 1) nezméni fakt, ze jsme na vrcholu stupné p’, a nasledné
strategie S(p’) z indukéniho pfedpokladu zafunguje a dostane figurku do pasti. Ditkaz
indukci je tedy hotov.

Posledni krok, ktery zbyva, je definovat Tomovu findlni strategii. Ta bude sestavat
z postupného provedeni strategii S(k — 1), S(k —2),...,5(0). Nyni uz snadno zdivod-
nime, ze tato posloupnost strategii bude vzdy tspésna — je-li totiz figurka na zacatku
na vrcholu stupné h, pak strategie S(k — 1), S(k —2),...,S(h + 1) tento fakt nezméni
a nasledné zafunguje strategie S(h). Tim je ukoncena posledni ¢ast tlohy.

Zaver. Pro n, které je mocninou dvou, ma vyhravajici strategii Tom, pricemz ne-
musi vidét pozici figurky. Pro vSechna ostatni n ma vyhravajici strategii Jerry.

Poznamka. Kdyby Tom kromé toho, ze nevidi figurku, neznal ani ¢islo n, pak by
v pripadé, ze n je mocnina dvou, mohl i tak vyhrat v konecném case. Stacilo by mu
zkousSet postupné svou strategii pro vSechny mocniny dvou.

Pozndmka. Vratme se jesté k pifpadu, kdy n neni mocnina dvou, tj. je tvaru 2%,
kde [ > 1 je liché. Z naSeho TeSeni vyplyva, ze vSechny pocatecni pozice, pro které
Jerryho strategie nefunguje, jsou nasobky [. V téchto pozicich opravdu vyhrava Tom,
pricemz nemusi vidét pozici figurky — staci jiz popsanou strategii modifikovat tak, ze
vsude, kde je tah 2%, bude tah 2¢.

JINE RESENI. UkdZeme jiné feSeni v piipadech, kdy Tom vidi figurku. Ulohu si
muzeme preformulovat tak, ze hrajeme na celociselné ose, pficemz pasti jsou ¢isla déli-
telnd n (jina ¢isla nez celd v nasem feseni neuvazujeme). Cislo nazveme Spatné, pokud
existuje posloupnost tahi, kterd dostane na ném stojici figurku do pasti, at hraje Jerry
jakkoli. VSechna ostatni ¢isla nazveme dobrda. Z definice jsou vSechna ¢isla délitelnd n
Spatna.
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Uvédomme si, ze Jerry ma vyhravajici strategii, pravé kdyz existuje alespon jedno
dobré ¢islo a. V tom pripadé mu staci polozit figurku na né. Af uz Tom fekne jakékoli
¢islo, je alespon jedno z obou c¢isel, na které se figurka mtze premistit, dobré, protoze
v opacném piipadé by z definice Spatného cisla platilo, Ze ¢islo a je Spatné, coz je spor.
Pokud jsou naopak vSechna ¢isla Spatna, tak z jejich definice jsou vSechny mozné pozice
figurky pro Jerryho prohravajici.

Dale plati, ze pokud jsou dvé rtiznd ¢isla a a b $patné a ¢islo (a + b)/2 je celé, je
Spatné. Skuteéné, pokud je (a + b)/2 celé, maji ¢isla a a b stejnou paritu, takze i ¢islo
(b—a)/2 je celé. Tah (b—a)/2 dostane figurku z ¢isla (a+b)/2 na jedno z ¢isel a nebo b,
takze ¢islo (a+b)/2 je opravdu Spatné. Naopak je snadno vidét, ze pokud je ¢islo Spatné,
je to proto, ze je bud délitelné ¢islem n, nebo je aritmetickym primérem dvou Spatnych
¢isel. S témito pozorovanimi jiz svedeme popsat vSechna Spatna cisla.

Predpokladejme, ze n ma lichého délitele d vétsiho nez 1. Na zacatku jsou tedy
vSechna Spatnd ¢isla délitelnd d (protoze jde o ¢isla délitelnd n). Pokud méme dvé
Spatna ¢isla a a b délitelné d a jejich aritmeticky primeér je celé cislo, je i tento primér
délitelny d (jelikoZ d je liché). VSechna $patné ¢isla tedy museji byt délitelna d, proto
existuje n€jaké dobré ¢islo, tedy v tomto pripadé ma Jerry vyhravajici strategii.

V druhém piipadé je n = 2* pro néjaké pfirozené ¢islo k. DokaZeme, Ze v tomto
pripadé jsou vSechna celé ¢isla Spatna. Pouzijeme k tomu néasledujici aivahu: Pro vSechna
celd ¢isla a a pfirozena ¢isla [ plati, ze pokud jsou krajni body intervalu (a, a + 2!) $pat-
né, jsou i vSechna c¢isla tohoto intervalu Spatna. Toto tvrzeni dokdzeme matematickou
indukci podle [:

Pro ! = 1 méme interval (a, a+2). Jeho jediny vnitini bod a+1 je zfejmé priamérem
krajnich bodi, které jsou Spatné, takze i ¢islo a+1 je Spatné. Predpokladejme, ze tvrzeni
plati pro [ a vSechna cela a. Dokazeme, ze pak plati i pro [ + 1. Mame dokazat, ze
véechna ¢isla intervalu (a, a + 2*1) jsou $patnd. Protoze podle predpokladu jsou krajni
body $patné, je i stfed tohoto intervalu rovny a + 2! $patny. Interval se rozdélil na dva
podintervaly (a,a + 2') a (a + 2!, a + 2!*1). Na oba tyto intervaly viak miizeme pouzit
indukéni predpoklad. VSechny vnitini body téchto intervali jsou tedy Spatné, takze
i cely interval (a,a + 2'*1) je $patny. Tim je diikaz indukci hotov.

Nyni jiz sta¢i pouze aplikovat toto pomocné tvrzeni na intervaly (2%1,2%(1 + 1)),
kde [ je celé ¢islo. Jejich krajni body jsou §patné, protoZe to jsou nasobky n = 2%. Délka
téchto intervalil je mocnina dvou, takze nutné vSechna ¢isla téchto intervalt jsou Spatna.
Témito intervaly ale pokryvame vsechna cela cisla, tudiz dikaz, Zze vSechna cela cisla
jsou Spatna, je hotov.

Pozndmka. Strategii jsme v tomto feSeni popsali implicitné. D4 se vSak zpétné
odvodit. V prvnim pfipadé sta¢i kazdé dvojici (a,b), kde a je dobré ¢islo a b je libovolné,
pritadit takovy Jerryho tah, pfi némz figurka skon¢i na dobrém c¢isle. V druhém ptipadé
je tfeba pro kazdé Spatné Cislo poznamenat tah, ktery ji dostane na Spatna cisla, kvili
nimz je Spatné (zminovany tah (b—a)/2 v feseni). Je vidét, ze takto explicitné popsané
strategie jsou stejné jako strategie z predchoziho reseni.

Poznamka. Podobné jako v predeslém feSeni lze i zde pomoci predvedenych tvah
popsat, jak vypada situace pro vSechny mozné pocatecni pozice figurky. V kontextu
tohoto feseni to znamend pro obecné n popsat vSechna dobra cisla. Zkombinovanim
tvah z FeSeni se da dokazat, Ze pokud n = 2¥1, kde [ je liché ¢islo, jsou dobra prdvé ta
¢isla, ktera nejsou nasobky (.
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NAVODNE A DoOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

Nb5.

D1.

D2.

D3.

D4.

Vyfeste tlohu pro licha ¢isla n. [V tomto pfipadé vzdy vyhrava Jerry, protoze se nikdy
neocitne na policku, které je z obou stran stejné vzdalené od pasti, takze vzdy jeden
z jeho dvou tahii nevede do pasti.]

Dokazte, ze bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze Tom voli pouze cisla
nejvyse rovnd n/2. [V prvé fadé Tomovi staéi volit éisla nejvyse rovna n, protoze ¢isla
a, a + n ziejmé maji stejny efekt. Rovnéz je vidét, ze i ¢isla a, n — a maji stejny
efekt. Tomovi tedy stac¢i volit vZdy mens§i ¢islo z dvojice a, n — a. To je zfejmé nejvyse
rovno n/2.]

Vyfeste tlohu pro n = 6. [O¢islujme vrcholy 0,1,...,5 tak, ze 0 je past. Figurka nikdy
nemuze byt na vrcholu s ¢islem 3, protoze tahem 3 by nutné skoncila v pasti. Podle
ulohy N2 staci predpokladat, ze Tom tika jen cisla 1, 2, 3. Uvédomte si, Ze pro kazdy
ze zbyvajicich vrcholt 1, 2, 4, 5 a pro kazdé Tomem zadané cislo 1, 2, 3 mize Jerry
udélat tah, ze figurka neskonéi na vrcholech s &isly 3 a 6, takZze nemize prohrét.]
Vyfeste tlohu pro n = 4. [Oéislujme vrcholy jako v tloze N3. Rozdélme si vrcholy, jez
nejsou pastmi, do dvou skupin A = {2} a B = {1, 3}. Pokud je figurka ve skupiné A,
Tom tahem 2 vyhraje. Pokud je figurka ve skupiné B, vyhraje bud tahem 1, nebo ji
dostane do skupiny A, kde vyhraje tahem 2. Pokud by nevidél pozici figurky, vyzkousi
nejprve tah 2. Timto tahem bud vyhraje, nebo bude figurka ve skupiné B, kde zlstane
i po tomto tahu. Tehdy mu staci pouzit strategii pro skupinu B, tj. fici ¢isla 1, 2. Finalni
strategie v pfipadé, ze nevidi figurku, je tudiz 2, 1, 2.]

Tom zvoli k dané hie (pfi které na hraci desku s n-tthelnikem vidi) jednoduchou stra-
tegii: v kazdém kroku fekne takové Cislo mensi nez n, pfi kterém se nasledné figurka
ocitne v pasti, posune-li ji Jerry proti sméru chodu hodinovych rucicek. Ukazte, ze Tom
zaruéené vyhraje v pfipadé n = 8. [Vypisujte postupné polohy figurky od vitézného
konce, a ukazte, Ze takto dostanete vSechny mozné vychozi polohy figurky. Dokazete
objevit, kterd dalsi n budou mit stejnou vlastnost?]

Jak se zméni odpovéd v tloze, mé-li Tom zakazanou koneénou mnozinu éisel, tj. nesmi
je Fici? [Odpovéd se nezméni. Pokud Tom pouzivi ve své strategii zakdzané éislo a,
staci ho nahradit ¢islem a + kn pro néjaké prirozené k. Jelikoz je zakazano konecné
mnoho c¢isel, néjaké cislo tohoto tvaru zakazano nebude. Takovou vymeénu provedeme
se vSemi zakdzanymi &isly, kterd se mohou v jeho strategii vyskytnout.]

Jak se zméni odpovéd, pokud Tom nevidi figurku a zdroven nezné ¢islo n? [Odpoved
se nezméni.]

Jak se zméni odpovéd v pfipadé, Ze figurka je na zacatku poloZena na néjakém kon-
krétnim policku?

Ctyti pohdry jsou umistény do rohtl étvercového ticu. Kazdy je umistén dnem vzhiiru
nebo dnem dold. Slepd osoba je posazena pred tdc a mé za kol pfevracet pohary
tak, aby byly vSechny otoceny stejnym smérem. Pohary jsou prevraceny nasledujicim
zpusobem: V jednom tahu mohou byt uchopeny libovolné dva pohary, pficemz osoba
citi jejich orientaci a mtze bud néktery z nich otodit opa¢nym smérem, nebo oba z nich,
anebo zadny. Nasledné je tiac otoCen o celoéiselny néasobek thlu 90°. Jak ma osoba
postupovat pfi pfevraceni? [https://en.wikipedia.org/wiki/Four_glasses_puzzle]
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