68. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni Casti skolniho kola kategorie A

1. Najdéte vSechna prvodéisla p, g takova, Ze rovnice 22 4 px + g = 0 m4 alesponi jeden
celo¢iselny kofen. (Patrik Bak)

2. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC, v némz |AB| < |AC|. Na poloptimkach AB,
AC lezi po fadé body D, E takové, ze |AD| = |AC| a |AE| = |AB]|. Sestrojme
v bodé D kolmici k AD, v bodé E kolmici k AE a jejich prusecik ozna¢me F.
Dokazte, ze AF 1 BC. (Patrik Bak)

3. Upravou prirozeného ¢isla nazveme nasledujici operaci: je-li ¢islo sudé, vydélime je
dvéma,; je-li liché, ptripoc¢teme k nému c¢islo 3. Urcete vSechna prirozena cisla, ze
kterych dostaneme po nékolika tpravach za sebou ¢islo 1. (Jan Mazdk)

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie A se kona
v utery 11. prosince 2018

tak, aby zacala nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na feseni tloh 4 hodiny ¢istého casu. Za kazdou
ulohu muiize soutézici ziskat 6 bodi, GspésSnym resitelem je
ten zak, ktery ziska 10 bodd nebo vice. Povolené pomiicky
jsou psaci a rysovaci potieby a skolni MF tabulky. Kalku-
latory, notebooky ani zadné jiné elektronické pomucky do-
voleny nejsou. Tyto udaje se zaktim sdéli pred zahajenim
soutéze.



68. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni ¢4sti $kolniho kola kategorie A

1. Oznac¢me 1, o ne nutné rizné koreny dané rovnice. Podle Vietovych vzorct
plati x1 + xo = —p a x1x9 = q. Z prvniho z téchto vztaht vidime, Zze pokud je jeden
z korenti rovnice celoc¢iselny, musi byt celociselny i ten druhy. Obé ¢isla z1, x5 jsou tedy
celd a jejich soucin je roven prvocislu g. To se da rozlozit na soucin dvou celych cisel
jen jako ¢ - 1 nebo (—¢q) - (—1). V prvnim pfipadé je vztah x; + zo = —p ekvivalentni
s rovnici p+q+1 = 0, v druhém s rovnici p — ¢ = 1. Prvni rovnice nem4 fesSeni, protoze
na jeji levé strané je kladné ¢islo. Druhd rovnice ma jediné feseni (p,q) = (3,2), nebot
p > q a prvocisla p, ¢ maji nutné riiznou paritu, z ¢ehoz hned plyne ¢ = 2, a tedy p = 3.
Této dvojici odpovida rovnice x? + 3z + 2 = 0, kterd ma celociselné kofeny —1 a —2.
Tim je tloha vyresena.

Poznamka. Zkouska v tomto TeSeni neni nutna. Pokud totiz cisla z1, xo splnuji
vztahy z1 +x2 = —p a 122 = ¢, je dobfe znadmo, Ze jde o koieny rovnice 22 +px+q =0
(plyne to z rozkladu 2% + px + ¢ = (x — z1)(z — 12)).

Jiné feSeni. Oznacme a celo¢iselny kofen dané rovnice. Plati tedy a? 4 pa+q = 0.
Vidime, 7Ze a déli prvni dva s¢itance na levé strané, proto nutné déli i ¢q. Protoze ¢ je
prvodislo, je a € {1, +q}. Tyto ¢tyfi moznosti postupné rozebereme:

> Pro a = —1 méme p — g = 1, takze (p,q) = (3,2).

> Pro a =1 mame p + q+ 1 = 0, coz nemiize platit.

> Pro a = ¢ mame ¢ + pq + q = 0, coz po vydéleni kladnym ¢ vede na ¢ +p+1 = 0.
Stejnou rovnici jsme uz dostali pfedtim.

> Pro a = —¢ mame ¢2 — pg + g = 0 a po vydéleni ¢ dostdvidme p — ¢ = 1, coZ je
rovnice, kterou jsme jiz resili.
Jediné mozné feseni je (p,q) = (3,2). Snadno se presvéd¢ime, Ze tato dvojice

opravdu vyhovuje zadani.

Jiné FeSeni. Aby méla rovnice 22 + px + q¢ = 0 celociselny kofen, musi byt jeji
diskriminant D = p? — 4¢ nutné druhou mocninou neziaporného celého &isla — oznacéme
je a. Potom plati p? — 4¢ = a2, coz miizeme napsat jako (p — a)(p + a) = 4q. Jelikoz
4g > 0ap+a > 0,jenutné p—a > 0. Cislo 4q je tedy rozlozeno na souéin dvou
kladnych celych ¢isel p —a < p + a. Tato dvé ¢isla maji pfitom stejnou paritu, protoze
jejich soucet 2p je sudy. Jelikoz i jejich soucin 4q je sudy, jsou nutné obé suda. Pokud
ozna¢ime p—a =2k ap+a=2,bude 0 < k <l akl=q,takze nutné k =1 al = gq.
Plati tedy p—a = 2 a p+a = 2q, z ¢ehoz odvodime rovnici ¢ = p— 1. Déle postupujeme
jako v predeslych feSenich.

Pozndmka. Po napsani rovnice (p—a)(p+a) = 4q je mozné postupovat i pfimocareji:
Nejprve vypiseme vSechny rozklady cisla 4¢ na soucin dvou kladnych ¢isel, a sice 1 - 4q,
2-2q,4-q (v pfipadé ¢ = 2 jsou posledni dva rozklady totozné), a rozebereme jednotlivé
pripady:

> Pro rozklad 1-4q mame diky nerovnosti 1 < 4¢q soustavu p —a =1, p+a = 4q. Po
seCteni obou rovnic dostavame 2p = 4q + 1, coz nemuze nastat, nebot leva strana
rovnice je suda, zatimco prava je licha.

> Podobné pro rozklad 2 - 2¢ mame z 2 < 2q soustavu p — a = 2, p + a = 2q, coz po
seCteni rovnic a déleni dvéma vede na znamou rovnici p = ¢ + 1.

> V pripadé rozkladu 4 - ¢ nemusime fesit pripad g = 2, jelikoz ten je zahrnut v pted-
chozim pripadé. Pro ¢ = 3 médme p — a = 3, p+ a = 4, coz nemé celociselné reseni.



Pro ¢ = 5 pak médme p —a = 4 a p+ a = ¢, coz po seCteni vede na 2p = 4 + q.
Leva strana rovnice je suda, a tedy i prava, takze i prvocislo g je sudé, co nemiize
nastat, nebof jsme predpokladali ¢ = 5.

Jiné FeSeni. Oznacme a celoéiselny kofen dané rovnice. Plati tedy a? +pa+q = 0.

Rozbereme pripady podle parity prvocisel p a ¢:

>

>

>

Pokud jsou obé p, ¢ lich4, nemiize byt ¢islo a liché, jinak by bylo a? + pa + ¢ liché.
Proto je a sudé, a tedy a? + pa je sudé, takze nutné i ¢ je sudé, coz je spor.
Pokud p = 2, dostavame rovnici a? + 2a + ¢ = 0, kterou napiSeme jako (a + 1)? +
+ (¢ — 1) = 0. Vidime, Ze leva strana rovnice je kladné, proto v tomto pfipadé
nemame Tfeseni.

Pokud ¢ = 2, mame a? + pa + 2 = 0. Vidime, Ze a je nutné délitelem &isla 2, coz
vede na pripady a € {—1,—-2,1,2}. Pfezkoumanim jednotlivych pfipad najdeme

jedinou moznost p = 3. Zkouskou se presvédéime, ze dvojice (p, q) = (3,2) opravdu

vyhovuje.

Pozndmka. Toto feseni je podobné druhému feseni, avsak nedostava se explicitné

k rovnicim p—q = 1 resp. p+q+1 = 0. Nékteré jeho c¢asti se daji modifikovat tak, ze se
priblizi k druhému feseni: Napftiklad v druhém ptipadé lze namisto ipravy na Ctverec
pouzit Gvahu o délitelnosti pro nalezeni a € {—1,1,q,—q}, coZ vede na ¢tyfi rovnice
o jedné neznamé q.
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>

Za Uplné feseni udé€lte 6 bodu.
Obecné poznamky:

. Pfi feseni rovnice p — ¢ = 1 akceptujte i konstatovani, ze jedind dvé prvocisla lisici se o 1 jsou 2

a 3, pripadné€ jiné ekvivalentni formulace, jako napiiklad Ze kazda jind dvé prvocisla se lisi alesponi
o 2. Neakceptujte vsak, pokud nékdo bez jakéhokoli zdiivodnéni napise, ze z této rovnice nutné
plyne p = 3 a ¢ = 2, aniz pfipomene, ze jde o dvé prvocisla.

Pokud se fesitel nijak nezmini o zkousce, resp. zpétné nevytesi rovnici 2 + 3z + 2 = 0, strhnéte
bod. Pokud korektnim zpisobem zdlvodni, ze zkouska neni nutna (coz se d4 v prvnim FeSeni),
tak bod nestrhavejte.

Za uhodnuti feseni udélte 1 bod.

Pokud fesitel pfezkouma kone¢né mnoho dvojic (p, ¢), mize dostat maximélné 1 bod (za tu dvojici,
kterd je feSenim).

Dil¢i body za jednotliva feseni se nescitaji.

Reseni 1.

1 bod] Zapsani obou Vietovych vzorca.

1 bod] Zdivodnéni, ze oba ne nutné rizné koreny jsou celociselné.

1 bod] Vypsani moznosti pro {z1,z2} na zdkladé vztahu z1z2 = q.

1 bod] Vysetfeni pfipadu {z1,z2} = {¢, 1} vedouciho na rovnici p+¢+1=0.

[1 bod] Vysetfeni pfipadu {z1,x2} = {—¢, —1} vedouciho na rovnici p — g = 1 (viz prvni obecnou
poznamku).

[1 bod] Ovéfeni, ze dvojice p = 3, ¢ = 2 opravdu vyhovuje (viz druhou obecnou pozndmku).
Netplné feseni: V pripadé, ze fesitel zapomene na jeden z moznych rozkladu z1x2, udélte nejvyse

4 body.
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Reseni 2.

[2 body] Odvozeni, ze dany celodiselny kofen je délitelem gq.

[1 bod] Vypsani vSech moznosti pro hodnoty tohoto délitele.

[1 bod] VySetfeni pfipadi a = —1 resp. a = —¢ (vedoucich na stejnou rovnici p — ¢ = 1, viz prvni
obecnou poznamku).

[1 bod] VySetfeni pfipadi a = 1 resp. a = q (vedoucich na stejnou rovnici p 4+ g+ 1 = 0).

[1 bod] Ovéfeni, ze dvojice p = 3, ¢ = 2 opravdu vyhovuje (viz druhou obecnou pozndmku).
Netplné feseni: V pfipadé, ze Fesitel zapomene vysetfit nékteré délitele éisla g (napfiklad zaporné),

udélte nejvyse 4 body.

>

>
>

Reseni 3.

[1 bod] Uvédomeéni si, ze diskriminant musi byt druhd mocnina celého ¢isla (stac¢i konstatovani,
nebo napsani rovnice p? — 4q = az).

[1 bod] Pfepséani zkoumané rovnice do tvaru (p — a)(p + a) = 4q.

[1 bod] Vypsani vSech moznych rozkladt omezenych pfipadnymi tivahami jako rozliSeni, ktery
z Ginitell je vétsi; uvédomeéni si, ze staci uvazovat kladné cinitele... (viz pozndmku).
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[1 bod] Vyfteseni rozkladu p—a = 2, p+a = 2q, ktery vede na rovnici p—q = 1 (viz prvni obecnou

poznamku).

> [1 bod] Vyloudeni vSech ostatnich rozklada. Tento bod je implicitné udélen i v p¥ipadé, kdy se
tesitel sikovné vyhne jakymkoli dal§im rozkladéim podobné jako ve vzorovém feSeni.

> [1 bod] Ovéfeni, ze dvojice p = 3, ¢ = 2 opravdu vyhovuje (viz druhou obecnou poznamku).
Neuplné teseni.

> V pripadé, ze fesitel vypise vSechny rozklady 4q, ale nezdtivodni (nebo nekorektné vyseti) poradi

Ciniteld, strhnéte nejvyse 1 bod. Pokud vSak neuvede vsechny rozklady 4q, udé€lte nejvyse 4 body.

Reseni 4.

[2 body] Uplné vyieseni ptipadu, kdy p, q jsou licha. P¥i mensi chybé strhnéte 1 bod.

[1 bod] Vyfeseni pfipadu p = 2, napf. pomoci kladnosti jako ve vzorovém feseni nebo délitelnosti

(viz pozndmku).

[2 body] Vyfeseni pfipadu ¢ = 2. Za mensi chyby (napf. zapomenut{ déliteld) strhnéte 1 bod.

[1 bod] Ovéfeni, ze dvojice p = 3, ¢ = 2 opravdu vyhovuje (viz druhou obecnou pozndmku).
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2. 7 predpokladu |AB| < |AC| vyplyva, ze bod D lezi na polopfimce opacéné
k BA, zatimco bod E lezi uvnitt tsecky AC. Trojuhelniky ABC, AED jsou shodné
podle véty sus, nebot se shoduji v thlu pfi vrcholu A a |AB| = |AE| a |AC| = |AD|,
jak plyne z definice bod D a E. Z této shodnosti mame | < AED| = | ABC| = < 90°,
nebot trojuhelnik ABC' je dle predpokladu ostrothly. To diky rovnosti [<AEF| = 90°
znamend, ze |XDEF| = 90° — 3 (obr.1). Ctyfahelnik DFEA je tétivovy, protoze oba
jeho thly pti vrcholech D a FE jsou pravé. Pro obvodové tihly nad tétivou DF' tak mame
|xDAF| = |xDEF| = 90° — B. Oznacime-li P prusecik AF a BC, bude v trojthel-
niku ABP platit |[<PBA| = a |xBAP| = |xDAF| =90° — 3, takze |[<xAPB| = 90°
neboli AF 1 BC.

Pozndmka. Reseni se da riiznym zptisobem modifikovat pfedefinovanim bodi, napi.
tak, ze bod F’ definujeme jako prusecik kolmice z A na BC a D na AD, a pomoci thli

dokdzeme, ze AE 1 EF’. Takové predefinovani je u podobnych tloh ¢asto nezbytné —
uvedené tfeseni vSak ukazuje, ze v tomto pripadé tomu tak neni.

A

Obr. 1 Obr. 2

Jiné reseni. Ozna¢me P kolmy primét bodu F' na BC. Konvexni ¢tyfuhelniky
BDFP a CEPF jsou tétivové diky pravym thltim pfi vrcholech D, P a E. Tétivovy je
i ¢tyithelnik BDCE (obr.2), nebot jde o rovnoramenny lichobéznik, a to z dtivodu, ze
osy jeho stran BE a CD splyvaji s osou tthlu BAC. Chordaly dvojic kruznic opsanych
ctytuhelnikim BDFP, CEPF a BDCE jsou ptimky BD, CE, PF, takze prochazeji
jednim bodem, coz znamené, ze body A, P, F' jsou kolinearni, odkud uz plyne AF' | BC.



Poznamka. Abychom se vyhnuli pojmu chorddla, mizeme uvedeny postup modi-
fikovat nasledovné: Ozna¢me P’ kolmy primét A na BC a F’ prusecéik AP’ a kol-
mice z D na AD. Body B, D, F’', P’ lezi diky pravym thlim na kruZnici a na
kruznici, jak uz vime, lezi i body B, C, D, E. Pro mocnost bodu A tak mame
|AP'| - |AF'| = |AB| - |AD| = |AE| - |AC|, coz znamen4, ze i body P’, F', E, C lezi na
kruznici, takze z |<F'P'C| = 90° dostavame | F'EC| = 90°, odkud jiz plyne F' = F’
a P =P.

Jiné feSeni. Ctyithelnik ADFE ma pravé ahly pii vrcholech D, E, takze jeho
vrcholy lezi na kruznici s primérem AF', ktery tudiz prochazi stfedem kruznice opsané
trojuhelniku ADE. Ozna¢me t kolmici k pfimce DFE prochazejici bodem A (obr. 3).
Podle ulohy D4 k 2. tloze domaciho kola dostavame, Ze piimky AF a t jsou soumeérné
sdruzené podle osy o thlu BAC' (jsou vzhledem k tomuto thlu izogonalni). Pfimka DFE
se pritom v této osové soumeérnosti zobrazuje na primku CB, takze z ¢t | DFE hned
dostavame AF 1 BC.

A

F/
Obr. 3 Obr. 4

Jiné Feseni. Oznacme P kolmy primét vrcholu A na stranu BC a F' prisecik
polopiimky AP s kolmici z bodu D na AD (obr.4). Ve ¢tyfuhelniku DBPF”’ jsou uhly
pii vrcholech D a P pravé a |[<xDBP| = 180° — 3, takze |XPF'D| = |xAF'D| = .
Z pravouhlého trojuhelniku AF'D tak mame |AF’| = |AD|/sinf = b/sin 5. Pokud
definujeme F” jako prisecik polopfimky AP s kolmici z E na AFE, dostaneme ob-
dobné |AF"| = ¢/sin~y. Ze sinové véty pro trojuhelnik ABC' vSak méame b/sin 3 =
= ¢/ sin~, takze |AF'| = |AF"|. Protoze polopfimky AF’ a AF" jsou totozné, je nutné
F'=F'=F.

Za Uplné feseni udé€lte 6 bodu.
Obecné poznamky:

1. Pokud chybi slovni popis polohy bodd D a E, body nestrhavejte.

2. V pripadé feseni pouzivajiciho analytickou geometrii udélte 6 bodi, pokud je spravné, a 0 bodu
v pripadé, ze je chybné nebo nedokoncené.

3. Dil¢i body za jednotliva feseni se nescitaji.
Reseni 1.

> [1 bod] Za dikaz shodnosti trojuhelniki ABC a AED.

> [1 bod] Za dtikaz tétivovosti ¢tyfthelniku ADFE.

> [1 bod] Za vyjadieni velikosti thlu DAF (¢ DFA) pomoci Ghlu 8, nebo thlu EAF (¢ EFA)
pomoci thlu ~.

> [2 body] Za vyuziti rovnosti obvodovych thlt v kruznici nad primérem AF.



> [1 bod] Za dokonéeni feseni, tj. vypocet potvrzujici pravy uhel pfi bodu P.
V pfipadg, ze fesitel nové vymezi bod F (viz pozndmku k 1. feseni), je tfeba uzpusobit schéma
jiné definici.
Netplné feseni: Udélte nejvyse 3 body (prvni body zminéné v bodovacim schématu).
Reseni 2.
> [1 bod] Za dukaz, ze body B, C, D, E lezi na kruznici (napt. konstatovanim, Ze tvori rovnoramenny
lichobéznik).
> [2 body] Za diikaz, ze body D, F, P, B resp. C, F, P, E lezi na kruznici. Tyto body udélte, jen kdyz
je jasné, ze bod P je definovan jako kolmy prumét bodu F na BC. V ptipadé zminky pouze jedné
z téchto ¢tveric udélte 1 bod.
> [3 body] Za dokonéeni feSeni, tj. pouziti chordal t¥i kruznic.
V pfipadg, ze fesitel nové vymezi bod F (viz pozndmku k 2. feseni), je tfeba uzpusobit schéma
tomuto predefinovani.
Netplné reseni: Udé&lte nejvyse 3 body (prvni body zminéné v bodovacim schématu).
Reseni 3.
> [1 bod] Za tvrzeni, ze body D, E jsou obrazy bodt C, B v osové soumérnosti podle o.
[2 body] Za explicitni uvazovani pfimky ¢, tj. kolmice z A na DE.
> [3 body] Za dokonceni FeSeni, tj. pouziti tvrzeni o izogonalité AF a t v kombinaci se soumérnou
sdruzenosti pfimek DFE a BC.
Netplné feseni: Udélte nejvyse 3 body (prvni body zminéné v bodovacim schématu).
Reseni 4.
> [2 body] Za vyjadieni velikosti isecky AF’ pouze pomoci prvki trojihelniku ABC, pficemz musi
byt jasné, ze bod F byl pfedefinovan na F’ a jakym zptisobem.
> [4 body] Za dokonceni feSeni, tj. dalsi vypocty vedouci k dtikazu, ze F’ = F (viz vzorové feseni).
Netiplné tfeseni: Udélte nejvyse 2 body zminéné v bodovacim schématu.

v

3. Necht a > 1 je pfirozené ¢islo. Pokud je sudé, dostaneme provedenim tpravy %a.
Pokud je liché, dostaneme po tupravé a + 3, coz je sudé cislo, takze v dalsim kroku
dostaneme %(a + 3). Diky pfedpokladu a > 1 plati %a < a, a pokud je a > 3, bude
i %((H—S) < a. To dokazuje, ze kazdé ¢islo a > 1 kromé a = 3 se po nejvyse dvou upravach
zmensi. Z kazdého ¢isla vétsiho nez 1 tedy po kone¢ném poctu kroki dostaneme 1 nebo 3.
7Z cisla 1 dostaneme postupné 4, 2 a opét 1, z ¢isla 3 nejdrive 6 a pak opét 3. Shrnutim
dochézime k zavéru, ze k jednomu ze dvou ,zacykleni“ z predchozi véty nakonec dojde
pro kazdé vychozi ¢islo a = 1.

Dale si vSimnéme, ze nase uprava zachovava délitelnost ¢islem 3. Protoze z ¢isla a
dostavame bud a + 3, nebo %a, je ¢islo po upravé délitelné tremi, praveé kdyz je tfemi
délitelné cislo pred tpravou. Odtud hned plyne, ze pokud jsme na zacatku méli cislo
délitelné tremi, tak se tato délitelnost tfemi zachova, takze nikdy nemtzeme dostat 1.
Ve skute¢nosti se (podle prvniho odstavce) dostaneme k ¢islu 3.

Pokud naopak na zacatku mame cislo, jez tfemi délitelné neni, tak nemiizeme dojit
k ¢islu 3, proto dojdeme k ¢islu 1.

Zaver je, ze vyhovuji vSechna ptirozena cisla, kterd nejsou délitelna tremi.

Pozndmka 1. ReSeni miizeme formalizovat pomoci matematické indukce. Chceme
dokazat, ze 1 lze dostat pravé z cisel nedélitelnych tifemi. Nejprve tvrzeni ovérime pro 2
a 3. Necht n > 3, budeme predpokladat, Ze tvrzeni plati pro vSechna ¢isla mensi nez n.
Po nejvyse dvou krocich dostaneme c¢islo mensi nez n, které je délitelné tfemi, prave
kdyz je tfemi délitelné n, takze pouzitim indukéniho predpokladu dikaz dokoncime.

Pozndmka 2. Zajemctim doporuc¢ujeme podivat se na 1. ilohu z MMO 2017%, ktera
se této uloze velmi podoba.
Za Uplné feseni udélte 6 bodu.
Uplné fedeni:
> [2 body] Diikaz, Ze kazdé &islo @ > 1 kromé a = 3 se po nejvyse dvou krocich zmensi. (1)

1 http://www.matematickaolympiada.cz/media/3528728/mmo58.pdf
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[1 bod] Konstatovani, ze v disledku (1) se kazdé ¢islo po koneéném poctu krokti zméni na 1
nebo 3. (2)

[1 bod] Ditkaz, ze Gprava &isla zachovava délitelnost tfemi neboli ze &islo pied tpravou je délitelné
tfemi, pravé kdyz je tiemi délitelné ¢islo po tpravé. (3)

Tolerujte, je-li tato ekvivalence zapsana pouze jako implikace.

[1 bod] Zminka, ze v disledku (3) jsme ¢islo 3 mohli ziskat pouze z ¢isla délitelného tfemi. (4)

[1 bod] Ditkkaz pomoci (2) a (4), ze z ¢isel nedélitelnych tfemi vzdy dostaneme 1.

Netplné feseni:

Za provéfeni koneéného poctu c¢isel nedavejte zadny bod.

Pokud resitel napise argument typu ,Cisla se postupné zmensuji“, udélte 2 body pouze v pripadé,
kdy jeho vyjadreni explicitné obsahuje, ze se tak déje po nejvyse dvou krocich — jinak udélte jen
1 bod.

Pokud fesitel neovéri, ze pro a = 1 dostane po dvou krocich opét ¢islo 1, body nestrhavejte.

Za spravnou odpovéd jako nezdiivodnénou hypotézu udélte 1 bod.

Céasteénym fesenim, kterd nijak nevyuzivaji délitelnost tfemi, udélte nejvyse 3 body (jak je zmi-
néno v predeslych bodech).



