68. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni &4sti $kolniho kola kategorie B

1. V jednom kroku aktuélni ptirozené ¢islo k zvétsime bud na sudé ¢islo m = 2k,
nebo na liché ¢islo m = 2k + 1. Podle parity nového cisla m tak mtzeme rekonstruovat
predchozi ¢islo k: bud & = m/2, nebo k = (m — 1)/2 — podle toho, zda m je sudé
¢i liché.

Liché ¢islo 2019 se tedy na tabuli objevi jediné po ¢isle (2019 — 1)/2 = 10009.
Protoze je to opét ¢islo liché, po dvou krocich se dostaneme k cilovému ¢islu 2 019 pouze
z Cisla (1009 — 1)/2 = 504. To je ¢islo sudé, takze po tfech krocich dostaneme 2019 jen
z Cisla 504 : 2 = 252, atd. Cely postup urcovani vSech vyhovujicich ¢isel od kone¢ného
2019 vede k nésledujicimu vysledku:

2019+ 1009« 504 < 252+ 126+ 63+ 31+ 15+ 7+ 3« 1.

(Cislo 1 je nejmensi piirozené &islo, takze dale nepokracujeme.)
Odpovéd. Takovych pocéatecnich hodnot ¢isla n je deset (jsou to 1, 3, 7, 15, 31, 63,
126, 252, 504 a 1009).

Jiné reseni. Budeme-li ¢isla na tabuli zapisovat ve dvojkové soustavé, spociva
kazdé uprava aktualniho ¢isla n v tom, ze ho viibec nemusime mazat, nybrz pouze k jeho
zapisu pripsat zprava bud nulu (zména n na 2n), nebo jednicku (zména n na 2n + 1).
Cislo 2019 tedy dostaneme po urcitém poétu krokt pravé z takovych ¢isel, jejichz dvoj-
kovy zapis je tvoren skupinou nékolika prvnich ¢islic dvojkového zéapisu cisla 2019.
Protoze 219 = 1024 < 2019 < 2048 = 2'', m4 dvojkovy zapis &isla 2019 pravé 11 éislic,
takze existuje celkem 10 pocatecnich ¢isel n, z nichz po jednom ¢i vice krocich dostaneme
¢islo 2019. (Nejmensi z téchto cisel je ¢islo 1, které odpovida prvni ¢islici dvojkového
zapisu ¢isla 2019, na ostatnich devét ¢isel se zadani tlohy nepté.)

Poznamka. Samotny zapis ¢isla 2019 v dvojkové soustavé nas nezajima, ostatné jej
obvykle hledame pravé posloupnosti iprav popsanou v prvnim feseni. Tak dvojkovy
zapis 11111100011 c¢isla 2019 dostaneme, kdyz v ziskané skupiné ¢isel 1,3,7,...,1009,
2019 zaménime kazdé liché ¢islo jednickou a kazdé sudé ¢islo nulou.

Za Uplné feseni udélte 6 bodd, z toho 4 body za obecné zdivodnéni, ze kazdé pfedchozi ¢islo je urceno
¢islem nasledujicim, 1 bod za nalezeni vSech ¢isel az po jednotku a 1 bod za formulaci spravného zavéru.

Obecny popis z prvniho odstavce feSeni neni nutny (stejné jako zdvére¢na poznamka o nejmensim
pfirozeném ¢isle 1), fesitel muze zpétny postup rovnou zaéit uréenim &isla 1009 z ¢éisla 2 009 a pokracovat
dale. Pokud vsak pfi postupnych vypoctech ¢isel udéla numerickou chybu, vice nez 4 body neudélujte.
Pokud ucini vice chyb, dejte nejvyse 3 body. Za feSeni, kterd nasla 1009, ale nepokracovala v hledani
dalsich ¢isel, udélte 1 bod.

V pripadé druhého feseni dejte po 1 bodu za popis chovani operace X2 a za popis chovani operace
X2 4+ 1 ve dvojkové soustaveé. Dalsi 2 body za vysvétleni, ktera cisla odpovidaji hledanym, 1 bod za
nalezeni poétu ¢islic ¢isla 2019 ve dvojkové soustavé (bud odhadem nebo ruénim pievodem) a konecné
1 bod za samotny zaver.

2. Trojmistné &islo n = abe mé pozadovanou vlastnost, pravé kdyz jeho éslice a,
b, ¢ splnuji rovnici
100a + 10b + ¢ = (10a + c)b*. (1)

Protoze c¢islice b v ni méa nejslozitéjsi zastoupeni, probereme postupné jeji mozné
hodnoty.



Pfedné si povSimneme, Ze nemuze byt b € {0,1} (pro takové éislice by prava
strana (1) nebyla trojmistnym ¢islem). Protoze a = 1, nemtze byt anib € {5,6,7,8,9} —
pro takové ¢islice by prava strana byla alespon 250a, zatimco leva strana (1) je vzdy
mensi nez 100a + 100 < 200a. Zbyva ndm proto probrat hodnoty b € {2,3,4}.

Pro b = 2 ptejde (1) v rovnici 100a 4 20 + ¢ = 40a + 4c neboli 20 = 3(¢ — 20a),
coz je vylou¢eno, nebot 20 neni nasobkem t¥i (navic ¢ — 20a < 0 diky tomu, Ze a = 1
ac<09).

Pro b = 3 ptejde (1) v rovnici 100a + 30 + ¢ = 90a + 9¢ neboli 5(a + 3) = 4c¢, coz
znamena, zZe c je nenulova cislice délitelna péti, tedy ¢ = 5, a tak a = 1. Nasli jsme feseni
n = 135 (zkouska neni nutna).

Pro b = 4 prejde (1) v rovnici 100a + 40 4+ ¢ = 160a + 16¢ neboli 40 = 3(20a + 5¢),
coz je vylouceno, nebot 40 neni nasobkem tii (navic je 3(20a + 5¢) = 60).

Odpovéd. Vyhovuje jediné ¢islo 135.

Za uplné feseni udélte 6 bodii, z toho 1 bod za sestaveni rovnice, 1 bod za vyloudeni b < 1, 1 bod za

vylou¢eni b = 5, 1 bod za vyloudeni b = 2, 1 bod za vylouceni b = 4, 1 bod za vyieseni b = 3 a nalezeni
¢isla 135. V pripadé neuplného reseni udélte 1 bod za uhodnuti reseni.

3. Protoze druhy z trojuhelnikit AEC a CBD je podle zadani rovnoramenny
s hlavnim vrcholem B, ukdZeme v prvni ¢asti feSeni, Ze i prvni trojuhelnik AEC je
rovnoramenny s hlavnim vrcholem F.

Protoze bod E lezi na ose thlu ABD, maji jednak oba thly ABE a DBE stejnou
velikost, kterou ozna¢ime « (obr. 1), jednak plati |EC| = |ED|. Usecka DE je viak
shodnéa i s useckou AFE, nebof jim obéma jako tétivam kruZnice k odpovidaji shodné
obvodové tihly « s vrcholem B.! Dohromady dostivame, ze i usecky AE a CE jsou
shodné. Tudiz AEC je skutecné rovnoramenny trojihelnik s hlavnim vrcholem FE.
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Obr. 1

Rovnoramenné trojtihelniky AEC a CBD budou (jak méame dokézat) podobné, a to
podle véty uu, kdyz ukazeme, ze maji shodné ithly FAC a BC'D pii svych zakladnach
AC, resp. C'D. To je vsak na obrazku jiz vyznaceno jako dusledek rovnobéznosti tise¢ek
AFE a CD, které jsou totiz obé kolmé na pfimku BE (tthel AE B je pravy podle Thaletovy
véty, kolmost BE | C'D plyne z osové soumeérnosti trojihelniku BC'D).

Pokud si nepovsimneme rovnobéznosti tsecek C'D a AF, lze z trojuhelniki BC' D
a ABE snadno vypocitat, Ze oba thly BCD a BAE (a tedy i CAE) maji velikost
90° — a.

I Lze se téz odvolat na znamy vysledek, ze bod E je stfedem oblouku AD kruZnice opsané trojiahel-
niku ABD — ten se vSak dokazuje pravé uzitim poucky, Ze shodné obvodové uhly v téze kruznici
prislusi pouze jejim shodnym obloukim.



Pozndmka. Rovnoramennost trojihelniku AEC se da zduvodnit i tak, ze | XCAE| =
= 180° — | EDB| (kruznice) = 180° —|x ECB| (osova soumérnost) = | ACE| (vedlejsi
thel).

Jiné feSeni. Kruznice se stfedem B a polomérem |BC| protne kruznici k nejen
v bodé D, ale rovnéz v bodé D’, ktery je s bodem D soumérné sdruzeny podle pri-
méru AB kruznice k. Oznacme jesté F' druhy prusecik piimky C'D’ s kruznici k. Sou-
mérné sdruzené rovnoramenné trojuhelniky CBD a C'BD’ maji pii svych zdkladnéch
CD a CD’ ¢tyti shodné vnitini thly, které jsou na obr.2 oznaceny pismeny ~ stejné
jako paty tthel AC'F' (vrcholovy k thlu BC'D') a Sesty uhel F'AB (shodny s obvodovym
thlem F'D’'B). Podle véty uu jsou trojuhelniky AFC a C'BD podobné, takze nase FeSeni
bude hotovo, kdyz ukazeme, ze bod F lezi na ose ihlu CBD (a tudiz plati E = F'). To
je v8ak snadné: jednak diky shodnym souhlasnym uhlim BAF, BCD plati AF || CD,
jednak diky tomu, ze thel AF'B je podle Thaletovy véty pravy, plati BF' | AF'; dohro-
mady mame BF | CD, a tak je pfimka BF skute¢né osou soumérnosti rovnoramenného
trojahelniku BC'D s hlavnim vrcholem B.
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Obr. 2

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Pti postupu z prvniho feSeni dejte celkem 4 body za dikaz, ze AEC
je rovnoramenny trojihelnik (z toho 1 bod za odvozeni rovnosti |[CE| = |DE]|, 2 body za zdivodnéni
rovnosti |AE| = |DE]|, dalsi 1 bod za jejich disledek |[AE| = |CE|) a kone¢né 2 body za porovnani
vnitfnich Ghld obou rovnoramennych trojihelnikii. Za nezdivodnéné konstatovani rovnosti |AE| =
= |CE| zaddny bod neudélujte, za pfipadné pokracovini v podobé ovéfovani shodnosti vnitfnich thla
obou doty¢nych trojuhelnikt pak udélte nejvyse 1 bod. Ten udélte i v pripadé, kdy jedinym odvozenym
poznatkem je fakt AE || CD a jeho dusledek v podobé shodnosti thla CAE a BCD.

Pii druhém postupu udélte 2 body za konstrukci bodd D’ a F, 2 body za dikaz podobnosti
trojuhelnikia AFC, BCD a 2 body za zdivodnéni rovnosti £ = F.



