68. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaci casti |. kola kategorie B

1. Najdete vsechna osmimistna cisla takova, z nichZ po wvyskrtnuti nekteré ctverice

sousednich cislic dostaneme ctyrmistné cislo, ktere je 2019krdat mensi.
(Pavel Calabek)

RESENI. V prvni ¢4sti feseni budeme piedpokladat, ze jsme v hledaném osmimist-
ném ¢isle N vyskrtli prvni ¢tyfi ¢islice. Ty tvori ¢tyfmistné ¢islo, které oznac¢ime A. Zbylé
Ctyfi Cislice ¢isla N tvofi ¢tyfmistné c¢islo B, které je zminéno v zadani, pfitom ziejmé
plati N = 10* A+ B. Pozadovana vlastnost je proto vyjadiena rovnici 10*A+B = 20198
neboli 5000A = 1009B. Protoze ¢isla 5000 a 1009 jsou nesoudélna, musi byt c¢tyfmistné
¢islo B nasobkem (rovnéz ¢tyfmistného) ¢isla 5000, jehoz dvojnasobek je uz ovSem pé-
timistny. Podmince délitelnosti tak vyhovuje jediné ¢islo B = 5000. Pro né z rovnice
5000A = 1009B vychazi A = 1009, takze celkem N = 10095000 (= 2019 x 5000).

Ve druhé casti reseni budeme uvazovat souhrnné vsechny dalsi pripady povoleného
skrtani ¢tyrt c¢islic osmimistného cisla V. Tehdy mezi nimi neni jeho prvni ¢islice, kterou
oznacime jako a. Ukazeme, Zze po takovém skrtani se ¢islo N zmensi vice nez 5000krat
(takZe nemiize byt feSenim tulohy).

Skuteéné, ¢islo N s dekadickym zdpisem N = 107a + ... ptejde (po uvazovaném
skrtu 4 &islic) v éislo se zapisem 103a + ...,! které je jisté mensi nez 10%(a + 1), pro
avizované zmenseni tak sta¢i dokdzat nerovnost 107a = 5000 -103(a + 1). Ta vSak plat,
nebot po vydéleni obou stran éislem 5 - 105 piejde v nerovnost 2a = a + 1 neboli a > 1.
Staci dodat, ze prvni ¢islice a zapisu ¢isla N je vzdy rtzna od nuly.

Odpovéd. Hledané osmimistné éislo je jediné, a to 10095 000.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Urcete vSechna ctyimistna cisla, z nichz po vyskrtnuti prvniho dvojcisli dostaneme
dvojmistné &islo, které je 69krat mensi. [1725, 3450 a 5175. Hledané ¢islo je tvaru
102 A+ B, kde dvojmistn4 &isla A, B spliiuji rovnici 1024+ B = 69B neboli 254 = 17B.
Diky nesoudélnosti ¢isel 17 a 25 odtud plyne, ze B je ndsobkem ¢isla 25.]

N2. Dokazte, ze pokud ve ¢tyfmistném cisle vySkrtneme dvé z jeho poslednich t¥i ¢islic,
dostaneme &islo vice nez 50krat mensi. [Pivodni ¢islo je tvaru cx**, zmensSené je tvaru
c*, takze prvni z nich je alespon 103¢, zatimco druhé éislo je mensi nez 10(c+1). Proto
sta¢i ovéfit nerovnost 103¢ 2> 50 - 10(c + 1), ta je ovéem splnéna pro kazdé ¢ > 1.]

D1. Najdéte vSechna ¢tyfmistna ¢isla abed, pro néz plati abed = 20-ab+ 16 - cd. [65-C—S—1]

D2. Urcete nejvétsi dvojmistné ¢islo k s nasledujici vlastnosti: existuje prirozené cislo N,
z néhoz po skrtnuti prvni éislice zleva dostaneme éislo k-krat mensi. (Po vyskrtnuti
¢islice muze zépis &isla zadinat jednou ¢&i nékolika nulami.) K uréenému éislu k pak
najdéte nejmensi vyhovujici ¢islo N. [56—C-II-4]

D3. Pro které racionalni ¢islo r > 1 existuje nejvice téch ¢tyrmistnych cisel, z nichz vyskrt-
nutim prvniho dvojéisli dostaneme dvojmistné ¢islo, které je r-krat mensi? [Pro r = 101.
Podle oznaceni z tlohy N1 hleddame takové r, pro které existuje nejvétsi pocéet dvojic A,
B dvojmistnych &isel spliiujicich rovnici 102 A+ B = rB neboli 102A = (r—1)B. Cislo B
je pfi daném r ¢éislem A jednoznaéné uréeno, pritom A € {10,11,...,99}. Odtud plyne,
ze pro kazdé r je vhodnych cisel nejvyse 90, pritom tento pocet ziskdme, prave kdyz

1 T¥i tecky znamenaji vklady nizsich mocnin zakladu 10, v obou pfipadech obecné rozdilné. Pro
dalsi vahy neni jejich slozeni podstatné.



pro kazdé dvojmistné A bude B = 102A/(r — 1) rovnéz dvojmistné celé ¢&islo. To je
splnéno pouze pro » = 101, kdy B = A, takze vsech 90 vyhovujicich ¢tyfmistnych ¢isel
je tvaru abab.]

2. V trojuhelniku ABC s pravym dhlem u vrcholu A plati |AB| = 4 o |AC| = 3.
Oznacéme M stred prepony BC' a N prusecik osy vnitrniho uhlu w vrcholu B s od-
vésnou AC. Usecky AM a BN se protnou v bodé, ktery oznacime K. Vypoctéte
pomeér obsahi trojuhelniku BAK a ctyrihelniku CN KM . (Patrik Bak)

RESENT. Uloha je o zndmém pravothlém trojtuhelniku, totiz tom s odvésnami délek
3, 4 a preponou (oznacenou jako BC') délky 5, jehoz obsah je % -3 -4 = 6. Oznacme
jesté P patu kolmice z bodu N na pfimku BC' (obr. 1). Protoze bod N lezi dle zadani
na ose thlu ABC, plati [NA| = |[NP].
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Obr. 1

V celém feseni budeme hledat vztahy mezi obsahy riznych ¢asti trojuhelniku ABC.
Protoze M je stfed strany BC, plati rovnosti

1
SaBm = Sacm = §SABC =3 a Spuk =Scmk,

nebot v obou pripadech se jedna o dvojici trojuhelniki se shodnou vyskou k shodnym
zékladnam. Porovnani zakladen a vysek dvou trojihelniki vede i k tméram

SaBN 1 ScBN = Sakn : Scxkn = |AN|: |[CN|=4:5,

protoze v obou dvojicich jsou zapsany trojihelniky se shodnymi vyskami ke svym
zdkladnam AN a CN, pritom trojuhelniky v prvni dvojici ABN, C BN maji navic
shodné vysky N A, resp. NP ze spolecného vrcholu N, takZze pomér jejich obsahu je
skutec¢né roven pomeéru 4 : 5 délek jejich zdkladen AB a CB. Ze znamé hodnoty
Sapn + ScN = Sapc = 6 tudiz plyne

10

8
SABN=§ a SCBN:?-

Nase reseni zaloZime na vypoc¢tu neznamého obsahu trojuhelniku AK N, ktery ozna-
¢ime S jako na obrazku a pro ktery z difive odvozenych vztahti nyni sestavime rovnici.
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K tomu postupné vyjadiime

8
Sapx = SaBN — SAkN = 37 S,
8 1
Spymx = Sapm — Sapx =3 — <§—5> —S+§,
2
Spox = 2SpuKk =25 + 3
10 2 8
— - — 2 (2542)=S_2s
ScxknN = ScBN — SBCK 3 ( S + 3> 3 S

Dosazenim do iméry Saxn : Scxn = 4 : 5 tak dostaneme rovnici

5
525

)

4
)

z niz vychazi S = %. Obsahy, které mame porovnat, tak maji hodnoty

8 72
SaBx = SABN — SAkN = 3~ S = 39’
85

Scnkm = Sacm — Sagkny =3 -85 = 39"

Odpovéd. Hledany pomeér je 72 : 85.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Dokazte, ze libovolny trojuhelnik je kazdou svou téznici rozdélen na dva mensi troj-
thelniky o stejném obsahu. [Dotyéné trojuhelniky maji shodnou vysku ke shodnym
zékladnam.]

Dokazte, ze libovolny trojuhelnik je svymi tfemi té€Znicemi rozdélen na Sest mensich
trojuhelnik o stejném obsahu. [Pro trojuhelnik ABC s téznicemi AA;, BB1, CCy
vysledku tlohy N1.]

Odvodte pravidlo o poméru, v jakém déli osa vnitiniho Ghlu daného trojuhelniku jeho
protéjsi stranu: Osa thlu BAC protne stranu BC' trojuhelniku ABC v bodé P uréeném
umeérou |PB|: |PC| = |AB| : |AC|. [Ukazte, ze oba poméry maji stejnou hodnotu jako
pomeér obsahi trojuhelniktt ABP a ACP.]

Uvnitf stran AB, AC daného trojuhelniku ABC jsou zvoleny po fadé body E, F', pfi-
¢emz EF || BC. Usecka EF je pak rozdélena bodem D tak, ze plati p = |ED| : |DF| =
= |BE|: |EA]|.

a) Ukazte, ze pomér obsaht trojuhelniki ABC a ABD je pro p = 2 : 3 stejny jako
prop=3:2.

b) Zduvodnéte, pro¢ pomér obsahti trojuhelniki ABC a ABD mé hodnotu nejmé-
né 4. [65—-C-1-4]

V pravouhlém lichobézniku ABC' D s pravym thlem u vrcholu A zdkladny AB je bod K
prusecikem vysky C P lichobézZzniku s jeho tihlopfickou BD. Obsah ¢tyfuhelniku APC D
je polovinou obsahu lichobézniku ABCD. Urcete, jakou ¢ast obsahu trojahelniku ABC'
zaujima trojuhelnik BCK. [65-C-II-3]

Je dan lichobéznik ABCD se zakladnami AB, CD, pfi¢emz 2|AB| = 3|CD|.

a) Najdéte bod P uvnitf lichobé&zniku tak, aby obsahy trojuhelnikt ABP a CDP
byly v poméru 3 : 1 a rovnéz obsahy trojuhelniki BC'P a DAP byly v poméru
3:1.

b) Pro nalezeny bod P urlete postupny pomér obsahid trojihelnikii ABP, BCP,
CDP a DAP. [64-C-II-3]



3. Upravou prirozeného ¢isla nazveme ndsledujici operaci: je-li ¢islo sudé, vydélime je
dvéma, je-li liche, pripocteme k nému cislo 1.
a) Dokazte, Ze z libovolného prirozeného cisla dostaneme po nékolika upravdch

cislo 1.
b) Pro které z &isel 1,2,...,10% budeme potrebovat nejuétsi pocet tiprav, neZ zis-
kdme ¢islo 17 (Jan Mazak)

RESENI. Pro ilustraci nejprve vypisme, jak vypadaji postupné tpravy kupiikladu
¢isla 19:
19—-+20-10—-5—-6—-3—-4—>2—1.

Podle zadani kazdé sudé cislo n prejde tpravou v Cislo %n, zatimco kazdé liché
¢islo n prejde upravou v ¢islo n + 1, které je samo sudé, takze po druhé uprave
z ptvodniho lichého ¢isla n dostaneme ¢islo %(n+ 1). V8imnéme si, ze prvni z nerovnosti

n>in, resp. n>i(n+1)

I

plati pro kazdé sudé n = 2 a ze druhd nerovnost plati pro kazdé liché n = 3. Znamena
to, ze pokud zacneme opakované upravovat libovolné dané prirozené cislo vétsi nez 1,
budeme postupné (vzdy po jedné nebo dvou upravach) dostavat mensi a mensi prirozend
¢isla, takze se po konecném poctu kroku nutné dostaneme k ¢islu 1. (Kdybychom dostali
nekonecnou posloupnost ¢isel vesmeés vétsich nez 1, pro nejmensi z nich bychom se dostali
do sporu s jednou z vySe uvedenych nerovnosti.)

b) Pro vyieseni tikolu s konkrétnim ¢islem 10 bude vyhodné zjistit obecnéji, ktera
¢isla budou potiebovat (s ohledem na svou velikost) relativné velky pocet tGprav, nez
prejdou v ¢islo 1. Budou to jisté cisla licha, ve kterych se navic upravy nebudou
pokud mozno opakovat za sebou (aby nedoslo k rychlému snizeni hodnot jako 20 —
— 10 — 5 v ilustra¢nim piikladé), budou se tedy s upravami ob jednu sttidat.
Kandidaty s relativné velkym poctem potiebnych tiprav tak budeme nachéazet v opacné
zapsaném fetézci Gprav

124+ 3 6+5+109+ 18+ 17+ 34+ 33« ...

(i predposledni uprava, stejné jako ta posledni, musi byt , jinak bychom dostali
1 < 2 + 1). Jak se zda, kazdé z lichych ¢isel 3, 5, 9, 17, 33, ..., které se v takovém
fetézci objevilo, je &islo tvaru 2% + 1 a é&islo 1 z néj dostaneme po 2k + 1 tpravach. Tak
pro k = 3 jde o ¢islo 9, z néhoz ¢islo 1 dostaneme po 7 tpravach, coz je, jak se snadno
numericky provéri, nejvétsi pocet potfebnych tprav pro vsSechna vychozi ¢isla, ktera
nepievysuji éislo 2* = 16. To nas vede k domnénce, kterou nyni vyslovime a posléze
dokazeme matematickou indukeci.

Pro kazdé piirozené ¢&islo k plati: Z libovolného ¢isla n € {1,2,...,2k+1} se dosta-
neme k ¢islu 1 po nejvyse 2k + 1 apravach, pritom 2k + 1 tiprav budeme potiebovat pro
jediné z uvedenych ¢isel, totiz pro ¢islo n = 2% + 1.

Oznaéme My = {1,2,...,2**1} mnoZinu hodnot n z uvedeného tvrzeni. Pro k = 1
toto tvrzeni plyne z Fetézce 1 < 2 <— 4 < 3, nebot My = {1, 2, 3,4}. Plati-li dané tvrzeni
pro urc¢itou hodnotu k, bude platit i pro hodnotu &£+ 1, kdyZ pro nové uvazovana cisla n
tvorici mnozinu

Np = Mpy1 \ My mneboli Ny = {28! 41,28t o okt
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dokazeme, ze kazdé z nich po nejvyse dvou tpravach padne do mnoziny My, pritom to
z nich, které prejde v &islo 2% + 1 teprve po dvou upravach, je jediné éislo 281 + 1.

Skutecné, libovolné sudé cislo n € Ni prejde jedinou tpravou v cislo %n, které
pati{ do My, protoZe z nerovnosti n < 22 plyne 1n < 2¥+1. Libovolné liché ¢&islo n €
€ Ny piejde po dvou tpravach v ¢islo %(n + 1), a to patii do My, protoze z nerovnosti
n <282 — 1 plyne (n+1) < 281

Cislo, jehoz tiprava vede k (lichému) ¢islu 2% + 1, je jeding, a to sudé &islo 25+ + 2.
To pak lze dostat dvéma zptisoby: jednak z &isla 2571 4+ 1 € N, tpravou , anebo
Gpravou z Cisla 2812 1 4, které ovéem do mnoziny Ny nepatii. Tim je diikaz indukci
ukoncen.

Nyni uz snadno ziskdme odpovéd na stanoveny tkol. Protoze

219 11 = 524289 < 10° < 22,
je podle dokédzaného tvrzeni hledané ¢islo rovno 524 289.

Pozndmka. Polty p(n) uprav ze soutézni tlohy, po kterych piejde dané vychozi
¢islo n poprvé v ¢islo 1, spliiuji zrejmé pro kazdé n > 1 rekurentni vztahy

p(2n) =p(n)+1 a p2n+1)=pn+1)+2.

Diky nim jsou v8echny hodnoty p(n) uréeny prvnimi dvéma hodnotami p(2) = 1ap(3) =
= 3. K urceni a zapisu explicitniho vzorce pro obecnou hodnotu p(n) je vyhodné vyuzit
dvojkovou soustavu: Pro kazdé n > 1 plati vzorec

p(n) =j(n—1)+2-0(n—1),
kde j(k) a o(k) znaéi pocet jednicek, resp. nul v dvojkovém zépise ¢isla k. Ctenéii pie-
nechavame dikaz tohoto vzorce matematickou indukei (vyuzijte pfi ném vyse uvedené

rekurentni vztahy), stejné jako provérku faktu, Ze tvrzeni, které jsme dokazali v feSeni
¢asti b) soutézni ulohy, je okamzitym dusledkem takto zapsaného explicitniho vzorce.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
Ve vSech navodnych ulohach se zabyvame upravou ze soutézni tlohy.

N1. Pro které jednociferné ¢islo je tfeba provést nejvétsi pocet jeho tprav, nez ziskdme
¢islo 1?7 O kolik tiprav piijde? [Cislo 9, sedm tprav.]

N2. Najdéte nejmensi prirozené cislo, pro které je tfeba provést 8, resp. 9 jeho uprav, nez
ziskame ¢islo 1. [Cislo 18, resp. ¢islo 17.]

N3. Urcete vSechna prirozena cisla, se kterymi je tieba provést pét uprav, nez ziskdme
¢islo 1. [Cisla 5,12, 14, 15 a 32. Vypisujte vSechny mozné postupy uprav ,odzadu“, tj.
od konecného cisla 1 k vychozimu cislu. Pro dany pocet péti iprav jsou tyto moznosti:
124+ 36+5,12+43+6+12/1 2+ 4+ 8+ 7+« 14,
12+ 4+ 8+ 16+ 15,1+ 2+ 4+ 8+ 16+ 32]

N4. Pro libovolna prirozena ¢isla k a p dokazte: Pokud vSechna pfirozena c¢isla neptrevysujici
hodnotu k pfejdou po nejvyse p ipravach v Cislo 1, pak na totéz pro cisla neprevysujici
hodnotu 2k — 1 stac¢i nejvyse p+ 2 tprav. [Rozliste, zda je dané ¢islo n, n < 2k — 1, sudé
nebo liché — v prvnim pfipadé staci nejvyse p 4+ 1, ve druhém nejvyse p + 2 Gprav.]

D1. Necht [ je pevné liché &islo vétsi nez 1. Upravou pfirozeného ¢&isla nazveme nasledujici
operaci: je-li ¢islo sudé, vydélime je dvéma; je-li liché, pficteme k nému dané cislo [.
Dokazte, ze z libovolného prirozeného cisla dostaneme po nékolika tipravach cislo, které
neprevysuje Cislo [, pfitom vSechna dalsi ¢isla nepfevysuji ¢islo 2[ a periodicky se opa-
kuji. Na ptikladu I = 7 se presvédcte, ze ziejmé opakovani [ — 2] — [ — ... neni
jediné mozné. [Vyuzijte nésledujicich poznatk: Sudé &islo se po jedné tpravé zmensi.
Liché cislo vétsi nez [ se zmensi po dvou upravach. Liché ¢islo, které neprevysuje I, se
po jedné upravé zveétsi na sudé Cislo neprevysujici 2I, takze po druhé tpravé se opét
zmensi na &islo neprevysujici 1. Cisla v priibéhu tprav se periodicky zacykli, jakmile se
v pribéhu uprav objevi nékteré Cislo podruhé. Pro | = 7 existuji kromé 7 — 14 — 7
jesté dva dalsi cykly 1 -8 -4 —-2 —- 1,3 - 10 -5 — 12 — 6 — 3 (protoze jsme
vypsali vSechna ¢isla od 1 do 7, zddné dalsi cykly neexistuji).]



4. Pro nezdpornd redlnd c¢isla a, b plati a® +b> = 1. Urcete nejmensi i nejuétsi moznou
hodnotu vyrazu
at + bt +ab+1

V =
a+b

(Patrik Bak, Jaromir Simsa)

RESENT. VSimnéme si tvodem, Ze vyraz V ma za danych podminek na &isla a, b
vzdy smysl, nebot rovnost a? + b? = 1 vylucuje moznost a = b = 0, a tak je soucet
nezapornych ¢isel a, b rizny od nuly (totiz kladny).

Uréeni minima. Z obecné platné nerovnosti (a — b)2 = 0 v na$i situaci mame
2ab < a? +b% =1, atedy 0 < ab < 1/2. Kromé toho nerovnost 2ab < 1 spolu s rovnosti
(a + b)? =1+ 2ab vede k odhad@im 1 < (a + b)? < 2, z nichZ po odmocnéni dostaneme
1 < a+b < V/2. Proto plati

> =

V= >
a+b a+b “a+b = 2

2 | 7232 272
(a® 4+ b%)* — 2a°b —l—ab—|—1:2—|—ab(1—2ab) S 2 2 V3,

pfitom rovnost V' = v/2 jak vidno nastane, pravé kdyz 2ab = 1 (neboli a = b, jak plyne
z tvodni véty tohoto odstavce) a zaroven a + b = V2, tedy jediné pro a = b = %\/5
Uréeni maxima. Diky pfedpokladu a? + b = 1 plati

(a+0b)(a®> +b%) —ab(a®* +b*)+ab+1  (a+Db)(a®>+b%)+1
a+b N a+b N
1 1

=+ 4+ — <14 = =2,
a+b 1

V=

nebot kvili rovnosti a? + b?> = 1 musi platit 0 < a <1 a0 < b < 1, odkud plynou
odhady a3 < a? < a, resp. b3 < b% < b, po jejichz secteni dostaneme

A+ <a?+1 <a+b neboli a*+1*<1<a+0.
Rovnost V' = 2 nastane, pravé kdyz oba soucty a® + b3, a + b jsou (stejné jako soucet
a? 4+ b?) rovny 1, tedy v piipadech, kdy {a, b} = {0, 1}.
Odpovéd. Miniméalni hodnota vyrazu V je v/2, jeho maximalni hodnota je 2.

JINE RESEN{. Ukazme jiny postup, jak dokazat nerovnosti v2 < V < 2 (Ze jsou
obé rovnosti dosazitelné, uz provérovat nebudeme). Jako v ptivodnim feSeni vyuzijeme
rovnost a? 4 b? = 1 k upravé éitatele zadaného zlomku, totiz

at + b 4 ab+ 1= (a® + %)% — 2a%b* + ab + 1 = 2 + ab(1 — 2ab),

a dvojici nerovnosti, které chceme dokazat, ekvivalentné upravime:

2 b(1 — 2ab
\/§§ +a( a)gzv |(a+b)a
a+b

V2(a+b) <2+ ab(1 — 2ab) £ 2a+1b), |2
2(a+b)% < (2 + ab(1 — 2ab))” < 4(a + b)?,
2(1+ 2ab) < (2 + ab(1 — 2ab))” < 4(1 + 2ab).
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Maéame tedy dokazat odhady 2 4 4ab < W < 4 + 8ab, kde
W = (2+ ab(1 — 2ab))” = 4 + 4ab(1 — 2ab) + a®b*(1 — 2ab)>.

Dolni odhad 2 + 4ab < W dostaneme, kdyZ stejné jako v ptivodnim feSeni odvodime
nerovnost 2ab < 1; diky ni pak totiz plati 2 + 4ab < 4 < W.

Horni odhad W £ 4 + 8ab po dosazeni rozvoje pro W déle ekvivalentné upravime
(za predpokladu, Ze obé ¢isla a, b jsou kladnd, jinak je totiz nutné {a,b} = {0,1} a pak,
jak vime, nastava rovnost V =2, a tedy i W =4):

4 4 4ab(1 — 2ab) 4 a®b*(1 — 2ab)® < 4 + 8ab, | —4
4ab(1 — 2ab) + a®b*(1 — 2ab)? < 8ab, | : ab
4(1 — 2ab) + ab(1 — 2ab)* < 8.

Leva strana posledni nerovnosti je ovsem diky odhadim 0 < ab < % dokonce mensi nez
¢islo 4 + % Tim je diéikaz obou nerovnosti v2 < V < 2 hotov.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

V tlohéch N1-N4 i D1 jsou a, b nezaporna, éisla, pro néz plati a® + % = 1.

N1. Najdéte nejmensi i nejvétsi moznou hodnotu jak soucinu ab, tak souc¢tu a+b. [min(ab) =
= 0, max(ab) = 1/2, min(a +b) = 1, max(a + b) = v/2. Vyuzijte nerovnost (a —b)2 > 0
a rovnost (a + b)2 = 1+ 2ab.)

N2. Ukazte, ze soucet a* 4+ b* + ab+ 1 zavisi jen na soucinu ab. [Soucet Ize upravit do tvaru
2+ ab(1 — 2ab).]

N3. Vyjadrete, o¢ se vyraz V = (a* + b* 4+ ab + 1)/(a + b) ze soutézni tlohy lisi od souctu
ad +b3. [V — (a3 +b%) =1/(a + )]

N4. Dokazte rovnost max(a® + b3) = 1. [Vyuzijte nerovnosti a® < a? a b3 < b2 ]

D1. Najdéte nejvétsi moznou hodnotu podilu P = ab/(a + b). [max P = /2/4. Vyuzijte
rovnosti 2P = (a +b) — 1/(a + b) a faktu, ze max(a + b) = v/2 (aloha N1).]

D2. Dokazte, ze pro kazdé kladné redlné Cislo t plati

2
o< L1
— t+1

—Vt< |t -1 [67-B-1-2]

D3. Najdéte vSechna kladna realna cisla t takova, Ze pro libovolné nezaporné realné cislo x
plati nerovnost

t " T
z+2 tlx+1)

A

1. [67-B-11-2]

D4. Uréete viechna realna &isla r takova, ze nerovnost a® + ab + b3 = a? + b2 plati pro
vSechny dvojice redlnych &isel a a b, kterd jsou vétsi nebo rovna r. [66-B—1-6]
D5. Dokazte, ze pro vsechna kladna redlné &isla a < b < ¢ plati:

1 1 1
(ca+b+o(c+3+-) 23 [66-C—11-4]

D6. Pro kladna realnéd &isla a, b, ¢ plati ¢ 4+ ab = a? + b2. Ukaite, %e pak také plati
c? + ab < ac + be. [63-C-11-3]

D7. Necht a, b, ¢ jsou realni ¢&isla, jejichz soudet je 6. Dokazte, Ze aspon jedno z éisel ab—+ be,
bc + ca, ca + ab neni vétsi nez 8. [60-B-1-3]



5. Necht ABCD je konvexni ctyruhelnik, v némz AD 1 BD. Oznacme M prisecik
jeho uhlopricek a sestroyme kolmy prumét P bodu M na primku AB a kolmy pru-
meéet Q bodu B na primku AC. Dokazte, Ze bod M je stredem kruznice vepsané
trojuhelniku PQD. (Jaroslav Svréek, Jaromir Simsa)

RESENI. Poznamenejme predné, ze diky pravouhlému trojihelniku ADM je thel
BM A tupy. Uhly BAM, ABM jsou tudiz ostré, takze kolmy primét P bodu M padne
dovnitt strany AB, zatimco kolmy priumét Q bodu B padne na polopfimku opa¢nou
k polopfimce M A (obr.2, v némz vystac¢ime jen s naznacenou uhlopfickou AC, ne-
bot vrcholu C' se dokazované tvrzeni netykd — muze jim dokonce byt i vnitini bod
usecky M@Q). V takto upfesnéné situaci objevime diky Thaletové vété hned tii téti-
vové ¢tyfuhelniky: prvnim je ¢tyfuhelnik ABQD, jemuZ lze opsat Thaletovu kruznici
s prumérem AB a uvnitf kterého nutné lezi i bod M, a dal$imi dvéma jsou APM D
a BPMQ@. V obrazku jsou zaroven vyznaceny shodné obvodové tthly. Jednim oblouckem
shodné thly nad tétivou DQ ve ¢tyithelniku ABQD a s nimi shodny nad tétivou DM
ve ¢tyfuhelniku APM D, jakoz i druhy nad tétivou M Q ve ¢tyithelniku BPM Q. Dvéma
obloucky pak shodné thly nad tétivou B(Q opét ve ¢tyriuhelniku ABQD a s nimi shodny
nad tétivou M P ve ¢tyruhelniku APM D.

Q
B

Vysledkem je, ze v trojuhelniku PQD plati |[<xDPM| = |[<QPM| a |[xPDM| =
= |[xQDM]|, tudiz bod M je priseéikem dvou os vnitfnich uhla trojuhelniku PQD,
kterouzto vlastnost ma prave stred jeho vepsané kruznice.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Pripomerite si Thaletovu vétu a obecnéjsi poznatek o obvodovych a stfedovych tihlech
v dané kruznici.

N2. V soutézni tloze objevte tii Ctvefice pojmenovanych bodi, které lezi vzdy na jedné
kruznici.

D1. V roviné je dan rovnobéznik ABCD, jehoz tuhlopficka BD je kolméa ke strané AD.
Ozna¢me M (M # A) pruseéik piimky AC s kruznici o priméru AD. Dokazte, ze osa
usecky BM prochézi stiedem strany CD. [57-B-1I-3]

D2. Je dan ¢tverec ABCD. Na kratsim oblouku AB opsané mu kruznice zvolime bod X.
Prasecik tsecky X C se stranou AB oznac¢ime Y a prusecik usecky X D s thloprickou AC
oznadime Z. Ukazte, ze YZ L AC. [Naleznéte skrytou ¢étvefici bodi, co lezi na jedné
kruznici.]

D3. Pomoci pocitani velikosti ahla dokazte, ze vysky v ostrouhlém trojuhelniku ABC se
protinaji v jednom bodé. [Oznaéme postupné D a E paty vySek z vrcholi A a B,
déle P prusecik useéek AD a BE a X prusec¢ik CP a AB. Dokazeme, ze pfimka CP
je kolma na AB. Ctyithelniky ABDE a CDPE jsou tétivové, protoze jejich vrcholy
lezi na Thaletovych kruznicich s pruméry AB a CP. Proto uhly BAD, BED, PCD
maji véechny stejnou velikost 90° — < ABC/|. Uhel C X B, ktery dopoéitdme ze zndmych
velikosti zbyvajicich Ghld v trojuhelniku CX B, je tedy pravy.]



6. Konecnou mnozZinu prirozenych cisel nazveme péknou, jestlize k vypisu téchto cisel
v desitkové soustavé potrebujeme sudy pocet kazdé ze zastoupenych cislic. Péknymi
mnozinami jsou naptiklad {11,13,31}, {10,100,110} a také prdzdnd mnoZina. Ur-
cete, kolik je véech péknich podmnozZin mnoziny {1,2,...,2018}. (Patrik Bak)

RESENT. Mnozinu M = {1,2,...,2018} ze zadani rozdélime na dvé ¢asti
A=1{1,2,...,9,10}, B={11,12,...,2018}

a ukazeme, ze hledany pocet vSech péknych podmnozin mnoziny M je roven po-
¢tu vech podmnozin mnoziny B (véetné prazdné mnoziny). ProtoZe mnozina B mé
2018 — 10 = 2008 prvki, bude tento pocet roven &islu 229%® nebot obecné kazda
n-prvkovd mnozina mé pravé 2" podmnozin (sta¢i uplatnit pravidlo soucinu ke skutec-
nosti, ze pro kazdy z n prvkli mame dvé moznosti: bud ho do konstruované podmnoziny
zahrnout, ¢i nikoli).

Uvodni tvrzeni ovéfime, kdyz ukazeme, ze kazda pékna podmnozina P dané mno-
ziny M je jednoznac¢né urcena svou casti lezici v B, tedy mnozinou Q = PN B, a ze
naopak ke kazdé mnoziné Q C B se najde pékna mnozina P C M, pro kterou Q = PNB.
Bude to znamenat, ze mezi mnozinou vsech péknych podmnozin M a mnozinou vsech
podmnozin B existuje bijekce (vzajemné jednozna¢né zobrazeni), takze obé mnoziny
maji stejny pocet prvkd.

Popisme tedy, jak lze kteroukoli pevné zvolenou péknou mnozinu P C M jedno-
znacné rekonstruovat podle jeji ¢asti Q = P N B, tj. urcit jeji druhou cast P N A. Jinymi
slovy, podle zndmé mnoziny Q méame rozhodnout, které z nejmensich ¢isel tvoficich
mnozinu A do pékné mnoziny P patii a které ne. Jednoduse to zjistime pro kazdou
z Cislic ¢ € {2,3,...,9}: protoZe pocet vyskyti ¢islice ¢ v zapisu vSech ¢isel z P je sudy,
¢islo ¢ do P patii, pravé kdyz je pocet ¢islic ¢ v zapisu vSech ¢isel z ¢asti Q lichy (nebot
zminéné dva pocty se mohou liSit nejvyse o 1). Stejnou tvahou o poétu nul muzeme
rozhodnout, zda do mnoziny P patii ¢islo 10. Majice tuto informaci o ¢isle 10, mizeme
ucinit (podle poétu jednicek) i posledni rozhodnuti, a to zda v P lezi ¢islo 1. Tim je
rekonstrukce celé mnoziny P hotova.

Postup z predchoziho odstavce mizeme ziejmé cely tspésné uplatnit k libovolné
podmnoziné Q mnoziny B (aniz pfedem vime, Ze dotyénd péknd mnozina P existuje,
takze namisto o rekonstrukci ptjde o jeji konstrukei). Sestavime tak péknou mnozinu
P C M, kterd vznikne z mnoziny Q pfidanim nékterych (vySe presné urcenych) cisel
z A a pro niz bude platit rovnost Q = P N B, jak jsme si prali. Tim je feSeni celé tlohy
hotovo.

Odpoved. Hledany pocet péknych podmnozin je 22008,

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
Ve vSech ulohach se jednad o p€kné mnoziny ve smyslu soutézni alohy.
N1. Neznaméa pé€knd mnozina P obsahuje pravé tato vicemistna cisla: 13, 21, 34, 55, 89.
Najdéte vSechna jednomistnda ¢isla, kterd patii do P. [Pravé éisla 2, 4, 8 a 9, kazda
z ostatnich ¢islic je totiz v danych péti dvojmistnych ¢islech zastoupena v sudém poctu
exemplai.|
N2. Kolik péknych podmnozin ma mnozina

{1,2,3,11,22,33,111, 222, 333}?

[43 = 64. Kazda ze tii danych trojic ¢isel ¢,cc,ecc ma v pékné mnozing ¢tyfi mozna
zastoupeni: 0, {cc¢}, {¢,ccc} nebo {¢,cc,ccc}. Jiné feSeni: kazda z doty¢nych péknych
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N3.

N4.

N5.

mnozin je urcena svymi vicemistnymi Cisly, kterd mohou spolu vytvorit libovolnou
z 26 podmnozin mnoziny {11, 22,33, 111, 222, 333}.]

Kterymi koneénymi mnozinami Q vicemistnych ¢isel mtizeme zaménit mnozinu {13, 21,
34,55,89} v zadani N1 tak, aby tloha méla feSeni? [V zépisech vSech ¢isel z Q musi
byt éislice 0 zastoupena v sudém poctu, a to je jedind podminka na Q, nebot podle
parit poc¢tt zastoupeni ostatnich cislic 1 az 9 pak urc¢ime, ktera z Cisel 1 az 9 do kyzené
pékné mnoziny budou patfit a kteréd ne.]

Kolik pé€knych podmnozin ma mnozina

{1,3,5,7,9,11,13,15,17,19}7
[32. Dvojmistna ¢isla z kazdé dotyéné pékné mnoziny mohou tvofit libovolnou z 2% pod-
mnozin pétiprvkové mnoziny {11,13,15,17,19}.]
Kolik péknych podmnozin ma mnozina

{1,2,3,10,11,12,13,20, 21, 22, 23, 30}?

[256. Cisla vétsi neZ 10 z kazdé doty¢né pékné mnoziny mohou tvofit libovolnou
z 28 podmnozin osmiprvkové mnoziny

{11,12, 13,20, 21, 22, 23, 30}.

(Cislo 10 bude patfit do pékné podmnoziny tehdy a jen tehdy, kdyZ tam bude patiit
pravé jedno z ¢isel 20 a 30.)]
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