68. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
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Ulohy doméci &asti |. kola kategorie C

1. Nezndmé éislo je délitelné pravé cétyrmi ¢isly z mnoziny {6,15,20,21,70}. Urcete,

ktergmi. (Michal Rolinek)

RESENI. Pokud by mezi hledanymi étyimi ¢isly byla soucasné é&isla 20 i 21, bylo by
neznamé cislo nasobkem tii, ¢tyt, péti a sedmi, a tudiz by bylo délitelné i ¢isly 6, 15, 70,
coz odporuje pozadavkim tlohy. Do hledané ctverice tak jedno z cisel 20, 21 nepatii,
a proto tam patii vSechna tii ¢isla 6, 15, 70. Kazdy spoleény nasobek cisel 6 a 70 je
délitelny jak tfemi, tak sedmi, a tudiz i jednadvaceti. Proto je ¢tvrtym hledanym cislem
¢islo 21.

Hledanymi ¢tyfmi ¢isly jsou ¢isla 6, 15, 21, 70. Jejich nejmensi spolec¢ny nasobek
je 210, coz je cislo, které neni délitelné zbyvajicim ¢islem 20. (Nezndmym ¢islem tak
muze byt i libovolny nasobek 2107, kde [ je liché.) Tim je tloha vyfesena.

Pozndmka. Ulohu lze fesit systematicky tak, Ze nejprve vypiSeme vsech pét ctyFprv-
kovych podmnozin, tedy mnoziny

A = {15,20,21,70}, B ={6,20,21,70}, C = {6,15,21,70},
D = {6,15,20,70}, E = {6,15,20,21},

a zjistime, kterd z nich mutze spliovat podminky tlohy, tedy zZe existuje ¢islo N, mezi
jehoz délitele patii vSechny ¢tyri prvky uvazované mnoziny, zatimco vynechané paté
¢islo jeho délitelem neni. Tak vSechny mnoziny kromé C postupné vylouc¢ime, kuptikladu
mnozinu A: je-li N délitelné obéma ¢isly 15 = 3 -5 a 20 = 2 - 10, je délitelné i ¢islem
2-3 =06, tedy 6 € A, a to je spor. Podobné dojdeme ke sportim 15 € B, 21 € D a 70 € E.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Urcete p&t prirozenych cisel, jejichz soucet je 20 a jejichz soucin je 420. [Protoze 420 =
=22.3.5.7,14+44+3+5+7 =20 a hledané ¢isla, jez jsou nasobky 5 a 7, museji
byt jednociferné (soucet ostatnich t¥i ¢isel je aspon 6), jsou dvé z hledanych ¢isel piimo
¢isla 5 a 7 a zbyla t¥i (ne nutné rtizna) lezi v mnoziné {1, 2, 3,4, 6}, pfitom jejich soucet
je 8 a soudin 12, takze jde o trojici 1, 3, 4.]

N2. Jisté prirozené cislo ma pravé ctyri délitele, jejichz soucet je 176. Urcete toto cislo,
vite-li, ze soulet vSech jeho &islic je 12. [Hledané éislo n je délitelné tfemi a vétsi nez 9,
proto jeho &tyfmi déliteli jsou pravé éisla 1 < 3 < n/3 < n. Odtud vychazi n = 129.]

D1. Dané celé éislo je délitelné alespon ¢tyfmi ¢isly z mnoziny {2, 3,5, 6,10, 15}. Dokazte,
ze je délitelné kazdym z nich. [VSimnéme si, ze 6 =2-3,10=2-5 a 15 = 3 - 5. Proto
je-li dotycné cislo délitelné vSemi tfemi Cisly 2, 3 a 5, je délitelné i vSemi zbylymi &isly
6, 10 a 15. V opacném piipadé by bylo délitelné nejvyse dvéma z Cisel 2, 3 a 5, a proto
alespon dvéma z ¢isel 6, 10 a 15, a tedy i kazdym z prvocisel 2, 3 a 5, a to je spor.]

2. Uwnitr strany AB trojihelniku ABC jsou ddny body D a E tak, Ze |AD| = |DE| =
= |EB|. Body A a B jsou po tadé stredy usecek CF a CG. Primka CD protind
primku F'B v bodé I a primka C'E protind primku AG v bodé J. DokaZzte, Ze prisecik
primek Al a BJ lezi na primce FG. (Pavel Calabek)



RESENi. Rovnost |AD| = |DE| znamené, Ze bod D je stied tsecky AE. Stejné tak
je bod E stfedem BD, a protoze body D a E lezi uvnitt tsecky AB, déli ji na tfetiny
(obr. 1).

Obr. 1

Vzhledem k tomu, Ze bod D déli téznici BA trojuhelniku BC'F ve dvou tfetinach,
je jeho tézistém. Usecka CI je tudiz téznici trojihelniku BCF a bod I je stiedem jeho
strany BF. Usecka AI je tedy stiedni piickou trojihelniku BCF neboli AI | BC,
a proto pfimka Al prochazi stfedem strany F'G trojihelniku CFG.

Podobné vidime, ze bod F je tézistém trojuhelniku CAG, takze CJ je jeho téznici
a J je stfedem jeho strany AG, a proto i pfimka B.J rovnobézna s F'C prochazi stfedem
usecky F'G. Tim je tvrzeni tlohy dokéazano.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Necht K, L, M, N jsou po fadé stfedy stran AB, BC, CD, DA &tyfahelniku ABCD.
Dokazte, ze KLMN je rovnobéznik (tzv. Varignondv rovnobéznik). [Vyuzijte vlast-
nosti stfedni pricky v trojihelniku: tsecky KL a M N jsou stfednimi piickami po radé
v trojuhelnicich ABC a CDA.]

N2. Necht D je stfed strany AB trojihelniku ABC a E bod jeho strany AC, pro ktery plati
|AE| = 2|CE|. Ozna¢me F pruseéik pfimek BE a CD. Dokazte, ze plati |BE| = 4|EF.
[Oznaéme M stied tsecky AE. Usecka EF je stiedni ptickou v trojuhelniku C'M D
a use¢ka M D je stfedni pfickou v trojuhelniku ABE.]

D1. Necht E, F jsou po fadé stiedy stran AB, C'D konvexniho ¢tyfuhelniku ABCD. Do-
kazte, ze plati |BC| + |AD| 2 2|EF|. [Uvazujte stfed M thlopiicky AC a tsecky EM
a FM, které jsou stfednimi pfickami v trojuhelnicich ABC a ACD.]

3. Necht a, b, ¢ jsou kladnd redind ¢isla, jejichz soucet je 3, a kazdé z nich je nejvyse 2.
Dokazte, Ze plati nerovnost

a® +b? + ¢ + 3abe < 9.
(Patrik Bak)

RESENI. Pro uvazované kladna realna éisla a, b, ¢ vzhledem k pfedpoklad@im tlohy
plati
a?+b* +c?+2ab+2bc+2ca=(a+b+c)?=3*=09.

Staci tedy dokazat, ze je splnéna nerovnost 2ab+2bc+2ca > 3abc. Ta je vSak ekvivalentni
s nerovnosti

ab(2 —¢) + be(2 —a) + ca(2 —b) > 0,

ktera evidentné plati pro vSechna kladné redlna cisla a, b, ¢, kterd nejsou vétsi nez 2
a zaroven nemohou byt (vzhledem k podmince a + b + ¢ = 3) vSechna rovna 2. Tim je
dikaz hotov.



Poznamka. Protoze zadné z danych kladnych ¢isel a, b, ¢ neprevysuje ¢islo 2, plati
zfejmé nerovnosti a? < 2a, b2 < 2b a ¢? < 2¢. Jejich seétenim dostaneme nerovnost

>+ >+ c*<2a+b+c)=2-3=6,

pfitom rovnost je vyloucena, nebot by muselo platit a = b = ¢ = 2, coz odporuje
predpokladu a + b + ¢ = 3. Proto k diitkazu nerovnosti ze zavéru soutézni tlohy staci
ovéfit odhad 3abc £ 9 — 6 neboli abe < 1, ktery je vSak okamzitym dtsledkem tzv.
nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem

Yabe < atbte
p— 3 .

Tato nerovnost jak znamo plati obecné pro libovolnou trojici nezapornych cisel a, b, c,
pfitom rovnost nastane jediné v ptipadé a = b = c. (V zadané uloze je aritmeticky
pramér é&isel a, b, ¢ roven 1, takze plati vabc < 1 neboli abc < 1.)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Pro realna &isla se souétem 3 plati navic a? + b2 + ¢? = 5. Jaké hodnoty miize nabyvat
vyraz ab + be + ca? [Jelikoz (a + b + ¢)?2 = a? 4+ b2 + ¢? + 2(ab + be + ca), je nutné
ab + bc + ca = 2. Hodnota je dosazitelna diky trojici (2,1, 0).]

N2. Nezéporna realnd éisla a, b, ¢ jsou viechna nejvyse rovna 1. Dokazte, ze 3abc < a+b+c.
Kdy nastane rovnost? [Upravime na a(l — bc) + b(1 — ac) + ¢(1 — ab) = 0, vyrazy
v z&vorkdch jsou nezaporné. Rovnost nastane, pravé kdyz bud @ = b = ¢ = 0, nebo
a=b=c=1]

D1. Dokaite, ze pro realné ¢isla a, b, ¢ plati a® 4+ b2 + ¢? = ab + be + ca. Kdy nastane
rovnost? [Nerovnost je ekvivalentni s (a —b)2 + (b—c)? + (c—a)? 2 0, ktera jisté plati.
Rovnost nastane jediné v pfipadé a = b = c.]

D2. Reélna ¢&isla a, b, ¢ maji soudet 3. Dokazte, ze 3 2 ab + bc + ca. Kdy nastane rovnost?
[Plyne z rovnosti 9 = (a + b+ ¢)? = a? + b2 + ¢ + 2(ab + bc + ca) a z predeslé tlohy.
Rovnost nastane jediné v pfipadé a =b=c=1]

D3. Dokazte, ze pro libovolna realna ¢isla z, y, z plati nerovnost

x? + 5y + 422 2 4y(x + 2),

a zjistéte, kdy nastane rovnost. [Anulujte pravou stranu dané nerovnosti a upravte ji
nasledné do tvaru (z? —4xy+4y?)+ (y? —4yz+422) 2> 0, kde na levé strané je nezaporny
soucet (z —2y)?+ (y—22)2. Rovnost zde nastane, pravé kdyz plati (x,y, 2) = (4c, 2¢c, ¢),
kde c¢ je libovolné reélné éislo.

D4. Necht a, b, ¢ jsou délky stran trojuhelniku. Dokazte, Ze plati nerovnost

3a? + 2bc > 2ab + 2ac.

[Danou nerovnost upravte na tvar a? — (b—c)? + (a —b)? + (a —c)? > 0 a rozdil prvnich
dvou druhych mocnin nahradte pfislusnym soudinem.]

4. KaZdé pole tabulky 2 x 13 obarvime prdvé jednou ze ctyr barev. Kolika zpusoby
to lze provést tak, aby Zadnd dvé sousedni pole nebyla obarvena stejnou barvou?
(Za sousedni povazujeme prdvé ta pole tabulky, kterd maji spolecnou stranu.)

(Jaroslav Svrcek)

RESENI. Pole prvniho sloupce tabulky mtizeme za danych podminek obarvit pravé
4 -3 = 12 zptisoby. Sousedni sloupec pak lze podle zadani tilohy obarvit pravé 3% — 2
zpusoby, nebot kazdé pole v ném muzeme s ohledem na sousedni sloupec obarvit jednou
ze tii zbyljch barev, od vysledného poétu 32 moznosti vsak musime odeéist oba piipady,
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kdy bychom v tomto sloupci dostali pod sebou dvé stejné obarvené pole (jde pravé o ty
dvé barvy nepouzité v prvnim sloupci).

Analogicky muzeme pokracovat v postupném obarvovani dalsich sloupcti, pficemz
u kazdého z nich mame opét vzdy 32 —2 moznosti. Poéty moznosti pro jednotlivé sloupce
nakonec mezi sebou vynasobime, abychom dostali hledany pocet zptisobti vyhovujicich
obarveni celé tabulky.

Zdveér. Celkové existuje 12 - (32 — 2)1371 = 12 . 72 moznosti pro obarveni poli
tabulky 2 x 13 pozadovanym zptsobem.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Kolika zpisoby lze obarvit pole tabulky 2 X 3 dvéma rtiznymi barvami tak, ze kazdé
pole je obarveno jednou barvou? [Pro kazdé pole tabulky existuji vzdy 2 moznosti
obarveni, pro celou tabulku mame tedy 26 = 64 moznosti.]

N2. Kazdé pole tabulky 13 x 13 obarvime pravé jednou ze dvou barev. Kolika zpisoby to lze
provést tak, aby zddna dvé sousedni pole nebyla obarvena stejnou barvou? [2 mozZnosti.|

N3. Kazdé pole tabulky 2 X 2 obarvime pravé jednou ze tii barev. Kolika zpiisoby to lze
provést tak, aby zaddna dvé sousedni pole nebyla obarvena stejnou barvou? [Pro obar-
veni prvnich dvou sousednich poli mame 6 moznosti, pro zbyvajici pole pak uz jen tfi
moznosti, celkem 6 - 3 = 18 moznosti.]

D1. Urcete, kolika zptisoby lze obarvit pole tabulky 3 x 3 tfemi riznymi barvami (kazdé pole
pravé jednou barvou) tak, aby v kazdém radku a kazdém sloupci byly pouzity vSechny
t¥1 barvy. [Existuje 12 moznosti. Prvni sloupec obarvime celkem 3 -2 = 6 zptisoby, pro
druhy sloupec méame s ohledem na podminky tlohy pouze 2 moznosti. Obarveni poli
posledniho, tfetiho sloupce je tim uz jednozna¢né urceno. Celkové tak mame 3-2-2 = 12
moznosti.]

5. Necht «, 3, 7, 0, €, v, ¥, w znaci po Tadé velikosti vnitinich whlid pri vrcholech A,
B,C, D, E, F, G, H konvexniho osmituhelniku ABCDEFGH, v némz plati

a+fB=74+0=c+p=9+w.

Oznacme dale K, L, M, N po tadé stredy uhlopricek AD, CF, EH, GB. Dokazte,
zZe primky KM a LN jsou navzdajem kolmé. (Josef Tkadlec)

RESENI. Soucet velikosti vSech vnitinich tihli konvexniho osmitihelniku je 6-180° =
= 1080°, takze kazdy ze souctt ¢tyr dvojic sousednich thli ze zadani ulohy je roven
1080° : 4 = 270°, coz zaroven znamena, ze vSech osm vnitinich thld je tupych. Ozna¢me
postupné P, (), R a S pruseciky dvojic piimek stran sousedicich se stranami AB, C'D,
EF a GH (obr.2). Pak plati |<xAPB| = 180° — (180° — a) — (180° — ) = (a + ) —
— 180° = 90°, takze primky BC' a AH jsou na sebe kolmé. Podobné dokazeme, ze
BC | DE, ED 1 FG a také FG 1 AH. Pruseciky pfimek, na nichz lezi strany AH,
BC, DE a FG, tedy tvori vrcholy pravothelniku PQRS.

S G F R
j .
E
H
D
A
P Q




Body K a M jsou tudiz stiedy pticek AD a FH (K # M) pasu omezeného rovno-
bézkami PS a QR, a proto lezi na jeho ose. Podobné body L a N (L # N) jsou stiedy
pricek CF a GB, a lezi tak na ose pasu omezeného rovnobézkami P(Q a RS. Vzhledem
k tomu, Ze osy obou pasu jsou na sebe kolmé, jsou na sebe kolmé i ptimky KM a LN,
coz jsme méeli dokazat.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Pro libovolné ptirozené n = 3 odvodte vzorec pro soudet s, velikosti v8ech vnitinich
uhlt konvexniho n-thelniku. [s, = (n — 2) - 180°]

N2. V roviné je ddn konvexni Sestithelnik ABC DEF' se shodnymi vnitfnimi thly. Dokazte,
ze osy jeho stran AB, CD a EF se protinaji v jednom spole¢ném bodé&. [Pruseéiky
pfimek BC, DE a F'A tvoii vrcholy rovnostranného trojihelniku. Osy jeho vnitinich
uhld jsou totozné s osami useéek AB, CD a EF]

N3. V roviné je dan konvexni pétithelnik ABCDE se shodnymi vnitifnimi uhly. Dokazte,
ze osy jeho stran BC, EA a osa vnitfniho thlu pfi vrcholu D se protinaji v jednom
spole¢ném bodé. [Priseciky pfimek AB, CD a DFE tvofi vrcholy rovnoramenného troj-
thelniku s hlavnim vrcholem D. Osy vnitinich Ghla pfi jeho zakladné jsou totozné
s osami useéek BC a EA.]

6. Najdéte vsechna trojmistna cisla n s tremi ruznymi nenulovymsi cislicemsi, kterd jsou
delitelna souctem vsech tri dvoymistnych cisel, jeZ dostaneme, kdyzZ v puvodnim cisle
vyskrtneme vidy jednu c¢islici. (Jaromir Simsa)

RESENI. Hleddme trojmistna ¢isla n = abe = 100a + 10b + ¢, ktera jsou délitelna
souctem

be +ac + ab = (10b + ¢) + (10a + ¢) + (10a + b) = 20a + 11b + 2c,

kde {a,b,c} je t¥iprvkovd podmnozina mnoziny {1,2,...,9}. To nastane, pravé kdyz
existuje prirozené ¢islo k takové, ze

100a + 10b + ¢ = k(20a + 11b + 2¢)

neboli
(100 — 20k)a = (11k — 10)b + (2k — 1)c. (1)
Protoze prava strana posledni rovnice je kladna, musi (s ohledem na tvar levé strany)
platit & < 4. Mozné hodnoty k nyni prozkoumame jednotlivé.
> k = 1.Z (1) mame rovnici 80a = b+c, ktera nema feseni, nebot 80a = 80 a b+c < 17.
> k = 2.7 (1) obdrzime rovnici 60a = 12b+3c neboli 20a = 4b+c. Protoze 4b+c < 44,
je a = 2. Navic z rovnice plyne, Ze ¢islo ¢ musi byt nadsobkem ¢tyt, tedy ¢ € {4, 8},
coz v obou pripadech a = 1, a = 2 s vyhodou vyuzijeme.
Pro a = 1 méme 20 = 4b+ ¢ s jedinou vyhovujici dvojici riznych ¢islic b = 3, ¢ = §,
které odpovida n = 138.
Pro a = 2 mame 40 = 4b+ ¢ s jedinou vyhovujici dvojici riznych ¢islic b = 9, ¢ = 4,
které odpovida n = 294.
> k = 3. Z (1) mame rovnici 40a = 23b + 5c¢. Podle délitelnosti péti mize byt jediné
b = 5. Dostaneme tak 40a = 23 - 5 + 5¢ neboli 8a = 23 4 ¢ s dvéma vyhovujicimi
dvojicemi (a,c) rovnymi (3,1) a (4,9), kterym odpovidaji dvé hledand n, a to
n = 351 a n = 459.
> k =4.7Z (1) dostaneme rovnici 20a = 34b+ 7c neboli 20(a — b) = 7(2b+ ¢). Protoze
¢isla 20 a 7 jsou nesoud€lné a prava strana je kladné, musi byt a —b kladny nasobek
sedmi, takze a — b = 7 a 2b + ¢ = 20. Takova soustava nemad reSeni, nebot podle
prvni rovnice je b < 2, a tudiz 2b+c¢ < 4+ 9 = 13.

Zavér. Dané tloze vyhovuji ¢tyfi trojmistné cisla, a to 138, 294, 351 a 459.
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NAVODNE A DoOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.
D1.

D2.

Urcete vSechna trojmistné ¢isla, kterd jsou jedenéctkrat vétsi nez jejich ciferny soucet.
[198, z rovnosti 100a + 100 + ¢ = 11(a + b + ¢) upravené do tvaru 89a = b + 10c plyne
a=1, takze b=9 a c = 8]

Urcete vSechna trojmistna Cisla, kterd jsou sedmkrat vétsi nez dvojmistné cislo, které
vznikne z daného ¢isla vySkrtnutim jeho prostfedni éislice. [105, z rovnosti 100a 4 10b+
+ ¢ = 7(10a + ¢) upravené do tvaru 5(3a + b) = 3c plyne ¢ = 5.]

Najdéte vSechna étyimistna ¢isla abed, pro néz plati abed = 20 - ab+ 16 - cd. [65-C—S—1]
Urcete nejveétsi trojmistné Cislo, z néhoz po vyskrtnuti libovolné ¢islice dostaneme prvo-
¢islo. [67-C—S-1]

Najdéte nejmensi ¢tyimistné &islo abed takové, Ze rozdil (ab)? — (cd)? je trojmistné éislo
zapsané tfemi stejnymi éislicemi. [67-C—I-1]




