69. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2019/2020)

Ve

Ulohy domaci casti I. kola kategorie A

1. Pro kladnd redlna cisla a, b, ¢, d spliugici nerovnosti a > b, ¢ > d plati
a+b>c+d, ab < cd.
Dokazte, Ze pak nutné plati a > ¢ > d > b. (Michal Rolinek)

RESENT. Piedné si uvédomme, ze stac¢i dokdzat a > ¢, coz ve spojeni s predpokla-
dem ab < cd povede k nerovnostem cd > ab > bc, odkud po vydéleni krajnich soucint
¢islem ¢ vyjde d > b, a tudiz celkové a > ¢ > d > b.

Za timto ucelem nerovnost pro soucty prepiseme do tvaru b > c+d—a a s vyuzitim
nerovnosti pro souciny tak ziskame

cd > ab > a(c+d —a) = ac + ad — a*.
Ziskanou nerovnost mezi krajnimi vyrazy snadno upravime do soucinového tvaru
(a —c)(a—d) > 0.

K dokonceni diikazu nerovnosti a > ¢ ndm tak zbyva vyloucit soucasnou platnost ne-
rovnosti a < c a a < d. V takovém pripadé by vsak diky nerovnosti b < a platilo b < ¢
a b < d, ¢imz bychom dostali spor s nerovnosti a + b > ¢ + d.

JINE RESENI. Nerovnost a > ¢ lze ukazat i nésledovné. Ke dvojici (a,b) uréime
dvojici (z,8) kladnych ¢&isel takovou, ze a = x + 6, b = z — 4, totiz = S(a + b)
ad = %(a —b). Podobné ur¢ime kladna y, ¢ tak, ze ¢ = y + ¢, d = y — €. Vztahy ze
zadani pak prepiseme jako

T >, 22 — 0% < y? — &2

a jejich kombinaci ziskame
62 —e2>a% -y >0,

tudiz & > . Konedéné tak mame
a=x+d>y+e=c.

Jsme hotovi.

Poznamka. Ukazme, Ze rozhodujici nerovnost a > ¢ mizeme pravé popsanym po-
stupem odvodit, aniz bychom zavadéli néjaké substituce. Ze zadani alohy plynou nerov-
nosti

(a+b)?>(c+d)? a —4dab> —4cd,
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jejichz se¢tenim dostaneme (a—b)? > (c—d)?. Protoze zéklady obou poslednich mocnin
jsou kladné, plyne odtud nerovnost a—b > c—d. Jejim sec¢tenim s nerovnosti a+b > c+d
a naslednym vydélenim dvéma uz dostaneme potiebny zavér a > c.

JINE RESENI. Zadané nerovnosti vyuzijeme k porovnani dvou kvadratickych troj-
¢lent. Oznacéme P(z) = (x —a)(x —b) a Q(x) = (z — ¢)(z — d). Pak pro libovolné = > 0

plati

P(x)=2*—(a+ bz +ab< 2® — (c+d)x +cd = Q).

Jelikoz pro kladné x, jez nelezi v intervalu (b,a), plati P(z) = 0, plati také Q(x) >
> P(x) 2 0, zddné takové = proto nemiize byt kofenem trojélenu Q(x). Kladné ko-
feny ¢, d tohoto trojc¢lenu tak museji lezet uvnitt intervalu (b,a). Z toho jiz plynou
dokazované nerovnosti a > ¢ > d > b.

Pro nézornost uvadime i grafické znazornéni situace (obr. 1).

Y

b=075<d=16<c=2<a=33
Obr. 1

NAVODNE A DoOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Soucet kladnych ¢isel a, b je nejvyse 16. Jaka je nejvétsi mozna hodnota jejich soucinu?
[64. Do souc¢inu ab dosadte vyjadfeni a = p+¢c a b= p — ¢, kde p < 8 je aritmeticky
pramér éisel a a b.]
Soucin kladnych c¢isel a, b je alespon 16. Jaka je nejmensi mozna hodnota jejich souctu?
[8. Pouzijte stejné vyjadfeni &isel a, b jako v N1 a ukaZte, Ze z ab = 16 plyne p = 4.]
Reéalna c¢isla a1, ag, b1, ba splnuji a1 > a2 a by > ba. Ukazte, Ze a1b1+a2bs > a1ba+asby.
[Dokazovanou nerovnost ekvivalentné upravte na (a1 — a2)(b1 — b2) > 0.]
[Permutacni nerovnost] Necht z1 > m2 > ... > z, jsou redlnd disla a necht yi,
Y2, ..., Yn je néjaké poradi pevné danych navzajem riznych redlnych cisel z1, za, . .., 2n.
Potom je vyraz

T1Y1 +T2Y2 + ... + TnYn

maximalni, pravé kdyz je y1 > y2 > ... > yn. Dokazte. [Staci ukdzat, Zze usporadani,
kterd nespliuji y1 > y2 > ... > yn, lze vylepsit ,prohozenim® jedné dvojice. To Tesi
uloha D1, kterd je vlastné tlohou D2 pro n = 2]



2. Dokazte, Ze pocet mozZnosti, jak lze utvar na obrdazku vydlazdit dominovymi kostka-
mi, je druhou mocninou celého ¢isla. (Dominovd kostka pokryvd vidy dvé policka
sousedict stranou.) (Josef Tkadlec)

RESEN{. Policka daného ttvaru Sachovnicové obarvime. O ttvaru U sestavajicim
z levého ¢tverce 5 x 5 spolu s jednim polickem navic (jako na obr.2), ukidzeme, ze je
nutné také beze zbytku (a bez prekryvu) vydlazdén.

Obr. 2

Oznacme V utvar, ktery pokryvaji ty dominové kostky, jez zasahuji do atvaru U.
Jelikoz dominovéa kostka zakryje jedno bilé a jedno ¢erné pole, ma utvar V stejny pocet
cernych a bilych poli. Totéz ovsem plati i pro utvar U, jak snadno ovérime. Protoze V
vSak muze oproti U obsahovat navic jen ta t¥i pole sousedici s U (na obr. 2 ozna¢ena A,
B, C), které jsou vSechna ¢erné, neni jind moznost, nez ze U = V. Skutecné tak plati,
ze kazdé dlazdéni celého utvaru obsahuje jako svou ¢ast dlazdéni ttvaru U.

Podobné miizeme argumentovat pro soumérné sdruzeny utvar U’ na pravé strané.
Nakonec si staci uvédomit, ze kazdé dlazdéni celého obrazce je jednozna¢né urceno tim,
jak jsou vydlazdény utvary U a U’. (Vzhledem k uplnému vydlazdéni atvaru U U U’ je
uz jednoznacné urcena poloha dvou dominovych kostek, jez pokryvaji zbytek daného
utvaru s poli A a C.)

Pokud oznacime n pocet dlazdéni atvaru U, bude celkovy pocet moznosti, kterak
vydlazdit zadany atvar, roven n?. Tim jsme ukazali, Ze hledany pocet zpiisobi je roven
druhé mocniné pfirozeného dcisla.

Poznamka. Pro zajimavost uvadime, zZe presny pocet dlazdéni 1ze spocitat s pomoci
pocitace. Vysledek je 36 864 = 1922.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Ukazte, ze pocet zpisobi, jak lze na Sachovnici 8 X 8 umistit maximéalni pocet stfelci
tak, aby se zadni dva navzdjem neohrozovali, je druhd mocnina pfirozeného ¢isla. [Ne-
pocitejte, pouze rozdélte na dvé podulohy — rozmisténi stfelch na cernd a na bila
poli¢ka jsou navzijem nezavisla.]

N2. Kolika zptsoby lze vydlazdit dominovymi kostkami Sachovnici 8 X8, z niz jsou odfiznuta
dvé protéjsi rohova pole? [Nelze zddnym zpusobem: jsou-li odfiznutéd pole bila, je tieba
pokryt 30 bilych a 32 Cernych poli, pfitom libovolné umisténd kostka domina pokryje
vzdy 1 bilé a 1 &erné pole.]

D1. Kolika zptisoby lze pokryt dominovymi kostkami obdélnik 2 x 107 [Postupujte indukeci
pro obdélniky 2 x n. Najdete tak souvislost s Fibonacciho ¢isly v podobé rovnosti
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D2.

D3.

p(n) = p(n —1) 4+ p(n — 2), kde p(n) znadi pocet moznych vydldzdéni obdélniku 2 x n.
Vysledek je 89.]

Meéjme Sachovnici 8 X 8 a ke kazdé ,hrané“, ktera oddéluje dvé jeji policka, napisme pfi-
rozené Cislo, jez udava pocet zplsob, kterak lze celou Sachovnici roziezat na obdélnicky
2 x 1 tak, aby doty¢na hrana byla soucésti fezu. Urcete posledni ¢islici souctu vsech
takto napsanych ¢isel. [B3—A-III-3. Jaky je pfispévek jednoho vydldzdéni do celkového
souctu?|

Ukazte, ze pro kazdé prirozené cislo n existuje utvar, ktery lze kostkami domina vy-
dlazdit presné n zpisoby. [Postupujte indukei. Sta¢i vhodné ,prilepovat® stéle stejny
kus.]
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3. Uvnitr stran AB a AC' daného trojuhelniku ABC' jsou zvoleny po tadé body P a Q.
Oznacme R prisecik primek BQ a CP a p, q, r postupné vzddlenosti bodu P, (),
R od primky BC'. Dokazte, Ze plati

1
-+ —-> -
p g T .
(Patrik Bak)
RESENI. Dokazovanou nerovnost budeme v pritbéhu feseni ekvivalentné upravovat.
Zacneme upravou do tvaru

“+isa (1)
P

Obr. 3

Diky zfejmé podobnosti pravouhlych trojihelniki (obr. 3) plati

r |CRl  |CR]
p |CP|  |CR|+|PR]

a podobné také
r _|BR| |BR)|

¢ [BQl  [BRI+|RQI
Nerovnost (1) tak prepiSeme jako
|CR| |BR)| -1
[CR|+|PR|  |BR|+|RQ| =

coz lze dale (ekvivalentné) upravit roznésobenim a ode¢tenim shodnych ¢lent do tvaru

|BR| - |CR| > [RQ| - |PR]. (2)

Souéiny na obou stranach nerovnosti (2) ndm pfipomenou znadmy vzorec na vypocet
obsahu trojuhelnika S = %ab sin . Proto vynasobime obé strany nerovnosti (2) kladnym
¢islem %sin v, kde ¢ je spolecna velikost thlt BRC' a QRP. Vysledna nerovnost

1 1
§sing0- |BR| - |CR| > 3 sinp - |RQ| - |PR|

pak plati, pravé kdyz Sgrc > Spro-



Posledni nerovnost jiz dokdzeme snadno. Jelikoz bod C' méa vétsi vzdalenost od
piimky BP nez bod @, plati Sgpc > Sppg. Po odecteni obsahu trojuhelnika BPR od
obou stran jiz ziskdme kyzené Sprc > Sprg, a dikaz je tak u konce.

JINE RESENI. V tomto feSeni budeme pracovat s poméry obsahti. Oznac¢ime-li S; =

= SBRrc, S2 = SCRQ, Ss = SPRQ; S4 = Sprp, mizeme délky p, q, r vyjadrit jako

i 25, B 2(51 -+ SQ) B 2(51 +S4)
“iBel 1T T BCl 0 T B

a nasledné prepsat dokazovanou nerovnost do tvaru

1 1 1

> 5
Sl+S4+Sl+SZ S1

z n€hoz po provedeni ekvivalentnich uprav obdrzime
812 > S55,. (3)

Jelikoz zaroven pro obsahy Si, S, S3, Sy plati zndmy vztah S1S55 = S3.54 (viz tlohu N1),
miizeme pravou stranu (3) nahradit vyrazem 5753, a po kraceni nenulovym obsahem S
tak ziskdme ekvivalentni nerovnost S; > Ss neboli Sprc > Sprg. Tu dokdZeme stejné
jako v prvnim reseni.

JINE RESENI. Body R a () vedeme rovnobézky se stranou AB a jejich pruseciky
s BC' ozna¢ime postupné R’ a . Diky rovnosti thli [£CQ'Q| = [<*CR'R| = |<CBA| =
= [ a vzniklym pravoihlym trojihelnikiim (obr.4) mtzeme psét

p=|BP|snf,  r=|RR|sinf, q=|QQ|sinp.

Obr. 4

Po dosazeni do dokazované nerovnosti a vynasobeni obou stran kladnou hodnotou
|RR'| sin 8 ziskdme ekvivalentni nerovnost

RR| | |RR!
5P T 1QQ
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Z podobnosti ACBP ~ ACR'R (uu) a ABQ'Q ~ ABR'R (uu) obdrzime
|RR'|  |CR/| |RR'|  |BR'|
BPl " [BCl Q@ BQI
A jelikoz Q' lezi uvnitt tsecky BC, plati |BQ'| < |BC|, takze
|RR'| |RR/| _ |CR'| |BR'| |CR'| |BR/| _
|BP| |QQ'| |BC| |BQ| " |BC| [BC|]

coz jsme chtéli dokazat.

Pozndmka. Postup z posledniho Feseni se zavedenymi body R’ a Q' lze obménit
tak, Ze namisto dokazované nerovnosti odvodime jeji upresnéni v podobé rovnosti

1 1 1 1

- )

p q T v
kde v znaci vzdalenost bodu A od pfimky BC. K tomu rovnost po vynasobeni hodno-
tou r prepiseme do tvaru

p q v

a vyraz na levé strané upravime uzitim vysek podobnych trojihelnikt takto:

/ / /
C+C<L_%_JRCL%BR|O_VQQ):

P q v/ |BC| = |BQ| |BC
_|R'C] | |BR| |BC|—-|Q'C|
~|BC|] T BQ|  |BC|]
_IRC|  |BR| |BQ| _|RC|+[BR| _|BC| _
|\BC|  |BQ'| |BC| |BC| |BC|

JINE RESENI. Je$té jinym zptisobem dokézeme rovnost
1 1 1 1
+

p q r
z poznamky k predchozimu feseni.
Bez (jmy na obecnosti predpokladejme, ze Sapc = 1. Oznatme Sprc = x, SArc =
=y a Sapr = z, takze v + y + z = 1. Pak plati
AB AP S
v _MABl_ APl _ | Sanc _ v
p |PB| |PB| SBRC i
(pouzili jsme vysledek dopliiujici ilohy D2).
Analogicky odvodime rovnost

1+

o142
q X

Navic zfejmé plati
v SaBc

r  SBrc

1
=
Celkem tedy méame

voov v z 1 r+y+rx+z—1
—+———=@+g)+@+—>——= Y =1,
p q T x T T T

coz je ekvivalentni dokazované rovnosti.




Dodejme, ze cisla z, y, z tvori trojici takzvanych barycentrickych souradnic bodu R
v roviné ABC'. ReSeni je elementarnim prepisem tvah, které jsou pfi jejich pouzivani

bézné.

NAVODNE A DoPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

D3.

Je dan konvexni ¢tyfuhelnik ABC D s prusecikem uhlopficek P. Ukazte, Ze plati
Sapp - Scpp = Sppc - SpDPA-

[Vyjadiete obsahy vSech ¢ty trojuhelnika pomoci takovych zédkladen, které lezi na téze
uhlopfi¢ce étyfahelniku ABCD.]

Ukazte, ze v konfiguraci ze zadani tlohy plati Sprc > Sprg. [Porovnejte obsahy
trojthelniki BCP a BQP.]

Body P a Q lezi ve stejné poloroviné urcené piimkou [. Jejich kolmé praméty na
pfimku [ ozna¢me jako P’ a Q' a priise¢ik ptimek PQ’ a P’'Q jako R. Ukazte, Ze pro
vzdéalenosti p, ¢, » boda P, Q, R od pfimky [ plati

1 1 1
=4,
r P gq

[Uvazujte o vhodnych dvojicich podobnych trojuhelniki, které jsou uréeny zadanymi
body a jejich kolmymi priméty na pfimku l.]
Je dan bod X uvnitf trojuhelnika ABC'. Ukazte, zZe oznac¢ime-li D prusecik pfimek AX
a BC, plati

Saxp _ |BD|

Saxc |DC|

[Nakreslete pfimku AX vodorovné. Pak vynikne, ze oba zlomky se rovnaji podilu vzda-
lenosti bodd B a C od pfimky AX.]
[Cevova véta (¢ast)] Na strandch BC, C'A a AB trojuhelnika ABC jsou po fadé zvoleny
body D, E a F tak, ze se pfimky AD, BE a C'F protinaji v jednom bodé. Ukazte, ze
pak plati

|BD| |CE| |AF]

|DC| |EA| |FB]

[Vyuzijte tfikrat vysledek tlohy D2.]




4. Rekneme, Ze podmnozina P mnoziny M = {1,2,3,...,42} je polovicata, pokud
obsahuge 21 prvki a kazdé z 42 ¢isel v mnozZindch P a Q = {7x; © € P} ddvd pri
delent cislem 43 jiny zbytek. Urcete pocet polovicatych podmnozin mnoZiny M.

(Josef Tkadlec)

RESENI. Se vSemi ¢&isly budeme poéitat jako se zbytkovymi t¥idami pii déleni pr-
vocislem 43.

Nejprve si uvédomime, Ze mnoziny P a Q tvori disjunktni rozklad mnoziny M. Necht
P je polovi¢atd mnozina a necht x € P, pro néz pak téz 7x € Q.

Ukazeme, ze 7?x € P. Pokud naopak predpokladame, ze 7%z € Q, pak existuje
y € P takové, ze T2z = Ty. Podle navodné tilohy N2 je takové y uréeno jednozna¢né,
a tudiz je jim 7x. Jelikoz 7x & P, dostavame potiebny spor.

Pak samoziejmé 73z € Q a zopakovanim piedeslého argumentu ukazeme, ze 74z €
€ P, a nasledné i 75z € Q. V principu bychom takto mohli pokracovat i dale, nicméné
jiz %2 = 493z = 632 = z (mod 43), ¢imz se ,,cyklus® uzavie. Cyklick4 sestice (rfiznych)
¢isel (z, 7x, T%x, 732, T4x, 7°1) méa tak zafazeni (P,Q,P,Q,P,Q).

Mnozinu M nyni rozdélime do sedmi takovych cyklickych Sestic jako

(1,7,6,42,36,37), (2,14,12,41,29,31), (3,21,18,40,22,25),
(4,28,24,39,15,19), (5,35,30,38,8,13), (9,20,11,34,23,32),
(10,27,17, 33,16, 26).

Kazd4 z téchto Sestic bude mit zafazeni budto (P, Q,P,Q,P,Q), anebo (Q,P,Q,P,
Q, P), pficemz kazda takovad volba uréi mnoziny P a Q vyhovujici podminkadm tlohy.
Poéet moznosti je tak 27 = 128.

Pozndamka. Ve skutecnosti neni nutné sedm cyklickych Sestic nalézt pifimo. Staci
jen dokazat existenci takového rozkladu mnoziny M. Ta plyne ze dvou dil¢ich tvrzeni:
(i) Kazdy prvek M je prvkem néjaké Sestice.
(ii) Maji-li dvé Sestice spole¢ny jeden prvek, pak uz maji spolecné vSechny prvky.
Platnost prvniho tvrzeni je okamzita a k dikazu druhého si stac¢i uvédomit, ze
podle konstrukce jsou Sestice uzaviené na nasobeni ¢islem 7, a jeden spole¢ny prvek tak
,vygeneruje“ postupnym nasobenim sedmi pét dalSich spole¢nych prvki.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Je déno prvoéislo p, mnozina U = {0,1,...,p — 1} a pfirozené ¢islo a nesoudélné s p.
Ukazte, ze zddnd dvé &isla z mnoziny V = {0aq, la, ..., (p — 1)a} nedéavaji stejny zbytek
pfi déleni prvoéislem p. [Predpokladejte opak a ke sporu dovedte fakt, ze p déli rozdil
néjakych dvou &isel z mnoziny V.]

N2. [,,Sedmindsobek je jednoznaény“] P¥i znadeni z tlohy ukazte, Ze pro kazdé =z € M
existuje pravé jedno y € M takové, ze x = Ty (mod 43) (¢téte jako ,x dava stejny
zbytek jako 7y pri déleni 43“). [Podle N1 pro p = 43 a a = 7 se mezi nasobky 7 vSech
nenulovych zbytki objevi kazdy nenulovy zbytek pravé jednou, tedy i pfedem zvoleny
zbytek x.]

N3. Jaké zbytky davaji mocniny sedmi p#i déleni 437 Je-li 1 € P, co lze fici o ptislusnosti
téchto zbytktt do mnozin P a Q ze zadani dlohy? [1, 7, 6, 42, 36, 37. Déle rozmyslete,
pro¢ v piipadé 1 € P je jiz prislusnost ostatnich péti uréenych zbytki do mnozin P a Q
urena jednoznacné: 6,36 € P a 7,42,37 € Q.]

D1. Je dano prvodislo p, mnozina U = {1,...,p — 1} a jeji prvek a. Ukazte, ze pak exis-
tuje pravé jeden prvek b € U takovy, ze ab dava zbytek 1 pfi déleni p. [Podle N1 je
mezi ,,nasobky*“ ¢isla a zastoupen kazdy mozny zbytek p¥i déleni p pravé jednou. Tedy
i zbytek 1.]

D2. [Mal4d Fermatova véta] Je dano prvoéislo p a pfirozené ¢islo a nesoudélné s p. Ukazte,
ze pak p | aP~1 — 1. [Podle N1 jsou mnoziny U a V (po redukci na zbytky pii déleni p)
shodné. Rovnat se tak musi i souéiny jejich nenulovych prvki. Co vyjde?]
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D3. [Wilsonova véta]. Ukazte, Ze pro kazdé prvocislo p plati p | (p — 1)! 4+ 1. [Tvrzeni je
trividlni pro p € {2, 3}. V pfipadé p = 5 ze soudinu vyskrtneme vSechny dvojice ¢initeld,
jejichz soudin dava pii déleni p zbytek 1. Kterd dvé ¢isla zbydou (nebot tvori takovou
dvojici sama se sebou)?]
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5. V roviné jsou ddny dva rizné body O a A. Urcete mnoZinu ortocenter vsech troj-

uhelniki ABC', pro néz je bod O stredem kruznice opsané.

(Pavel Salom)

RESENI. Piedné si uvédomme, Ze viechny uvazované trojuhelniky ABC maji spo-
le¢nou kruznici opsanou k(O, |OA|). Jeji pramér s krajnim bodem A ma4, jak zndmo,
za druhy krajni bod obraz V, ortocentra V trojihelniku ABC v soumérnosti podle
sttedu M strany BC' (viz navodné tlohy N1-N3 a obr.5 vlevo). Tento bod V, € k je

tedy rovnéz vsem uvazovanym trojihelnikim ABC spolecny.

A

Va

Obr. 5

7 predchoziho plyne, ze hledana mnozina vSech ortocenter V' je obrazem mnoziny
stfedd M vSech tétiv BC' kruznice k (B # A, C # A) ve stejnolehlosti H(V,, 2), nebot
tfi rtizné body téze kruznice vzdy urcuji trojuhelnik. Staci tedy urcit mnozinu vsech
popsanych stiedtt M, o nichz pfedem vime, ze vSechny lezi ve vnitiku kruznice k.

Je jasné, ze stifed O do této mnoziny patii. Pro ostatni body M vnittku dané
kruznice k plati, ze jsou stfedem jeji vhodné tétivy, kterd je bodem M urcena jed-

nozna¢né (podle klasické konstrukce — staci
protnout kolmici k OM vedenou bodem M
s kruznici k, t¥i ptriklady jsou vykresleny na
obr.5 vpravo). Tato konstrukce pak selze
(tj. nedostaneme trojihelnik ABC'), pravé
kdyz je jednim z krajnich bodd sestrojené
tétivy bod A. To se stane pravé pro body M
lezici na obrazu k' kruznice k ve stejnoleh-
losti H(A, ) s vyjimkou bodu O, jenz byl
vySetfen zvlast (a k némuz naopak existuje
nekone¢né mnoho vhodnych tétiv).

Urcili jsme tak mnozinu vSech boda M,
kterou je vnitiek kruznice k, z néhoz je ode-
brana kruznice k' s vyjimkou bodu O. Hle-
dana mnozina ortocenter je, jak vime, obra-
zem této mnoziny ve stejnolehlosti H(V,,2).
Protoze obrazem kruznice k je kruznice se
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stfedem A a polomérem |AV,|, zatimco obrazem kruznice k" je kruznice k", jez je sou-
¢asné obrazem kruznice k£ v soumérnosti podle stfedu A, a konec¢né obrazem bodu O
v dané stejnolehlosti je bod A, je hledana mnozina (véetné konstrukce) uréena a zna-
zornéna na obr. 6. Je ji vnitiek kruznice se stifedem A a polomérem |AV,|, z néhoz je
odebréana kruznice k” a do néjz je naopak vracen bod A.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

D1.

D2.

Je dan trojuhelnik ABC' s priseéikem vysSek V. Ukazte, ze [« BV C| = 180° — |x BAC.
[Nezapomeriite na piipad, kdy je trojahelnik ABC tupouahly.]

Je dan trojuhelnik ABC s priisecikem vysek V. Ukazte, ze obraz V/ bodu V v sou-
meérnosti podle pfimky BC padne na kruznici opsanou trojuhelniku ABC'. Ukazte, Ze
totéz plati i pro obraz V' bodu V v soumérnosti podle stiedu tusecky BC. [V obou
dtikazech vyuzijte vysledek tlohy N1.]

Je dan trojuhelnik ABC s priise¢ikem vysek V. Z tlohy N2 vime, Ze obraz V'’ bodu V ve
stfedové soumérnosti podle stfedu strany BC' lezi na kruznici opsané. Ukazte navic, ze
AV je primérem této kruznice. [Diky stiedové soumérnosti plati CV || BV a proto
z CV L AB plyne BV" 1 AB.]

Je dana kruznice k se stfedem S a uvniti ni bod X. Urcete mnozinu stfed vSech tétiv
kruznice k, které prochazeji bodem X. [V pfipadé X = S jde o mnozinu {S}, v pfipadé
X # S o Thaletovu kruznici nad primérem X S.]

Je dana kruZnice k se stfedem S a uvnitf ni bod X. Uréete mnozinu bodua, jez jsou
stfedem néjaké jeji tétivy, kterd neobsahuje bod X. [Ke konstrukci tétivy s danym
sttedem vyuzijte faktu, Ze osa kazdé tétivy prochazi stfedem kruznice. Kdy vsak tato
konstrukce vede k tétive, jez bodem X prochéazi? Hledanou mnozinou je vnitiek kruz-
nice k, a to v pfipadé X = S s vyjimkou jediného bodu S, v pfipadé X # S jsou
vylou¢eny vSechny body Thaletovy kruznice nad primérem XS kromé bodu S (ktery
tentokrat do vysledné mnoziny naopak patif).]

[Feuerbachova kruznice] Je dan trojuhelnik ABC s pruseéikem vysek V a stfedem O
kruznice opsané. Ukazte, ze stfedy jeho stran, stfedy spojnic vrcholl s jeho ortocent-
rem a paty jeho vysek lezi na jedné kruznici, jejiz stfed je navic stfedem usecky VO.
[Vyuzijte vysledku tlohy N2 a pouzijte stejnolehlost H(V %)]

V roviné w jsou dany dva razné body O a T'. Najdéte mnozinu vrcholi vSech trojahel-

v v

[F3—A_TIT4
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6. Najdéte vsechny trojice a, b, ¢ kladnych celych cisel takovych, Ze soucin
(a4 2b)(b+ 2¢)(c + 2a)
je roven mocniné nékterého prvocisla. (Jaromir Simsa)

RESENI. Hledané trojice maji spliiovat rovnost
(a+2b)(b + 2¢)(c + 2a) = p", (1)

kde p je vhodné prvocislo a n je celé ¢islo, které je alespon 3, nebot kazdy z Ciniteld na
levé strané (1) je vétsi nez 1.

Kdyby vsSechna tti ¢isla a, b, ¢ byla nasobky prvocisla p, splnovala by trojice pfiro-
zenych ¢isel (a/p,b/p,c/p) diky (1) podobnou rovnost

Ge) o) Grs) -
p b/ \p p/\p p

takze by byla rovnéz fesenim tlohy. Kdyby i v této trojici byla vSechna t¥i ¢isla nasobky
prvoéisla p, mohli bychom piejit k feseni (a/p?, b/p?, c/p?) atd., az po koneéném poctu
kroki dojdeme k zavéru, ze kazda vyhovujici trojice (a, b, ¢) je tvaru

a :pkalv b :pkbla c :pkclv

kde k& = 0 je celé ¢islo, aspon jedno z pFirozenych ¢isel aq, b1, ¢1 neni délitelné prvocislem
p a pritom soucin tii ¢initelt a; + 2b1, b1 + 2¢1, ¢1 + 2a1 je mocninou prvocisla p, takze
je mocninou p i kazdé z nich:

ai + 2by = p°, b1+ 2¢; :pﬁ» c1+2a1 =p”. (2)

Celo¢iselné exponenty «, 3, v jsou pfitom kladné, nebot na levych stranach (2) jsou
opét Cisla vétsi nez 1.

Pohlédneme-li na (2) jako na soustavu tii linedrnich rovnic, snadno uréime jeji
jediné teseni

Pt - 2p° + 4p” B p® —2p7 + 4p®
a; = ; bl -

pY — 2p™ + 4p°
9 Cc1 = .

9 ’ 9

(3)

Diky tomu, Ze min(c, 3,7v) 2 1, jsou ¢itatelé zlomku v (3) nasobky prvodéisla p.
Kdyby tudiz neplatilo p = 3, byla by vSechna tfi ¢isla a1, by, ¢; v rozporu s jejich
vybérem délitelna prvoéislem p, nebof zlomky v (3) maji jmenovatel 32, takze jejich
kraceni prvocislem p neni mozné. Nutné proto plati p = 3.

S ohledem na cykli¢nost soustavy (2) muzeme predpokladat, zZe ¢islo v je z ¢isel
[, v maximalni a ze pokud je v této trojici maximalnich c¢isel vice, je takové kromé cisla
~ i ¢islo 3. Plati tak

bud max(«a,S) <7y, nebo a<f=+. (4)

Z nerovnosti b; > 0 pak podle (3) s dosazenym p = 3 mame 4-3% > 2-37 —3°% > 37,
odkud 377 < 4 neboli v — a € {0,1}. Ob& mozné hodnoty nyni analyzujme oddélené.
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(i) V pfipadé v — @ = 0 mame podle (4) rovnosti « = § = 7. Dosazenim do (3)
dostavame a; = by = ¢; = 3771 tudiz v =1 a (a, b, c) = (3%,3F, 3%).

(ii) V ptipadé v — @ = 1 musi byt S = +, jinak bychom totiz podle (4) ze vztahu
f<vy—1aa=vy—1prohodnotu b; z (3) dostali

9b; =3° —2.37+4-3* <371 2.3 4.3 = 3771 <,

a to je spor. Plati proto 5 =+, coz spolu s @« = 7 — 1 po dosazeni do (3) dava

371 -2.37 443

ay = 9 = 7'37_3’
37 -92.371+4.371
by = i =377,
9
37 —-2.371+4.37
c1 = 5 + =13-3773,

tudiz v = 3, (a1, b1,¢1) = (7,1,13), (a,b,c) = (7-3%,3%,13 - 3F).

Odpoved. Hledané trojice jsou (3%,3% 3F) a (7 - 3% 38,13 - 3%) (az na cyklickou
permutaci), pfitom k& je libovolné nezdporné celé éislo.

Poznamka. Kdybychom v zadani ulohy nepozadovali, aby cela ¢isla a, b, ¢ byla
kladnd, existovaly by mnohé dalsi vyhovujici trojice, kuptikladu (2%,0,2%*!) nebo
(11 - 5%, —5k+1 3. 5k),

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

D1.

Urcete v8echny dvojice celych kladnych éisel a a b, pro kterd je soucin (a + 2b)(b+ 2a)
mocninou nékterého prvoéisla p. [a = b = 3%, kde k > 0. Ze soustavy rovnic a+2b = p*
a b+ 2a = p¥ vyjadrete neznamé a, b a ukazte, zZe jejich hodnoty jsou obé kladné, jen
kdyz se pfirozena éisla v a v rovnaji — pak ovem také a = b.]

Najdéte vsechny trojice a, b, ¢ kladnych celych &isel takovych, Ze soucin (a+b)(b+c) X
X (¢ + a) je roven mocniné nékterého prvodéisla. [Ukazte, ze alesponi jedna zivorka je
suda, a proto p = 2. P¥i usporadani a = b = ¢, které mtizeme predpokladat, bude pro tii
mocniny a-+b, a+c, b+c ¢isla 2 platit a+b = a+4c = b+c. Kdyby a+b, a+c byly rfizné
mocniny éisla 2, byla by prvni alespoti dvojnasobkem druhé, tj. a+b = 2(a+ c), odkud
by plynulo b 2 a + 2¢ > a, a to je spor s a = b. Proto musi platit a + b = a + ¢ neboli
b = c. To uz vede k zavéru, Ze tloze kromé snadno uhodnutelnych trojic [2’“,2'“,2’“]
vyhovuji v libovolném pofadi také trojice ¢isel [27 — 2%, 2F 2%] kde 0 S k < n—1, a Ze
z4dna jina feSeni neexistuji.]

Pro navzajem razna prirozena éisla a, b, c plati, ze

(a+b+c¢)| (a+2b)(b+ 2¢)(c+ 2a).
Ukazte, ze ¢islo a+ b+ ¢ je sloZené. [Pokud by a+ b+ ¢ bylo prvoéislem, délilo by jednu

ze zdvorek, feknéme a + 2b, a tedy by délilo i rozdil a + 2b — (a + b+ ¢c) = b — ¢, takze
by platilo a + b+ ¢ < |b — ¢|, coz je spor.]
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