1. Najdéte vSechna cela ¢isla a, pro néz ma rovnice
a(x® + ) = 3(2* + 1)

asporti jeden celociselny kofen. (Jaromir Simsa)

ResSeni. M4-li rovnice celo¢iselny koten m, je ¢islo 3(m? + 1) rovno am(m + 1),
takze je délitelné cislem m, které je zfejmé rtizné od nuly. Vzhledem k nesoudélnosti
¢isel m a m? + 1 odtud plyne, Ze &slo m je délitelem ¢isla 3, takze m € {—3,—1,1,3}.
Do ptivodni rovnice postupné dosadime za x vSechny ¢tyfi hodnoty m a zjistime tak, ze
celociselné a vyjde pro pravé dvé z nich. Je to jednak x = —3, kterému odpovida a = 5,
jednak z =1, pro néz a = 3. (Pro x = —1 vychazi 0-a = 6, pro = 3 rovnice 12a = 30
s necelo¢iselnym kofenem a.)

Odpovéd. Rovnice mé celoCiselny kofen pro a = 3 nebo a = 5.

Poznamka. Rovnost pro celociselny kofen m bychom mohli také upravit na tvar
am(m+1) =3(m*+1) =3(m —1)(m +1) + 6,

odkud vidime, ze ¢islo m—+1 déli ¢islo 6. Tato Gvaha vede k osmi moznostem pro ¢islo m
s podobnou diskusi.

Jiné reSeni. Danou rovnici upravime do standardniho tvaru
(a—3)z* +ax—3=0. (1)

Pro a = 3 jde o linearni rovnici s celoc¢iselnym korenem = = 1, takze a = 3 vyhovuje.
Pro celé a # 3 je rovnice kvadraticka a jeji celoc¢iselny diskriminant

D =a*>+12(a—3) = (a +6)* — 72

musi byt druhou mocninou celého ¢isla (i v pfipadé tfeba jen racionalniho kofene).
Necht D = n? pro celé nezdporné &islo n. Plati tak

n? = (a+6)% — 72.
Tuto rovnici upravime na tvar
(a4+n+6)(a—n+6)=(a+6)>—n?=72=2%.32%

Oba celoCiselné ¢initele a — n + 6 a a + n + 6 maji zfejmé stejnou paritu (jejich soucet
je sudy), takze podle jejich sou¢inu 72 to musi byt dvé suda ¢isla, pro ktera navic plati
a—n+6 =< a+n+ 6. Nastanou tak pro né pouze moznosti uvedené v ndsledujici
tabulce, ve které soucasné uvadime i odpovidajici hodnoty cisel a, n a odpovidajici
kofeny kvadratické rovnice (1):

a—n+6 —36 —18 —12 2 4 6
a+n-+6 —2 —4 —6 36 18 12
a —25 —17 —15 13 5 3
n 17 —7 -3 17 7 3
kofeny (1) 31 31 211 31 _3 1 | rovnice nenf
4’ 5 4 27 3 2’5 "2 | kvadraticka




Vidime, ze kromé jiz diskutovaného pripadu a = 3 ma danda rovnice celociselny kotfen
pouze v pripadé a = 5.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu, z toho zévéreény 1 bod za shrnujici odpovéd a € {3,5}. Predchazejicich
5 bodi v zavislosti na zvoleném postupu pridélujte nasledovné.

Pfi postupu podle prvniho feSeni udélte 2 body za dtkaz, ze vyraz pouze v proménné m déli
urcené celé &islo (napt. m |3, m+ 1|6, m(m+1)|6,...), 1 bod za uvedeni vSech moznosti pro m
a dale nejvyse 2 body za spravné dopocteni odpovidajicich hodnot a.

P1i postupu podle druhého reseni udélte 1 bod za diskusi linearni rovnice v pfipadé a = 3, 1 bod
za tvrzeni, ze diskriminant kvadratické rovnice musi byt kvadratem celého cisla, 1 bod za nalezeni vSech
moznosti pro D (D € {32,72,17%}), 1 bod za zd@ivodnéni, pro¢ jiné hodnoty D nevyhovuji a 1 bod za
vylouceni vSech moznosti pro a kromé a = 5.

Pozor! Resitel miize ziskat ¢isteéné body pouze za jeden postup, ¢asteéné body podle réiznych
postupt se nes¢itaji. Za pouhé uhodnuti obou hodnot a € {3,5} udélte 1 bod, je-li uhodnuta jen jedna
hodnota, zadny bod nepridélujte.



2. Dokazte, ze stiedy kruznic vné pripsanych jednotlivym strandm libovolného kon-
vexniho c¢tyriahelniku lezi na téze kruznici.
(Kruznici pfipsanou napfiklad strané AB konvexniho ¢étyfuhelniku ABCD rozu-
mime kruznici, ktera se dotyka strany AB a polopfimek opacnych k polopfimkam
AD a BC.) (Jaroslav Svréek, Pavel Caldbek)

ReSeni. Posuzované stfedy kruznic vné piipsanych stranam daného étyfthelni-
ku ABCD oznacime K, L, M, N podle obr.1. Nasi tlohou je dokazat, ze ¢tyfuhel-
nik KLMN je tétivovy. Vyuzijeme k tomu obvykle oznacenych vnitinich thld «, 3,
v, § vychoziho ¢tyfuhelniku ABCD. Bod K je prusecikem os vnéjsich uhlid tohoto

%
K
Obr. 1
¢tytahelniku pii vrcholech A, B. Proto
|¥BAK| = £(180° — a) = 90° — 1q, |<ABK| = 1(180° — 8) = 90° — 1.

Odtud pro velikost tietiho vnitiniho thlu trojuhelniku ABK plyne
|« AKB| = 180° — (90° — 1) — (90° — 18) = 3 (a + B).
Podobné pro stied M kruznice vné ptipsané strané C'D c¢tytuhelniku plati
|xCMD| = L(v+9).

Soucet velikosti vnitinich thla pfi protéjsich vrcholech K a M ¢tytuhelniku K LM N
je tak
|« AKB|+ |<xCMD| = (a+ B+~ +6) =1-360° = 180°,
coz je nutna a postacujici podminka k tomu, aby ¢tyithelnik K LM N byl tétivovy. Tim
je diikaz ukoncen.

Za Uplné feseni udélte 6 bodt, z toho 5 bodd za dikaz, ze soucet dvou protéjsich thla ctyiahelniku
KLMN je 180°, a 1 bod za néasledné konstatovani, ze (pravé) takové &tyfuhelniky jsou tétivové (misto
toho je mozné zminit i potfebné poznatky o obloucich jako ekvigonaldch).



Hodnoceni dikazu 5 body rozdélte takto: 1 bod za poznatek, ze stfedy kruznic vné pfipsanych lezi
na osach vnéjsich uhlu étyifuhelniku ABC D, 2 body za potfebna vyjadfeni étyf thla pfi hranici ABCD
jako napf. thlu BAK pomoci thlu «, 1 bod za vyjadfeni dvou protéjsich ahli v KLMN a 1 bod za
jejich se¢teni do hodnoty 180°.

Pokud feSitel ukaze, ze tvrzeni plati pro ¢tyfahelniky ABC D konkrétniho tvaru, potom v pfipadé
¢tvercu body nedavejte, v pfipadé kosoctverci a obdélnikti nejvyse 1 bod, v obecnéjsich pripadech
(rovnobézniky a lichobé&zniky) nejvyse 2 body; tyto body se neséitaji.



3. Urcete nejvétsi prirozené cislo k, pro které lze na Sachovnici 8 x 8 rozmistit k vézi
a k stielct tak, aby zadnd figurka neohrozovala jinou. (Stfelec ohroZzuje libovolné
pole diagondly a véz libovolné pole fadku i sloupce, na nichz stoji.)

(Josef Tkadlec)

Reseni. Uvazujme libovolné vyhovujici rozmisténi k vézi a k stielctt. Dokazme, Ze
plati nerovnost k < 5.

Je-li v nékteré fadé (resp. sloupci) Sachovnice umisténa véz, musi byt jedinou fi-
gurkou této fady (resp. sloupce). Pro pocet k rozmisténych vézi tak nutné plati £ < 8
a navic je jimi neobsazeno celkem 8 — k fad a 8 — k sloupcii Sachovnice. Stfelci v poctu k
tak mohou stat pouze na nékterém z (8 — k)2 poli, v nichz se tyto fady a sloupce
Sachovnice protinaji. Proto musi platit nerovnost

k< (8- k)2

Odtud jiz plyne k < 5, nebot odvozené nerovnost neplati pro zadné k € {6,7, 8}, jak se
snadno presvédc¢ime dosazenim.

Jak vidime z néasledujiciho obrazku, 5 vézi a 5 stielcli 1ze rozmistit na Sachovnici
tak, aby se navzajem neohrozovali, proto nejvétsi mozné k dané vlastnosti je k = 5.

Obr. 2

Poznamka. Odvozeni nerovnosti k& < 5 lze podat struénéji takto: nejprve vylouéime

stejné jako v podaném Feseni hodnotu k& = 6 (6 stfelct by muselo stat na 4 polich, ktera
lezi ve dvou fadach a dvou sloupcich neobsazenych 6 vézemi) a poté konstatujeme, Ze
pokud by existovalo vyhovujici rozmisténi pro k > 6, odebranim libovolnych k — 6 vézi
a k — 6 strelct bychom dostali vyhovujici rozmisténi pro k = 6.
Za Uplné feSeni udélte 6 boda. Z toho 1 bod za vylouceni moznosti & > 6 a 2 body za vylouceni
moznosti k = 6. Kone¢né 3 body ohodnotte konstrukci pfikladu spravného rozestaveni pro k = 5. Za
konstatovani, ze k nalezenému pfikladu pro k = 5 jiz nelze zadnou dalsi véz pridat, ovSem dalsi body
nedavejte — k iplnému vyreseni tlohy by bylo zapotifebi takto otestovat vSechna vyhovujici rozmisténi
pro k = 5. Je-li uveden spravny priklad rozestaveni pouze pro k = 4, udélte 1 bod.



