1. Urcete vSechna pfirozena c¢isla n, pro néz plati
n+ s(n) = 2019,

kde s(n) znadi ciferny soucet ¢isla n. (Jaroslav Svrcek)

Reseni. Pokusme se nejprve vydedukovat néjaky odhad hodnoty &sla n, které
by mohlo spliovat zadanou rovnici. Na jeji levé strané mame soucet dvou prirozenych
Cisel n a s(n), a proto obé musi byt mensi nez 2 019. Pfesnéji, hodnota hledaného ¢isla
n = 2019 — s(n) bude nejvyse 2018, jelikoz s(n) je pFirozené ¢islo. Pak vime, Ze ciferny
soucet ¢isla n < 2018 je nejvyse 1 +9 + 9 + 9 = 28, a proto samotné ¢islo n musi byt
nékde mezi 2018 a 2019 — 28 = 1991.

Nyni staci vyzkouset, pro které z hodnot n € {2018,2017,...,1991} vyjde rovnost
n+ s(n) =2019:

n  s(n) n+sn) n  s(n) n+s(n) n  s(n) n+sn)
2018 11 2029 2009 11 2020 1999 28 2027
2017 10 2027 2008 10 2018 1998 27 2025
2016 9 2025 2007 9 2016 1997 26 2023
2015 8 2023 2006 8 2014 1996 25 2021
2014 7 2021 2005 7 2012 1995 24 2019
2013 6 2019 2004 6 2010 1994 23 2017
2012 5 2017 2003 5 2008 1993 22 2015
2011 4 2015 2002 4 2006 1992 21 2013
2010 3 2013 2001 3 2004 1991 20 2011

2000 2 2002

Rozebirani vSech 28 moznosti od 1991 do 2018 (pfipadné v jiném podobném intervalu)
je mozné ruznymi zplsoby zkratit.

Prvnim je naptiklad pozorovani, ze pokud zmensime ¢islo n o jednotku a nepiejdeme
pfitom pres desitku, zmensi se hodnota souc¢tu n + s(n) o 2 (napfiklad pro n = 2005
je n+ s(n) = 2012, pro n = 2004 vyjde 2010 apod.). Proto mé zkoumany soucet
predepsanou hodnotu 2019 pro nejvyse jedno n v kazdé desitce prirozenych cisel, jez
se lisi pouze na misté jednotek, a my je dokonce mtzeme urcit z hodnoty souctu pro
jediné cislo této desitky, kupt. pro to, které konci ¢islici 9. Podle prechozich odhadi tak
budeme potfebovat hodnoty n + s(n) pouze pro n rovna 2019, 2009 a 1999.

Pro n = 2019 dostavame n + s(n) = 2031 = 2019 + 2 - 6, a proto mezi ¢isly od
2010 do 2019 vyhovuje pouze ¢islo 2019 — 6 = 2013, které je skutecné jednim z feseni
dané tulohy (zkouska diky vypozorovanému klesani sou¢tu o hodnotu 2 neni nutna).

Pro n = 2009 dostavame n + s(n) = 2020, které je na rozdil od 2019 sudé, a tak
mezi ¢isly od 2000 po 2009 bychom feSeni hledali marné.

Koneéné pro n = 1999 dostavame n+ s(n) = 2027 = 2019+ 2-4, a proto vyhovuje
pouze ¢islo 1999 — 4 = 1995, které je druhym feSenim.

Jiny zpusob, jak lze eliminovat pocet rozebiranych moznosti, je uvédomit si, ze
¢islo n dava pii déleni tfemi stejny zbytek jako jeho ciferny soucet s(n). Pokud tento
zbytek oznac¢ime jako d, bude ¢islo n + s(n) = 2019 pfi déleni tfemi déavat zbytek
d+ d = 2d. Ciferny soucet ¢isla 2019 je 12, proto i ¢islo 2019 je délitelné tiemi, a proto
zbytek cisla 2d pfi déleni tfemi je nula, a tedy d = 0. Jinak feceno, hledané ¢islo n je



délitelné tremi. V tomto pripadé bychom potfebovali provérit pouze 9 cisel mezi 1991
a 2018, ktera jsou délitelné tfemi, tj. 9 moznosti n € {2016,2013,...,1992}.

Pfedchozi zptsob eliminace moznosti (vyuzitim zbytku pii déleni tfemi) muiZeme
jesté vylepsit, pokud si uvédomime, ze podobné lze pouzit i délitelnost deviti. Plati, ze
¢islo n a jeho ciferny soucet s(n) davaji stejny zbytek pti déleni deviti. Oznacéme tento
zbytek r. Cislo 2019 dava pti déleni deviti zbytek 3 (tj. zbytek pii déleni ¢isla 24+0+1+
+ 9 = 12 pti déleni deviti). Z rovnice 2019 = n + s(n) pak podobné jako v predchozim
odstavci vyplyva, ze n dava pti déleni deviti zbytek 6, protoze jeho dvojnasobek ma
davat zbytek 3. Cisla od 1991 do 2018, ktera davaji zbytek 3 pii déleni deviti, jsou
pouze tfi, a to n € {2013,2004,1995}.

Odpovéd. Uloha ma dvé feseni, a to n = 2013 a n = 1995.

Jiné reSeni. Pokud by hledané ¢islo n bylo nejvysSe trojmistné, byl by soucet
n + s(n) nejvyse 999 + (9 + 9+ 9) < 2019. Z druhé strany ¢islo n nemiize byt péti-
a vicemistné, protoze pak by bylo n + s(n) > 10000. Ozna¢me d¢islice hledaného Ctyf-
mistného ¢isla n jako a, b, ¢, d, tj. n = 1000a + 1000 + 10c + d, pficemz a # 0. Danou
rovnici pak miizeme upravit nasledovné:

(1000a + 100 4 10¢ + d) + (a + b + ¢ + d) = 2019,
1001a + 1016 + 11¢ + 2d = 2019. (1)

Jelikoz 0 < a,b,c,d < 9, je zfejmé a < 2, jinak by byla leva strana rovnice (1) ales-
pont 3003. Jelikoz a # 0, rozebereme dvé moznosti pro a € {1,2}.
> a=1:
Potom 1016 + 11¢c + 2d = 2019 — 1001 = 1018. Pro b < 8 by byla leva strana
nejvyse 101 -8 +11-9+2-9 = 925 < 1018, proto b = 9, coz po dosazeni dava
1lc + 2d = 1018 — 909 = 109. Déle pokud by bylo ¢ < 8, byla by leva strana
nejvyse 88 + 18 = 106 < 109, proto mize byt jediné ¢ = 9, pro néz dopocitame
d = (109 — 99)/2 = 5. Pro a = 1 dostavame jediné feseni n = 1995.
> a=2:
Potom 1016 + 11c + 2d = 2019 — 2002 = 17. Ziejmé b = 0, tudiz 11lc 4+ 2d = 17
a ¢ < 1. Protoze prava strana je licha, musi byt i ¢ liché (tim jsme vyloudili ¢ = 0),
tedy ¢ = 1, pro néz dopocitame d = (17 — 11)/2 = 3. Pro a = 2 dostavame rovnéz
jediné feseni n = 2013.
Odpovéd. Uloha mé dvé feseni n = 2013 a n = 1995.

Pokud fesitel postupuje podle prvniho feSeni a ohrani¢i mnozinu hodnot n zdola i shora tak, ze zbude
jen vyzkouSet nejvySe 30 moznosti, ale nenajde obé spravné feseni, udélte 4 body (po 2 bodech za
odhad ¢éisla n shora i zdola). Zbyvajici 2 body rozdélte po 1 bodu za kazdé nalezené spréavné ¢islo n.

Pokud resitel postupuje podle druhého feSeni, udélte 1 bod za sestaveni rovnice 1001a + 101b +
+11c+2d = 2019 a dalsi bod, pokud se fesitel dostane ke zkouméni a € {1,2}. Dalsi dva body udélte,
pokud resitel dale systematicky vylucuje rizné hodnoty b, ¢, d a posledni 2 body udélte pouze v pripadé,
ze ukol korektné dokonci a najde obé ¢isla 1995 i 2013.

Jakkoli resitel postupuje, pokud najde pouze jedno z feSeni bez toho, ze by vyloucil vS§echny ostatni
moznosti, udélte 1 bod, a pokud uhodne obé feseni 1995 i 2013 bez dalsi analyzy, udélte 2 body.



2. Tabulka 3 x 3 je vyplnéna navzajem riznymi pfirozenymi cisly tak, ze v kazdém
radku i sloupci je soucet krajnich cisel roven ¢islu napsanému mezi nimi. Zjistéte,
jaké nejmensi ¢islo mize byt napsano uprostied tabulky. (Tomas Jurik)

Reseni. Ozna¢me si &isla v rozich tabulky a, b, ¢, d (zleva doprava, shora doltl).
Témito ¢tyfmi ¢isly jsou jednoznacné urcena vSechna ostatni ¢isla tabulky, protoze po-
stupné lze dopocitat ¢isla mezi nimi a nakonec i ¢islo a + b + ¢ + d uprostied tabulky.

a b a a-+b b a a-+b b
— a+c b+d — atclat+bt+et+d|b+d
c d c c+d d c c+d d

Pro hodnoty a =1, b =3, c =6 a d = 2 dostaneme tabulku riznych c¢isel

4
12
8

s Cislem a + b + ¢ + d = 12 uprostted.

Nyni ukazeme, ze uprostied tabulky nemize byt mensi ¢islo nez 12. Mensi c¢islo
nez 12 lze jako soucet ctyr riznych prirozenych cisel dostat jen dvéma zptsoby: jako
1+24+3+4nebol1+2+43+5.

V obou ptipadech se mezi ¢isly vepsanymi do rohti tabulky nachézeji ¢isla 1, 21 3.
Vyzkousejme, zda je lze vepsat do roht tabulky tak, abychom ji uméli celou vyplnit
pozadovanym zpusobem.

Cisla 1 a 2 nesméji byt napsana v témze fadku ¢&i sloupci, protoze by pak mezi nimi
bylo napsano c¢islo 3 jako jejich soucet, a my potfebujeme mit ¢islo 3 v nékterém rohu
tabulky. Proto museji byt ¢isla 1 i 2 v protilehlych rozich tabulky. Pro ¢islo 3 mame jiz
pouze dvé mozné rohova pole tabulky, a at ho vepiSeme do kteréhokoli z nich, budeme
muset mezi Cisla 3 a 1 vepsat cislo 4 a mezi ¢isla 3 a 2 ¢islo 5, tudiz nebudeme moci
mit v poslednim rohu ani ¢islo 4, ani ¢islo 5. Do rohti tabulky proto nesvedeme napsat
ani cisla 1, 2, 3, 4, ani 1, 2, 3, 5, a proto c¢islo a + b + ¢ 4+ d uprostied tabulky splnujici
podminky zadani méa vzdy hodnotu alespon 12.

Jiné fesSeni. Oznacme cisla v rozich tabulky stejné jako v predeslém feseni a do-
plnénim ostatnich c¢isel v tabulce vidime, Ze soucet S vSech c¢isel v tabulce je

S=a+(a+b)+b+(a+c)+(a+b+c+d)+(b+d)+c+(c+d)+d=
=4(a+b+c+d),

coz je cCislo délitelné ¢tyfmi. Presnéji, je to ¢tyrnasobek cisla napsaného uprostied ta-
bulky. Najit nejmensi mozné c¢islo napsané uprostied tabulky je tedy totéz jako najit
¢tvrtinu nejmensiho mozného souctu S vSech cisel napsanych v tabulce.

Kazdé z deviti ¢isel v tabulce je prirozené a napsané nejvyse jednou, proto soucet S
vSech ¢isel v tabulce bude alespont S = 14+2+...4+9 = 45, coz je soucet deviti nejmensich
prirozenych c¢isel. Uz vime, ze tento soucet S musi byt délitelny ¢tyrmi, a proto nejmensi
soucet vSech ¢isel v tabulce musi byt alespon 48 (nejmensi ¢islo délitelné ¢étyimi, které



spliiuje podminku S = 45). Pak ovSem nejmensi mozna hodnota ¢isla uprostied tabulky
je S/4 = 48/4 = 12.1 Vyhovujici tabulku najdeme zkousenim a miZe to byt naptiklad
ta z prvniho TeSeni.

Pozndmka. Poéet viech vyhovujicich tabulek s ¢islem 12 uprostied je 8. Cislo 12

se da napsat jako soucet ¢tyr riznych prirozenych cisel pouze dvéma zpusoby jako
6+3+2+1ab+4+ 2+ 1. D4 se pritom ovérit, ze druhd moznost nevede k tabulce
s riznymi Cisly a ze prvni moznost vede k spravnému vyplnéni tabulky, pouze pokud
jsou ¢isla 1 a 2 v protéjsich rozich. Tim padem svedeme spocitat pocet vyhovujicich
tabulek takto: Pro ¢islo 1 mame ¢tyfi moznosti, kam ho umistit, a pak uz je poloha ¢isla 2
jednoznac¢né urcena. Nasledné pro ¢islo 3 mame 2 moznosti, ¢islo 6 je v poslednim volném
rohu tabulky, a zbyvajici ¢isla jsou samoziejmé urcena také jednoznacné. Dohromady
tak existuje 8 moznych piikladi pro tabulku s ¢islem 12 uprostied (kazdy se pfitom da
dostat z kteréhokoli jiného postupnymi vyménami krajnich fadki resp. sloupci).
Za Gplné feseni ulohy udélte 6 bodi, z toho 2 body za priklad tabulky s ¢islem 12 uprostied a 4 body
za dikaz, ze Cislo uprostied tabulky musi byt alespon 12. Slabsi vysledky ocente takto: 1 bod za priklad
tabulky s ¢islem 13 uprostied; za zdivodnéni, ze ¢islo uprostied musi byt alespon 10, resp. 11, udélte 2,
resp. 3 body.

Pokud resitel postupuje pii odhadu ¢isla uprostred podle druhého feseni, dejte 2 body za tvrzeni,
ze soucet vSech Cisel v tabulce je ¢tyinasobkem cisla uprostied. Dalsi 2 body za ukazani, ze soucet musi
byt alespori 48, a tedy nejmensi ¢éislo uprostied je 12 (jinak lze ziskat 4 body i za postup z poznamky
pod ¢arou).

I Tento odhad ¢&isla a + b + ¢ + d uprostied tabulky lze ziskat i bez tivahy o celkovém souctu:
Soucdet osmi ostatnich ¢isel, ktery je alesponn 1+24 ...+ 8 = 36, je roven 3(a + b+ ¢+ d), odkud
a+b+c+d=12.



3. Najdéte vSechny pravoiihlé trojuhelniky s celoc¢iselnymi délkami stran, jejichz kruz-
nice vepsana ma polomér 2. (Jaroslav Zhouf)

Reseni. Hledany pravouhly trojthelnik ozna¢me ABC tak, aby pravy thel byl pfi
vrcholu C, délky jeho stran ozna¢me standardné jako |BC| = a, |AC| =b a |AB| = c.
Navic oznaéme [ stfed vepsané mu kruznice a T, U a V postupné jeji body dotyku

se stranami BC, AC a AB (obr.1).

B

b—2 A
Obr. 1

Ctytthelnik CUIT mé vnitini ahly u vrcholét C, T i U pravé a navic ze zadani plyne,
ze |IT| = |IU| = 2, proto je to ¢étverec. Z rovnosti |CT| = 2 pak méme |BT| = a — 2
a z rovnosti useku tefen z vrcholu B k vepsané kruznici mame |BV| = |BT| = a — 2.
Podobné ziskdme rovnosti |AV| = |AU| = b — 2. Velikost pfepony AB tak muZeme
vyjadrit jednak jako |BV|+|AV| = (a —2)+ (b—2) = a+ b — 4, jednak z Pythagorovy
véty jako |AB| = va? + b%. Odtud dostdvame rovnici, kterou umocnime a postupné

upravime:
AB| =a+b—4=1a?+2, | (1)
(a+b—4) =a®+V?,
a® + b2 + 2ab — 8a — 8b + 16 = a® + b2,
ab—4a —4b+8 =0,
(a—4)(b—4) =8. (2)

Cislo 8 se d4 rozlozit na soucin dvou celych ¢isel jako

Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze a = b neboli a —4 = b — 4. Pak mame
nasledujici ¢tyfi moznosti (hleddme ovSem jen kladna feSeni, nebot jde o délky stran
trojthelniku):?

2 Protoze celd vepsand kruznice lezi uvniti pravouhlého trojthelniku ABC' a jeji primér je 4, jsou
obé jeho odvésny vétsi nez 4, a tak jsme si mohli rozebirani dvou pripadd usetfit.



>pa—4=8ab—4=1,0odkuda=12,b=5,c=a+b—4 = 13;
>a—4=4ab—4=2,odkuda=8,b=6,c=a+b—4=10;
>a—1=—-1ab—4= -8, odkud a =0, b =4, coz tloze nevyhovuje;
>a—1=—-2ab—4=—4, odkud a = —1, b = 0, coz tloze nevyhovuje.

Nakonec zbyva provérit, ze vepsana kruznice obou pravotuihlych trojihelnikt s dél-
kami stran 5, 12, 13 a 6, 8, 10 mé& skutecné polomeér délky 2. Napiseme-li jeji polomeér r
do obr. 1 vSude namisto c¢isla 2, dostaneme rovnost ¢ = a + b — 2r, z niz plyne vzorec
r = %(a + b — ¢), podle kterého pro obé trojice (5,12,13) a (6,8,10) skuteéné vyjde
r=2.

Odpovéd. Hledany trojuhelnik mé strany délek 5, 12, 13 nebo 6, 8, 10.

Jiné reseni. Pouzijeme stejné oznaceni stran trojuhelniku jako v predeslém feseni,
tj. a, b budou odvésny a c prepona hledaného trojuhelniku ABC' s obsahem S. Obsah
kazdého trojuhelniku lze vyjadfit vzorcem S = s - r, kde s oznacuje polovinu jeho
obvodu a r polomér vepsané mu kruznice. Navic obsah pravouhlého trojuhelniku lze
vyjadrit i jako polovinu souc¢inu jeho odvésen. Dohromady tak dostaneme rovnici, kterou
s vyuzitim daného poloméru r = 2, pythagorejské rovnosti ¢ = a? + b? a nerovnosti
ab > 0 upravime do tvaru (2):

(a+b+c)-r ab

S= =73
(a+b+c)-2=ab,
2¢c =ab—2(a+0), |?

4¢? = (ab—2(a +b))?,
4(a® + b*) = a*b* — 4ab(a + b) + 4(a® + 2ab + b?),
0 = ab(ab — 4(a + b) + 8),
0=ab—4a — 4b+ 8,
8=(a—4)(b—4). (3)

A dale postupujeme jako v prvnim reSeni.

Za Gplné feseni udélte 6 bodda.

Pokud ftesitel postupuje geometrickym zptisobem popsanym v prvnim feseni, udélte 1 bod za
napsani rovnosti |CT| = |CU| = 2. Druhy bod dejte za vyjadfeni délek stran |BT| = |BV| = a — 2
a |AU| = |AV| = b — 2. T¥eti bod za rovnost (1) a ¢tvrty bod za jeji tpravu do tvaru (2). Zbyvajici
2 body pfipadaji na jeji vyfeseni (po bodu za kazdé Feseni). Absenci zkousky poloméru popsanou
v zavéru prvniho feseni nepenalizujte.

Pokud resitel postupuje algebraickym zptisobem popsanym v druhém feseni, udélte po 1 bodu za
uvedeni kazdého ze dvou vzorcli pro vypocet obsahu trojihelniku a za vytvoreni rovnosti mezi nimi
s dosazenim r = 2 dejte tieti bod. Ctvrty bod udélte, jestlize se fesitel dostane az k rovnici (3). Zbyvajici
2 body ptipadaji na jeji vyreseni podobné jako v prvnim reseni.

Pokud se tesiteli podarilo uhodnout strany hledaného pravothlého trojuhelniku a dopocitat k nim
néjakym zplisobem velikost poloméru vepsané kruznice (naptiklad ze vztahu r = %(a +b—c)), za kazdé
ze dvou Feseni (6, 8,10), (5,12, 13) dejte po 1 bodu.



