69. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
. kolo kategorie Z9

79-11-1

Pat a Mat méli kazdy své oblibené pfirozené cislo, ale kazdy jiné. Obé cisla po-
stupné secetli, odecetli (mensi od vétsiho), vynasobili a vydélili (vétsi mensim). Kdyz
takto ziskané vysledky secetli, vyslo jim 98.

Ktera oblibena ¢isla méli Pat a Mat? (L. Hozova)

MozZné Feseni. Pokud vétsi z obou ¢isel oznac¢ime x a mensi y, potom podminka ze
zadani zni .
(x+y)+(x—y)+acy+§ = 98.

Protoze soucet, rozdil i soucin ¢isel x a y jsou prirozena cisla a vysledkem je také
prirozené ¢islo, musi byt « nasobkem vy, tj. x = ky pro néjaké prirozené c¢islo k. Dosadime
do predchozi rovnosti, kterou dale upravime:

2ky + ky* + k = 98,
k(y* + 2y + 1) = 98,
k-(y+1)2=2-7%

Odtud vyplyva, ze k = 2 a y = 6, tedy = = 12. (Piipadny rozklad 98- 12 jsme vyloudili,
nebot y je pfirozené ¢islo, tedy y + 1 > 1.) Patova a Matova oblibena ¢isla byla 6 a 12.

Hodnoceni. 1 bod za sestaveni ivodni rovnice; 3 body za zdtavodnéni x = ky, dosazeni
do rovnice a nasledné tpravy; 2 body za vysledek.

Poznamka. Zavéreéna uprava (doplnéni levé strany na ¢tverec a rozklad pravé strany
na prvocinitele) podstatné usnadiiuje argumentaci. ReSeni bez tohoto ndpadu vyzaduji
zkouseni moznosti odvozena od déliteli, resp. rozkladi ¢isla 98. Takové postupy hod-
nofte podle kvality doprovodného komentéare.

Z9-11-2
Obrazek predstavuje pohled shora na tiivrstvou pyramidu tvofenou 14 shodnymi
kostkami. Kazdé kostce prislusi jedno prirozené cislo, a to tak, Ze ¢isla odpovidajici
kostkam ve spodni vrstvé jsou navzajem riizna a ¢islo na kazdé dalsi kostce je souc¢tem
Cisel ze ¢tyT sousedicich kostek z nizsi vrstvy.
Urcete nejmensi ¢islo délitelné ¢tyimi, které muize prisluset nejvrchnéjsi kostce.
(A. Bohinikova)




Mozné Feseni. Cislo piislusejici nejvrchnéj§i kostce je uréeno étyimi ¢éisly ze druhé
vrstvy, a ta jsou zcela urcena ¢isly ve vrstvé prvni. Pritom kazda rohova kostka prvni
vrstvy sousedi s jednou kostkou z druhé vrstvy, kazda nerohova kostka na hrané prvni
vrstvy sousedi se dvéma kostkami z druhé vrstvy a stredova kostka prvni vrstvy sousedi
se vSemi Ctyfmi kostkami druhé vrstvy. Tedy do celkového souc¢tu v nejvrchnéjsi kostce
prispivaji ¢tyti kostky jedenkrat, ¢tyri dvakrat a jedna ctytikrat.

Pro navzajem rtizna cisla v prvni vrstvé je nejmensi mozné cislo v nejvrchnéjsi
kostce rovno

1-94+8+47+6)+2-(5+4+3+2)+4-1=62.

Nejblizsi vétsi ¢islo délitelné ¢tyfmi je 64, coz je nejmensi cislo prislusejici nejvrchné;jsi
kostce, které vyhovuje vsem pozadavkim. Tohoto vysledku lze dosahnout napr. tak, ze

misto ¢isla 9 v predchozim souctu vezmeme c¢islo 11.

Hodnoceni. 2 body za urc¢eni nejmensiho mozného ¢isla; 2 body za urc¢eni nejmensiho
¢isla délitelného ¢tyrmi a konkrétni vyhovujici realizace; 2 body podle kvality komen-
tare.

Poznamka. OznacCme ¢isla v prvni vrstvé nésledovné:

o & o

b
e
h

. S 0

Potom cisla ve druhé vrstvé jsou:

a+b+d+e b+ct+e+f
d+etg+h e+ f+h+i

A ¢islo v nejvrchnéjsi kostce je:

a+ctgt+i+2b+d+f+h)+4e

Z9-11-3

Uvazme ¢tyfmistné prirozené ¢islo s nasledujici vlastnosti: jestlize prohodime jeho
prvni dvojcisli s druhym, dostaneme ¢tyfmistné ¢islo o 99 mensi.

Kolik je takovych ¢isel celkem a kolik z nich je délitelnych 97 (K. Pazourek)

Mozné fesSeni. Oznacme puvodni ¢tyfmistné ¢islo abed = 1000a + 1006 + 10c¢ + d.
Podle zadani plati abed = cdab + 99, pricemz b a d jsou cela ¢isla od 0 do 9, a a ¢ jsou
celd ¢isla od 1 do 9 a navic a = ¢. Rozepsanim a tpravou predchozi rovnosti dostavame:

1000a + 1006 + 10c + d = 1000c + 100d + 10a + b + 99,
990a — 990c = 99d — 99b + 99,
10(a—c)=d—b+1.

7 predchozich omezeni vyplyva, Ze ¢islo d — b 4+ 1 na pravé strané miize nabyvat
hodnot od —8 do 10. Z rovnosti navic vyplyva, ze toto ¢islo ma byt nasobkem 10, tedy
bud 10, nebo 0. Obé moznosti probereme zv1ast:
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a) 10(a—c)=d—-b+1=10,tzn. a = c+1,d = 9 a b = 0. Cisel tohoto tvaru je
celkem osm (pro ¢ od 1 do 8):

2019, 3029, 4039, 5049, 6059, 7069, 8079, 9089.

Mezi nimi je pouze ¢islo 5049 délitelné deviti (ciferny soudet 2¢ + 1+ 9 je délitelny
deviti pro ¢ = 4).

b) 10(a—c) =d—b+1 =0, tzn. a = ca b= d+1. V tomto pripadé mizeme dosazovat
cod1do9adodO0do 8, tj. celkem 9 -9 = 81 moznosti:

1110, ..., 1918,

9190, ..., 9998.

Ciferny soucet ¢isel tohoto tvaru je 2(c + d) + 1, a ten je v rdmci nasich omezeni
délitelny deviti bud pro c+d = 4, nebo pro ¢+d = 13. V prvnim pripadé dostavame
Ctyri Cisla:

1413, 2322, 3231, 4140.

Ve druhém piipadé dostavame pét cisel:

5958, 6867, 7776, 8685, 9594.

Vsech cisel vyhovujicich prvni ¢asti zadani je 8 + 81 = 89. Mezi témito ¢isly je
1+ 4+ 5 = 10 délitelnych deviti.

Hodnoceni. 2 body za pfipravné tpravy a postiehy; 2 body za vysledek; 2 body za
aplnost a kvalitu komentéare.

Poznamka. Zadani ulohy je mozné nahlizet jako algebrogram

cdabd
+ 99

abcd
Neékteré z predchozich tvah mohou byt v tomto provedeni nazorné;jsi.

Z9-11-4

Do obecného trojuhelniku ABC' narysujte bod D tak, aby obsah trojihelniku
ABD byl roven poloviné obsahu trojihelniku ABC a obsah trojihelniku BC'D byl
roven Sestiné obsahu trojuhelniku ABC.

(Reseni m4a byt obecné platné, tedy nezavislé na zvoleném trojihelniku, jeho spe-
cidlnich vlastnostech ¢i rozmérech. Konstrukce nemtize byt zalozena na méfeni a poci-
tani. Zvolte si trojuhelnik, ktery neni rovnoramenny ani pravouhly.) (L. Hozovd)

Mozné reseni. Rozbor:
Trojuhelniky ABC' a ABD maji spolecnou stranu AB, tedy obsahy téchto trojuhel-
nikid jsou ve stejném poméru jako velikosti jejich vysek na stranu AB. Vyska druhého
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trojuhelniku proto musi byt polovi¢ni vzhledem k vysce prvniho. To znamena, ze vr-
chol D lezi na stfedni pricce trojuhelniku A BC rovnobézné se stranou AB. Tato pfimka
je urcena body E a F', coz jsou po tadé stredy stran AC' a BC.

Trojuhelniky ABC a BC'D maji spole¢nou stranu BC', tedy obsahy téchto trojuhel-
nikl jsou ve stejném poméru jako velikosti jejich vysek na stranu BC'. Vyska druhého
trojuhelniku proto musi byt Sestinova vzhledem k vysce prvniho. To znamena, ze vr-
chol D lezi na pfimce, kterd je rovnobézna se stranou BC' a jejiz vzdalenost od BC je
Sestinova vzhledem k vzdalenosti vrcholu A od BC'. Tato primka je urcena body I a J,
které lezi po fadé v Sestinach tsecek BA a C A, viz obrazek.

Protoze stfedni pricka E'F je shodna s polovinou strany AB, lezi bod D ve tfetiné
usecky F'E, blize bodu F'.

C

Konstrukee:

e Bod F jakozto stied tisecky AC.
e Bod F jakozto stied tisecky BC.
e Bod D ve ttretiné usecky F'E, blize bodu F'.

Stied tsecky je mozné sestrojit pomoci prisecikti shodnych kruznic se stiedy v kon-
covych bodech nebo pomoci podobnych trojihelniki. Tietinu tsecky je mozné sestrojit
pomoci podobnych trojuhelniki:

.

E

e Body K, L, M na libovolné pfimce prochéazejici F se stejnymi vzdalenostmi |[EK| =
= |KL| =|LM|.



e Bod D jakozto prusecik primky EF' a rovnobézky s primkou F'M jdouci bodem L.

Hodnoceni. 3 body za rozbor ulohy s jednozna¢nym vymezenim bodu D; 3 body za
konstrukci bodu D (z toho 1 bod za korektni konstrukei tfetiny, resp. Sestiny tsecky).

Poznamky. Reseni lze zalozit na spravném rozdéleni vysek a rovnobézkach s piislus-
nymi stranami. Pomocné body F, F', I a J na stranach trojuhelniku nejsou k sestrojeni
bodu D nezbytné.

Obsahy trojuhelniki ABD a BCD jsou po fadé rovny poloviné a Sestiné obsahu
trojuhelniku ABC'. Obsah dopliikového trojihelniku AC'D je proto roven tietiné troj-
tthelniku ABC (1— 3 — % = %) Obsahy trojahelnikit BC'D a ACD jsou tedy v poméru
1:2 a ve stejném pomeéru musi byt i velikosti tisecek DF a DFE. Takto lze alternativné
zdivodnit, ze bod D lezi ve tietin€ tsecky F'E.

Bod F je sttedem tsecky BC, tedy piimka EI je téznici trojihelniku BCE. Bod D
je ve tfetiné usecky F'E blize bodu F', tedy D je tézistém trojuhelniku BC'E. To zna-
mena, ze pfimka BD je jeho téznici, a tedy protina tsecku CE v jejim stiedu. Bod D
lze alternativné sestrojit (bez tfeténi, resp. Sesténi tisecek) jakozto prusecik pfimek EF
a BG, kde G je stiedem usecky C'E:

C




