69. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie A

. Najdéte vSechna realnda feseni soustavy rovnic

1 1
+z=1, +x =1, +y=1.
T4y y+z z+x

. V ostrothlém trojuhelniku ABC' ozna¢me O stied kruznice opsané. Obraz bodu O
v osové soumérnosti podle pfimky AC oznacme P. Dokazte, ze stiedy tsecek AO
a BP lezi na téze kolmici k primce BC.

. Pro libovolnou étyfprvkovou podmnozinu P mnoziny {1,2,3,...,12} oznaéme
Q={3z:xz€P} a R={4z:2 € P}.

Urcete pocet takovych mnozin P, pro néz ¢isla z P, Q, R davaji pti déleni ¢islem 13
vSechny mozné nenulové zbytky.

. Urcete, kolika zptisoby lze utvar

vydlazdit dominovymi kostkami.

Krajské kolo kategorie A se kona
v atery 14. ledna 2020

tak, aby zacalo nejpozdé€ji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na feSeni tloh 4 hodiny cistého casu. Povolené
pomticky jsou psaci a rysovaci potieby a skolni MF tabulky.
Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné elektronické pomucky
dovoleny nejsou. Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat 6 bo-
di; hodnoti se pritom nejen spravnost vysledku, ale i logicka
bezchybnost a tplnost sepsaného postupu. Bodova hranice
k urceni tispésnych fesitelit bude stanovena centralné po vy-
hodnoceni statistik bodovych vysledkt ze vSech kraja. Tyto
udaje se zaktum sdéli pred zahajenim soutéze.



1. Najdéte vSechna realna feseni soustavy rovnic

1
+z=1, +x=1, +y=1
r+y y—+z zZ+x

(Tomas Bdrta)

Reseni. Odecteme-li od sebe prvni dvé rovnice a prevedeme oba zlomky na spo-
le¢ného jmenovatele, dostaneme

(y+2)—(x+y)
(z+y)(y+2)

odkud po vytknuti ¢lenu z — x ziskdme

+z—-x2=0,

1
z—x + 1) =0 1
(e .
Analogickymi tpravami pro rozdil jinych dvojic rovnic pak obdrzime i
1 1
—z +1)=0, (z-— +1)=0.
o= (G 1) = e (graeea )

Predpokladejme nejprve, zZe jsou ¢isla x, y, z navzajem rizna. Pak lze jejich nenu-
lovymi rozdily odvozené rovnice vydélit a po zjednoduseni fesit soustavu
(z+y)y+2z)=-1
(y+2)(z+z)=—1,
(z+z)(x+y) =—1,

kterou lze ovSsem po roznasobeni prepsat jako

Yy =—-1—axy —yz — zz,
22 =—1—zy—yz — 2z,
ac2:—1—acy—yz—z:v.

Rovnost 22 = y? = 22 vsak znamena, ze se alesponi dvé z ¢&isel z, y, z rovnaji, coz je ve

sporu s predpokladem o jejich riznosti.

V dalsim ptipadé, kdy plati © = y = z, zbyva podle ptivodni soustavy vytesit
rovnici 1/(2z) + z = 1. Kvadratickd rovnice 222 — 2z + 1 = 0, ktera je jejim disledkem,
ma vsak zaporny diskriminant, a tak ani rovnice 1/(2x) + x = 1 zadné realné feSeni
nema.

Zbyva ptipad, kdy jsou praveé dvé z cisel z, y, z stejnd. S ohledem na symetrii se
sta¢i zabyvat pfipadem x = y # z. Z rovnosti (1) po vydéleni nenulovym ¢islem z — x
ziskame

—1=(z+y)(y+2) =2x(z +2),
zatimco z prvni zadané rovnice vyjde
1 1

= —=1-=z
r+y 2x
Pak sta¢i dvéma zptisoby vyjadfit hodnotu 1/(2x) jako
1
—r—z=—=1-2z,
2x
odkud jiz madme z = —1 a nasledné z = 3/2. Snadno ovéfime, Ze trojice (—1,—1, %)

vyhovuje i ptivodni soustaveé rovnic.

Odpovéd. Soustava rovnic mé praveé tii feseni (—1, —1, %), (%, -1,-1), (-1, %, -1).



Jiné reseni. Necht z, y, z jsou feSeni soustavy. Poté co kazdou z rovnic vyndsobime
jmenovatelem prislusného zlomku, ziskdme soustavu rovnic

l+zz+yz=z+y,
14+yx+2ze=y+ 2,
l4+zy+2y=2+=2x.

Odecteme-li od prvni rovnice rovnici druhou, dostaneme
yz—yxr=x—z mneboli (y+1)(z—=x)=0.

Podobnym odéitanim (anebo s ohledem na symetrii) v souhrnu obdrzime soustavu rov-
nic

O0=@w+D(E-2)=(E+DE-y) =(r+1)y-2). (2)

Nyni rozlisime, zda je nékteré z cisel x, y, z rovno ¢islu —1, ¢i nikoliv. Pokud ne,
podle (2) bychom méli x = y = z a po dosazeni do puvodni soustavy bychom dostali
kvadratickou rovnici se zdpornym diskriminantem (viz prvni feSeni). Musi tedy nastat
ptipad, kdy se ¢islo —1 v trojici (z,y, z) nachazi.

S ohledem na symetrii sta¢i rozebrat pouze pripad, kdy x = —1. Tehdy se sou-
stava (2) redukuje na rovnici (y+1)(z+ 1) = 0, a tedy alespon jedno z ¢isel y, z je také
rovno —1. Po dosazeni napriklad x = y = —1 do prvni z ptvodnich rovnic dopocitame
z = 3/2 a snadno se ujistime, Ze pak jsou splnény i zbylé dvé rovnice. Diky symetrii tak
nachazime jediné tfi trojice (—1,—1, %), (%, —1,-1), (-1, %, —1), které zadané soustavé
vyhovuji.

Jiné fesSeni. Se soustavou rovnic zbavenou zlomkt, kterou jsme zapsali tivodem

druhého teseni, nyni nalozime jinak. Po pricteni vyrazu xy 4+ 1 k obéma strandm prvni
rovnice obdrzime

24 azy+axztyz=ay+r+y+1=(x+1)(y+1).

PovsSimnéme si, ze vyraz na levé strané je symetricky v proménnych z, y a z. Stejnou
levou stranu tudiz ziskdme i po obdobnych tpravach druhé a tfeti rovnice:

242y +rz+ys=(y+1)(2+1),
242y+zz+yz=(z+1)(z+1).

Porovnanim pravych stran tak dostaneme, ze
+Dy+1) =@w+D(+1)=(z+1)(z+1).

Je-li kazdé z cisel z, y, z rizné od —1, mizeme v kazdé z rovnosti kratit a vyjde, ze

x =y = z. Podobné jako v prvnim feseni zjistime, ze tento pripad zadna reseni neskyta.
Pokud je ovSem naptiklad x = —1, pak musi platit i (y + 1)(z + 1) = 0, a tedy

alespon jedno z cisel y, z je také rovno —1. Zbytek dokoncime stejné jako v druhém

feSeni.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Neuplna feseni ohodnotte obdobné, jako nyni popiSeme u tii vyse

podanych reSeni:

> Pfi postupu z prvniho fesSeni udélte 4 body za vylouceni ptripadu = # y # z # z, z toho 1 bod za
upravu rozdilti puvodnich rovnic do sou¢inovych tvart s Ciniteli x — y, y — z a z — x, podobnych



jako mé rovnice (1). Déle udélte 1 bod za vylouceni pfipadu x = y = 2z a 1 bod za rozfeSeni
zbylého pripadu, kdy se praveé dveé z cisel z, y, z rovnaji.
> PFi postupu z druhého feseni udélte 4 body za odvozeni soustavy (2) a po jednom bodu za nésledné
doteseni dvou popsanych pfipadi (1ze je rozlisit i podle toho, zda plati x = y = z ¢&i nikoli.)
> PTi postupu z tfetiho feseni udélte 4 body za dikaz, ze souCiny dvou ze t¥i Ciniteld « + 1, y + 1,
z + 1 maji stejnou hodnotu a po 1 bodu za nasledné doreseni dvou situaci, kdy se bud zadny
z téchto Cinitelti nerovna nule, nebo aspon jeden se nule rovna.
> Pokud v jinak Gplném feSeni, pfi kterém se hledané trojice uré¢i pomoci jiné (odvozené) soustavy,
nezli je ta puvodni, chybi v zévéru alespon zminka o snadné zkousce dosazenim do vsech tii
puvodnich rovnic nebo zdtvodnéni, pro¢ pripadné zkouska nutna neni, strhnéte 1 bod, tj. udélte
5 bodd.
> Za pouhé nalezeni vSech tii feSeni (bez vysvétleni, pro¢ jina neexistuji) udélte 1 bod.
Zkousi-li fesitel vice pfistupt, ¢astecné bodové zisky (jako ty uvedené vyse) neséitame, ale bereme jejich
maximum.



2. V ostrotthlém trojuhelniku ABC' ozna¢me O stied kruznice opsané. Obraz bodu O
v osové soumérnosti podle pfimky AC' oznacme P. Dokazte, ze stiedy tsecek AO
a BP lezi na téze kolmici k pfimce BC. (Patrik Bak)

Reseni. Ozna¢me postupné M, N, X, Y stiedy tsecek AC, AB, BP, AO. (Bod M
je samoziejmé stiedem i tsecky OP.) Usecky NY, Y M, MX, XN jsou pak postupné
stfednimi ptickami trojihelnikt ABO, OPA, PBO, BPA (obr.1).

Obr. 1

Plati tak
INX| = 3|AP| = [Y M|
a zaroven

INY| = 3|BO| = [XM]|.

Jelikoz bod O je stfedem kruznice opsané trojuhelniku ABC' plati |BO| = |AO| a z osové
soumérnosti navic i |AO| = |AP|. To dohromady znamena, ze

INX| = [Y M| = |NY| = | XM].

Neplati-li X = Y (kdy je tvrzeni tlohy ziejmé), posledni rovnosti vedou jak znadmo
k zavéru, ze NXY M je kosoctverec Ci ¢tverec, a jeho tthlopricka XY je tudiz kolméa na
druhou thlopricku M N, coz je zaroven stfedni pricka trojuhelniku ABC' rovnobézna
s jeho stranou BC.! Je tedy XY kolmé na BC, jak jsme chtéli dokazat.

Jiné feSeni. Budeme pocitat vzdalenosti bodiu od kolmice ke strané BC' vedené
bodem B. Pro libovolny bod Z oznac¢me tuto vzdalenost d. Pti stejném oznaceni bod
X, Y, M jako v prvnim FeSeni ndm staci dokazat, ze dy = dx (obr.2).

C

Obr. 2

! Kolmost tsecek XY a M N lze v dané situaci zduvodnit i bez iivah o druhu étyfahelniku NXMY'.
Z rovnosti | XM| = | X N| a |Y M| = |Y N| totiz plyne, ze oba body X a Y lezi na ose tGsecky M N.



Jelikoz je Y stfedem AO a O lezi na ose strany BC|, plati
dy = 2(da +do) = 3da + Ldc.

Podobné z urceni bodu X plyne rovnost dx = %d p, a tak staci vyjadrit i vzdalenost dp
pomoci d4 a d¢c. To je ovSem snadné, nebot bod M je spole¢nym stiedem AC a OP,
a proto plati

dy = 3(do + dp),

kde dy; = 5(da + d¢). Odtud jiz nachdzime
dx = %dp =dy — %do = %(dA +deo) — idc = %dA + %d(j.

Maéame tak dy = dx a jsme hotovi.

Za Uplné feseni udélte Sest bodu. Neuplné postupy vedené jako v prvnim vzorovém freseni hodnotte
nasledovné:
> Za dokresleni bodu N udélte 1 bod. Pokud fesitel navic ukaze, ze NXMY je rovnobéznik (resp.
kosoétverec), udélte dalsi dva (resp. ¢tyti) body. Ctyfmi body ocetite i diikaz kolmosti tisetek XY
a M N bez uziti kosoctverce jako v poznamce 1 pod carou.
> Opomenuti pfipadu X = Y (ktery pro ostrouhly trojihelnik ABC, jak lze ukézat, nastat ani
nemuze) nepenalizujte.
U feSeni, kterd pocitaji se vzdélenostmi od kolmice vedené bodem B (at uz pfimo, anebo ve formé
soufadnic kolmych priamétt bod na pfimku BC v roli ¢iselné osy), je bodovaci schéma nésledujici:
> Za uvedeni, zZe stac¢i dokdzat dx = dy, udélte 1 bod.
> Za vhodné vyjadieni jedné ze vzdalenosti dx, dy udélte 2 body, za vyjadifeni druhé z nich tymz
vyrazem pak dejte 3 body. Pokud je ovSsem druhd vzdalenost vyjadfena jinym vyrazem, zave-
re¢né 3 body udélte teprve za ditkaz, ze vyrazy pro obé vzdalenosti maji stejnou hodnotu (kupf.
ekvivalentnimi Gpravami jejich rovnosti).



3. Pro libovolnou ¢tyiprvkovou podmnozinu P mnoziny {1,2,3,...,12} ozna¢me
Q={3z:z€P} a R={4z:2 € P}.

Urcete pocet takovych mnozin P, pro néz ¢isla z P, Q, R davaji pti déleni ¢islem 13
vSsechny mozné nenulové zbytky. (Jaromir Simsa)

ReSeni. Se vSemi ¢isly budeme poéitat modulo 13, tedy jako se zbytky p¥i déle-
ni 13. Déale je zfejmé, Ze nejen mnozina P, ale i obé odvozené mnoziny Q a R jsou
¢tyiprvkové. Proto maji-li tfi uvedené mnoziny obsahnout vSechny nenulové zbytky
modulo 13, jichz je dvanact, museji byt navzajem disjunktni.

Necht P je libovolnd mnozina spliujici pozadavky tlohy a nechf x € P. Pak z in-
cidenci 3r € Q a 4x € R plyne, Ze ¢islo 12z = 3 - 4x = 4 - 3x nepatii do Q ani do R,
nebot 4z ani 3z nepatii do P a kazda dvé rtizna ¢isla maji rizné trojnasobky i rizné
¢tyinasobky. Je proto 12z € P a také

3-122 =102 €Q a 4-12z =9z € R.

Sestice ¢isel (x,4x,3z,12x,92,10x) se zafazenim (P,R,Q,P,R,Q) m4a navic, jak se
snadno oveéri, tu vlastnost, ze kazdy jeji nasledujici ¢len je (modulo 13) ¢tyfndsobkem
predchoziho ¢isla, coz plati i cyklicky, tedy rovnéz pro posledni a prvni ¢len.

Vsechna cisla od 1 do 12 vytvéareji dvé cyklické Sestice popsaného druhu

(1,4,3,12,9,10) a (2,8,6,11,5,7)

a k urceni vyhovujici mnoziny P staci jen zadat, kterou ze tii pouzitych barev ¢isla z P
maji — v kazdé z obou Sestic nezavisle. Hledany pocet je proto roven 3 x 3 = 9.

Jiné tesSeni. Pocitejme opét s ¢isly jako s jejich zbytky modulo 13. Diky tomu, zZe
27x = x pro kazdy zbytek z, se mnozina vSech 12 nenulovych zbytk modulo 13 rozpada
na Ctyfi cyklické trojice (z,3x,9z), konkrétné

A=(1,3,9), B=(2,6,5), C = (4,12,10), D = (7,8,11).

Z libovolnych dvou zbytki v kazdé trojici je jeden trojnasobkem druhého, takze do P
musi patfit po jednom prvku z kazdé z trojic A, B, C, D. Pro takovy vybér jednoho
prvku a z trojice A a jednoho prvku b z trojice B mame 3 x 3 = 9 moznosti. Ukazme,
ze kazdé dva takové prvky a, b Ize pravé jednim zptisobem doplnit nékterymi prvky c
z trojice C' a d z trojice D do mnoziny P = {a, b, ¢, d}, jez bude vyhovovat pozadavkim
ulohy.

Vsimnéme si, ze ¢tyfnasobek kazdého prvku z trojice A, resp. C je prvek patfici
naopak do trojice C, resp. A. Tuto vlastnost ma nejen par trojic A a C, ale rovnéz par
trojic B a D. M&-li proto dany prvek a z trojice A (sloZené z a, 3a, 9a) patfit do P,
nesmi tam z trojice C' (slozené ze zbytku 4a, 4 - 3a, 4 - 9a) patfit ani jeji prvek 4a (ten
musi lezet v R), ani jeji prvek 4 - 9a rovny 10a (nebot jeho ¢tyinasobek 40a = a by pak
lezel v P i R), takze do P nutné patii zbyly prvek z C, totiz ¢ = 4 - 3a = 12a. Podobné
s danym prvkem b z trojice B musi do P patfit i prvek 12b z trojice D.

Zbyva ukazat, ze kazda takto sestavend mnozina P = {a, b, 12a, 12b} mé pozadova-
nou vlastnost. Plyne to z nasi konstrukce vyjadirené tabulkou

A B C D
P a b 12a¢ 12b
Q 3a 3b 10a 10b
R 9a 9 4a 4b

Hledany pocet vyhovujicich mnozin P je roven 9.



Za uplné feseni je 6 bodu. Postupy, které se namisto uplatnéni kombinatorického pravidla soucinu
zabyvaji konstrukci konkrétnich prikladd vyhovujicich mnozin P, hodnotte podle tohoto schématu:
> Za sestrojeni alespon jedné mnoziny P udélte 1 bod.
> Za konstrukci vSech deviti mnozin P udélte 3 body.
> Zbylé tfi body udélte za zdtivodnéni, Ze jiné mnoziny P nevyhovuji. Pfitom ziskem 1 bodu ocente
napfiklad odvozeni dil¢itho poznatku, ze 12z € P pro kazdé xz € P (nebo i vice podobnych, s nim
ekvivalentnich poznatki) bez dalsiho podstatného pokroku.



4. Urcete, kolika zptisoby lze utvar

vydlazdit dominovymi kostkami. (Josef Tkadlec)

ResSeni. Pole daného utvaru obarvime Sachovnicové a tUtvar rozdélime na t¥i
shodné atvary Up, Us, Us, jak je naznaceno na obr. 3.

Uy

Nyni si vSimneme, ze utvar U; sestava ze stej-
ného poctu ¢ernych a bilych poli a navic sousedi pouze
s poli jedné barvy. Pfitom libovolnd dominova kost-
ka, jez by mohla z vnéjsku presdhnout do Uy, pokryva Us
jedno z bilych poli diagondly U, sousedici s U;, kde
tedy muze zakryt jediné jedno ze sousednich cernych
poli utvaru U,. Kazdy takovy pfesah by tudiz narusil
zjisténou rovnovahu cernych a bilych poli atvaru U,
v neprospéch (volnych) éernych poli, proto utvar U;
je vydlazdén beze zbytku a bez presahu. Analogickou
uvahu lze ucinit pro utvar Us, a tim padem i utvar U,
je nutné vydlazdén beze zbytku. Oznacime-li k pocet
moznosti, jak vydlazdit dominovymi kostkami atvar U;, je hledany pocet zptisobi ro-
ven k3.

Uy

Obr. 3

v/

Hodnotu k£ urcime tak, ze pomoci matematické indukce vyfesime obecnéjsi tlo-
hu. Budeme dokazovat, ze utvar L,, vznikly ,pfilepenim“ n kusi tvaru obraceného L
k obdélnicku 1 x 2 (obr.4) lze vydlazdit pravé 2n + 1 zpusoby.

Inpingincial

Ly Lo L3 Ly
Obr. 4

Utvar L; 1ze skuteéné vydlazdit tfemi zptisoby. K provedeni indukéniho kroku od m
k m + 1 uvazme tutvar L,,; a rozliSme dva pfipady. Je-li pravé horni obracené L vy-
dlazdéno beze zbytku, zbyva vydlazdit atvar L,,, coz 1ze 2m + 1 zpiisoby. V opacném
pripadé je spodni pole x zminéného L pokryto vodorovnou kostkou, coz postupné vynuti
polozeni dalsich vodorovnych kostek (jako na obr.5 vlevo) a nésledné i svislych kostek



(jako na obr.5 vpravo), az zbyde vydlazdit ¢tverec 2 x 2 vpravo nahofe, coz lze dvéma
zpusoby. Celkem tak mame (2m+1)+2 = 2(m+1) + 1 zptsoby vydlazdéni L,, 1, ¢imz
jsme indukéni krok dokon¢ili.
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=
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Obr. 5

Protoze Ly = Uy, je hledané k rovno 11 a celkovy pocet moznosti, jak vydlazdit
ptvodni ttvar, je tak k% = 112 = 1331.

Jiné reseni. Zaméime se na pét poli, kterda tvori levy horni okraj pokryvaného
obrazce. Kazdé z téchto poli je pokryto vodorovnou nebo svislou kostkou. Je vidét, ze
pokud je nékteré z téchto poli pokryto vodorovnou kostkou, pak i vSechna pole Sikmo
vzhiiru doprava od néj jsou pokryta vodorovnymi kostkami (postupné pole 1, 2, 3 na
obr.6A), coz dale implikuje pokryti dalsich poli svislymi kostkami (postupné pole 4,
5, 6 na obr. 6B). Podobné, je-li nékteré z onéch péti poli pokryto svislou kostkou, jsou
i vSechna pole sikmo doli doleva od néj pokryta svislymi kostkami, coz implikuje pokryti
dalsich poli vodorovnymi kostkami jako v dolni ¢asti obr. 6C.

Napaily
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Obr. 6

Nyni rozlisme tii pripady.

1. VSech pét poli je pokryto svislymi kostkami. Pak vynucena ¢ast dlazdéni vypada
jako na obr. 6D.

2. Vsech pét poli je pokryto vodorovnymi kostkami. Pak vynucena cast dlazdéni
vypada jako na obr. 6E, pficemz ¢tverec ' muze byt vydlazdén dvéma rtiznymi zptsoby
(a musi byt vydlazdén beze zbytku).

3. V jednom ze ¢ty mist oznacenych na obr. 6C Sipkami dochéazi k tomu, Ze pole
napravo vzhiru od tohoto mista jsou pokryta vodorovnymi kostkami a pole nalevo dolt
od tohoto mista jsou pokryta svislymi kostkami. Pak vynucena cast dlazdéni vypada



jako na obr. 6C, pficemz ¢tverec C' muze byt vydlazdén dvéma riznymi zpisoby (a musi
byt vydlazdén beze zbytku).

Ukéazali jsme, ze utvar Uy z obr. 3 prvniho feseni musi byt vydlazdén beze zbytku,
a to jedenacti moznymi zptisoby (14+2+4-2 = 11). Ze symetrie plyne, Ze také utvar Us
musi byt vydlazdén beze zbytku, a to jedenacti moznymi zptsoby. Zbyva ¢ast Uy, kterd
je stejnad jako U; a Ugs, lze ji tedy vydlazdit jedenacti moznymi zptisoby. Celkem lze
obrazec vydlazdit 113 = 1331 zptisoby.

Za Gplné feseni udélte 6 bodda.

> Za zdtvodnéni, e hledany podet moznosti je k3, kde k je pocet moznosti jak vydlazdit mensi
utvar, udélte 3 body.

> Za uspésné urceni k = 11 udélte 3 body, a to i v pripadé, Ze je reSitel nalezne rozborem vsech
moznosti.
Pfi postupu bliz§im druhému feSeni udélte

> 1 bod za tivahy z obr.6A a obr. 6B o vynucenych tazich,

> 1 bod za symetrickou tvahu odpovidajici vynucenym tahtim v dolni ¢ésti obrazku 6C,

> 1 bod za zdtivodnéni, Ze ttvar U; musi byt vydldzdén beze zbytku (pomoci vynucenych taha jako
na obr. 6C).

> Pokud ovSem chybéji ptfipady D, E z obr.6, ¢i je chybné uréen pocet moznych vydlazdéni
atvaru Ujp, dejte celkem jen 4 body.



