70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/2021)

Navodné a doplnujici tlohy pro kategorii B

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich uloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich tdloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny resSeni ¢i odkazy na FeSeni v naSem archivu) najdete ve druhé casti

textu.

1. Z cislic 0 az 9 vytvorime dvoumistnd cisla AB, CD, EF, GH, 1J, pricemz kazZdou
cislici pouZijeme prdvée jednou. Zjistete, kolika rizngch hodnot mizZe nabyvat soucet
AB+ CD + EF + GH + 1J a které hodnoty to jsou. (Zdpisy typu 07 nepovaZujeme
za dvoumistnd cisla.) (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

Ze dvou riznych ¢islic A, B vytvorime dvoumistna cisla AB a BA. Dokazte, ze
jejich rozdil je délitelny 9.

Situaci ze soutézni tlohy ,zmensime®. Z ¢islic 1, 2, 3, 4 vytvorime dvoumistna
cisla AB, C'D, pricemz kazdou ¢islici pouzijeme pravé jednou.

a) Najdéte nejmensi moznou a nejvétsi moznou hodnotu AB + CD.

b) Zjistéte nejmensi mozny kladny rozdil dvou takto vytvorenych ¢isel AB+CD.
7 cisel 1, 2, 3, 4, 5, 6 vybereme tfi riznd. Zdavodnéte, Ze jejich soucet mize
nabyvat kteréhokoliv celoc¢iselné hodnoty od 6 do 15.

Honza ma tti karticky, na kazdé je jind nenulova ¢islice. Soucet vSech trojmistnych
cisel, ktera lze z téchto karticek sestavit, je ¢islo o 6 vétsi nez trojnasobek jednoho
z nich. Jaké ¢islice jsou na kartickach?

Najdéte vSechna osmimistna cisla takova, z nichz po vyskrtnuti nékteré ¢tverice
sousednich cislic dostaneme ¢tyrmistné ¢islo, které je 2019krat mensi.

2. Jakd je nejvétsi moznd hodnota vijrazu xy —x3y — x>, jsou-li x, y kladnd redlnd cisla?
Pro kterd z, y se tato hodnota dosahuje? (Méria Doméanyovd, Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.

N2.

D1.

Dokazte, Ze pro libovolnd nezdpornd redlnd ¢isla u, v plati nerovnost /uv <
< %(u + v), pritom rovnost v ni nastane, pravé kdyz u = v.

Najdéte nejvétsi hodnotu vyrazu a) t(1—t), b) uv(1—uw), ¢) (u2+v?)(1—u?—v?).
Ve vsech vyrazech pismena oznacuji libovolna realna cisla.

Pro redlna ¢isla a, b najdéte nejvétsi moznou hodnotu vyrazu

ab
a? + b2’



D2.

D3.
D4.

Pro nezaporna realna cisla a, b plati a+b = 2. Urcete nejmensi a nejveétsi moznou
hodnotu vyrazu
a? + b?

V= )
ab+1

Dokazte, Ze pro libovolna redlnd ¢isla a, b, ¢ plati a® + b* + ¢ = ab + be + ca.
Pro nezdporni realna ¢isla a, b plati a? + 0> = 1. Urcete nejmensi i nejveétsi
moznou hodnotu vyrazu

at+ vt +ab+1

V:
a+b

3. V ostrouhlém trojihelniku ABC jsou AA" a BB’ jeho vijsky. Kolmy primét bodu A’
na vysku BB’ oznacme D. Predpoklddejme, Ze kruznice prochdzejici body B, C, D
protne stranu AC' v jejim vnitrnim bodé E. Dokazte, Ze |DE| = |AA’|. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

D3.

Ostrouhly rtznostranny trojihelnitk ABC je svymi vyskami rozdélen na Sest
neprekryvajicich se trojuhelnikii. Zjistéte, zda nékteré z nich jsou podobné. Pokud
ano, existuji mezi nimi t¥i navzajem podobné trojihelniky?

Na kruznici se stfedem O jsou dény body B a C takové, ze |£BOC| = 120°.
Zvolme bod A na delsim oblouku BC' a ozna¢me |<XAOB| = 4.

a) Zjistéte velikost uhlu BAC, kdyz 6 = 140°.

b) Zjistéte, jak mame volit ihel 4, aby byl ithel BAC' co nejveétsi.

¢) Na kratsim oblouku BC' zvolime bod A’. Zjistéte, jak mame volit polohy bodi
A, A’ (oba lezi na dané kruznici), aby soucet | BAC|+ |<BA'C| byl co nejvétsi.
V ostrouhlém trojuhelniku ABC' oznacme A’, B', C' paty jeho vysek a H jeho
ortocentrum (prusecik vysek AA’, BB’, CC"). Najdéte vSech 6 tétivovych Ctyi-
thelniku s vrcholy v bodech A, B, C, A, B', C', H.

V roviné jsou dany kruznice m a n, které se protinaji v bodech K a L. Na
kruznici m lezi body A, D, K, L a na kruznici n lezi body B, C, K, L v téchto
poradich, pricemz body A, L, B lezi na primce a body C, K, D lezi na jiné
primce v téchto poradich. Dokazte, ze AD || BC.

Zvolme libovolné body A’, B, C' uvnitf stran BC, C'A, AB trojtihelniku ABC.
Dokazte, ze kruznice opsané trojihelnikim AB'C’, BC'A', CA’B’ se protinaji
v jednom bodé.

4. Zjistéte, pro které hodnoty redlného parametru k md soustava rovnic

|z + 6| 4 2]y| = 24,
z +y|+ [r —y| =2k

lichy pocet Teseni v oboru redlnych cisel. (Pavel Calabek)
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NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

V kartézské soustavé souradnic Oxy zndzornéte mnozinu vSech bodu [z, y], jejichz
soufadnice spliuji rovnici a) ||+ |y| =7, b) |z — 3|+ |y| =7, ¢) |z| + 2|y| = 10.
Rozmyslete si, jak v kartézské soustavé souradnic Ory vypadd mnozina mnozina
vSech bodu [z, y], jejichZ soutadnice spliiuji
a) x < y a zaroven r = —v,
b) £ y a zdroven x = —y a zdroven |z + y| + |z — y| = 10.
Zduvodnéte, pro¢ pro libovolnou hodnotu redlného parametru £ mé soustava
rovnic

|z + 6| + 2|y| = 24,

lz+6|+ |yl =k

sudy pocet feSeni v oboru realnych c¢isel.

Urcete vsechny dvojice (a, b) redlnych parametri, pro néz mé soustava rovnic
] +y =a,
2yl —x=b

praveé tii feseni v oboru realnych ¢isel, a pro kazdou z nich tato feseni urcete.
Uzitim grafické metody a dale pak vypoctem urcete vsechna redlna feseni sou-
stavy rovnic

lz — 1|+ |y| = p,

kde p je redlny parametr.

. Je dan pravidelny sedmiuhelnik ABCDEFG. Kolmice vedend bodem D k primce DE
protind primky CG a AB postupné v bodech P a Q). Dokazte, Ze |AQ|+|EF| = |GP)|.

(Marian Poturnay)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

D1.

D2.

Rozmyslete si, ze pravidelny sedmithelnik je osové soumérny a kazda jeho
uhlopricka je rovnobéznd s nékterou z jeho stran.

Méjme ostroihly trojihelnik ABC' se standardné znacenymi thly. Predpokla-
dejme, ze plati |[AB| < |AC|. Na strané AC' zvolme bod D tak, aby platilo
|«CBD| = 5(8 — 7). Dokazte, ze |AB|+ |CD| = |AC].

V obdélniku ABCD plati |AB| = 3|BC| a na strané C'D je zvolen bod E tak, ze
|BC| = |CE|. Dokazte, ze |xBAC| + |XBAE| = 45°.

D ) C

A : : B




6. Na planu o rozmerech 12 x 12 ctverecku se nachazi lod tvorend
osmi policky podél obvodu ctverce 3 X 3 (na obrdzku je vyznacena
sedou barvou). Na kolik nejméné policek je potreba vystrelit, abychom
s jistotou zasdhli lod alespor jednou? (Jozef Rajnik)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Soutézni ilohu ,,zmensime“. Vyteste postupné tii tlohy, ve kterych plan 12 x 12
nahradime planem a) 4 x 4, b) 5 x 5, ¢) 6 X 6.

D1. Na planu o rozmérech 6 x 6 c¢tvereckli se nachazi lod tvaru ctverce 2 x 2.
Zdivodnéte, zZe je potfeba nejméné 9 vystrel, abychom méli jistotu, Ze jsme
lod zasahli.

D2. Urcete, kolik je vsech dvojic policek daného ¢tverce 4 x 4, jejichz zasahem
dosdhneme s jistotou i zasah lodi ze zadani soutézni tlohy, kterda je v tomto
¢tverci jakkoli umisténa.

D3. Dokazte, ze podminku soutézni tlohy je nemozné splnit tak, ze cely plan 12 x 12
rozdélime na 9 ¢tverct 4 x 4 a pak v kazdém z nich vystrelime na dvé policka, a
to na stejnych dvou mistech ve vsech 9 ¢tvercich.

D4. Na desce 7 x 7 hrajeme hru lodé. Nachazi se na ni jedna lod 2 x 3. Mizeme se
zeptat na libovolné policko desky, a pokud lod zasahneme, hra konéi. Pokud ne,
ptame se znovu. Urcete nejmensi pocet otazek, které pottebujeme, abychom jisté
lod zasahli.

D5. Na desce 5 x 5 hrajeme hru lodé. Ze ¢tyr poli desky je vytvorena jedna lod
nékterého z tvari

L I = B

Muzeme se zeptat na libovolné pole desky, a pokud lod zasdhneme, hra kondi.
a) Navrhnéte osm poli, na néz se staci otdzat, abychom méli jistotu zasahu lodeé.
b) Zduvodnéte, ze sedm otazek obecné takovou jistotu nedava.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici tlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reseni ¢i o odkazy na nas archiv.
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1. Z cislic 0 aZ 9 vytvorime dvoumistnd cisla AB, CD, EF, GH, 1J, pricemzZ kaZdou
cislici pouZijeme prdavée jednou. Zjistete, kolika rizngch hodnot mizZe nabyvat soucet
AB+ CD + EF + GH + 1J a které hodnoty to jsou. (Zapisy typu 07 nepovazujeme
za dvoumistnd cisla.) (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Ze dvou rtznych cislic A, B vytvorime dvoumistnd ¢isla AB a BA. Dokazte, ze
jejich rozdil je délitelny 9. [AB — BA = (10- A+ B) —(10- B+ A) =9(A— B)/]

N2. Situaci ze soutézni ulohy ,zmensime®. 7Z ¢islic 1, 2, 3, 4 vytvorime dvoumistna
¢isla AB, C'D, pricemz kazdou ¢islici pouzijeme pravé jednou.

a) Najdéte nejmensi moznou a nejvétsi moznou hodnotu AB + CD.

b) Zjistéte nejmensi mozny kladny rozdil dvou takto vytvorenych ¢isel AB+CD.
[a) Minimum je 37, maximum je 73. Minimum, resp. maximum dostaneme, kdyz
umistime nejmensi ¢islice 1 a 2 na pozice desitek, resp. na pozice jednotek. b)
9. Kazdé vytvorené ¢islo AB + C'D dava pri déleni deviti stejny zbytek jako
¢islo A+ B+ C+ D rovné 1 + 2+ 3+ 4 = 10, dava tedy zbytek 1. Proto je
rozdil kazdych dvou vytvorenych ¢isel AB + C'D délitelny deviti, tudiz hledané
minimum je kladnym nésobkem é&isla 9. Ze to neni vice nez 9, ukazuje priklad
(124 43) — (12+34) =9/]

N3. Z ¢isel 1, 2, 3, 4, 5, 6 vybereme tfi rtzna. Zduvodnéte, Ze jejich soucet muze
nabyvat kteréhokoliv celo¢iselné hodnoty od 6 do 15. [Najit nejmensi a nejveétsi
hodnotu nestaci. Je potteba popsat, jak zkonstruovat kterykoliv pripustny soucet,
naptiklad 13. Popis mize vypadat jako algoritmus, ktery projde vSechny soucty
od 6 do 15. Kdyz za¢neme s trojici 1, 2, 3, mizeme ¢islo 3 opakované zvétsovat
o jedna tak dlouho, az dostaneme trojici 1, 2, 6. Poté zacneme zvétsovat ¢islo 2,
az dostaneme 1, 5, 6. Nakonec budeme zvétsovat ¢islo 1, az dostaneme 4, 5, 6,
¢imz celkové projdeme vSechna ¢isla od 6 do 15.]

D1. Honza ma tri karticky, na kazdé je jind nenulova ¢islice. Soucet vSech trojmistnych
c¢isel, ktera lze z téchto karticek sestavit, je ¢islo o 6 vétsi nez trojnédsobek jednoho
z nich. Jaké cislice jsou na kartickach? [61-C-11-2]

D2. Najdéte vsechna osmimistna cisla takova, z nichz po vyskrtnuti nékteré ¢tverice
sousednich ¢islic dostaneme ¢tyrmistné ¢islo, které je 2019krat mensi. [68-B-1-1]

2. Jakd je nejvétsi moznd hodnota vijrazu xy —x3y —xy?, jsou-li x, y kladnd redlnd cisla?
Pro kterd xz, y se tato hodnota dosahuje? (Méria Doményovd, Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicf ULOHY:

N1. Dokazte, ze pro libovolnd nezdporna redlnd ¢isla u, v plati nerovnost /uv <
< %(u + v), pritom rovnost v ni nastane, pravé kdyz u = v. [Zfejmé plati
(\/_ — \/5)2 2 0. Po roznasobeni levé strany tuto nerovnost prepiseme do tvaru
u — 2y/uv +v = 0, coz konetné upravime na pozadované uv < 3 (u + v).
Rovnost v této nerovnosti nastane, pravé kdyz /u —+/v = 0, coz je ekvivalentni
Vu = /v, tedy i u = v. POZNAMKA. JelikoZ vyraz na levé strané nerovnosti je

geometrickym prumérem dvou nezdpornych realnych cisel u, v a vyraz na pravé
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N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

strané je jejich aritmetickym primérem, nazyva se uvedena nerovnost nerovnosti
mezi aritmetickym a geometrickym primerem dvou nezapornych realnych cisel,
zkracené AG-nerovnost. Podobnd stejné pojmenovana nerovnost plati i pro n-tice
nezapornych ¢isel. ]
Najdéte nejvétsi hodnotu vyrazu a) t(1—t), b) uv(l—uv), ¢) (u?+0v?)(1—u?—v?).
Ve vSech vyrazech pismena oznacuji libovolna redlna ¢isla. [a) ;11. Pokud jsou obé
¢isla t a 1 — t kladna, napiste pro né AG-nerovnost. Rozmyslete ptipady, kdy
nejsou obé ¢isla kladnd. Alternativni moznosti je Gprava na ¢tverec: (1 —t) =
= 1 — (3 — t)% b) 1. Substituce ¢ = wv vede na piipad a). ¢) 1. Substituce
t = u? + v? vede na piipad a)]
Pro realna cisla a, b najdéte nejvétsi moznou hodnotu vyrazu

ab
[Maximum je % (pro a = b). Jisté se staci omezit na pripad, kdy a > 0 a b > 0.

Pouzijte AG-nerovnost pro dvojici ¢isel a? a b?. Jinak je mozno vyjit z nerovnosti
(a —b)? = 0, upravené do tvaru 2ab < a? + b2 ]

Pro nezaporna realna cisla a, b plati a+b = 2. Urcete nejmensi a nejvétsi moznou
hodnotu vyrazu
2 p2
a‘+b
V= .
ab+1

[68-B-11-1]

Dokazte, ze pro libovolna realna ¢isla a, b, ¢ plati a® + b? + ¢? = ab + bc + ca.
[Sectenim t¥{ nerovnosti a? + b? = 2ab, b* + ¢ = 2be, ¢ + a®> = 2ca ziskdme
nerovnost, kterou pak staci vydeélit dvéma.|

Pro nezédporné realna ¢isla a, b plati a® + 0> = 1. Urcete nejmensi i nejvétsi
moznou hodnotu vyrazu

a*+ bt +ab+1

V=
a+b

[68-B-1-4]

. V ostrouhlém trojuhelniku ABC' jsou AA" a BB’ jeho vysky. Kolmy primét bodu A’
na vijsku BB’ oznacme D. Predpokldidejme, Ze kruznice prochdzejici body B, C, D
protne stranu AC' v jejim vnitrnim bodé E. Dokazle, Ze |DE| = |AA’|. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

Ostrothly rtznostranny trojuhelnik ABC' je svymi vyskami rozdélen na Sest
neprekryvajicich se trojuhelniki. Zjistéte, zda nékteré z nich jsou podobné. Pokud
ano, existuji mezi nimi t¥i navzdjem podobné trojihelniky? [Kazdy trojihelnik
je podobny s pravé jednim z ostatnich péti trojuhelniki. Vyuzijte toho, ze jde
o pravouhlé trojihelniky, jejichz ostré vnittni thly pri stranach trojuhelniku ABC
dopliuji jeho vnitin{ thly do 90°.]

Na kruznici se sttedem O jsou dany body B a C takové, ze | BOC| = 120°.
Zvolme bod A na delsim oblouku BC' a ozna¢me |XAOB| = 0.
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a) Zjistéte velikost uhlu BAC, kdyz 6 = 140°.

b) Zjistéte, jak mame volit thel §, aby byl thel BAC' co nejvetsi.

¢) Na kratsim oblouku BC' zvolime bod A’. Zjistéte, jak mame volit polohy bodu
A, A’ (oba lezi na dané kruznici), aby soucet | BAC|+ |£BA'C| byl co nejveétsi.
[V rovnoramennych trojihelnicich BOC, COA a AOB spoététe thly, nebo je
vyjadiete v zdvislosti na thlu §. V a) vyjde |<BAC| = 60°, stejné jako v b)
nezavisle na volbé 0. V ¢) vyjde soucet 180° nezdvisle na poloze bodu A nebo
A’. Tvrzeni ¢) mé zndmé zobecnéni: Ctyfihelnik je tétivovy pravé tehdy, kdyz
soucet velikosti jeho protilehlych uhla je 180°.]

D1. V ostrothlém trojuhelniku ABC oznacme A’, B, C' paty jeho vysek a H jeho
ortocentrum (prusecik vysek AA’, BB’, CC"). Najdéte vsech 6 tétivovych Ctyt-
thelnika s vrcholy v bodech A, B, C, A', B', C', H. [Hledejte pravé thly a
Thaletovy kruznice: Body A’, B’ lezi na Thaletové kruznici nad prumérem AB,
takze Ctyfuhelnik ABA'B’ je tétivovy a podobné BCB'C’ a CAC'A’. Body B’,
C" lezi na Thaletové kruznici nad prumérem AH, takze ¢tyithelnik AB'HC' je
tétivovy a podobné BC'HA' a CA'HB']

D2. V roviné jsou dany kruznice m a n, které se protinaji v bodech K a L. Na
kruznici m lezi body A, D, K, L a na kruznici n lezi body B, C, K, L v téchto
poradich, pricemz body A, L, B lezi na primce a body C, K, D lezi na jiné
pfimce v téchto poradich. Dokazte, ze AD | BC. [Oznac¢me |<LBC| = p.
Pak |XLKC| = 180° — 8, |[xLKD| = ( a |xLAD| = 180° — /3. Z rovnosti
|<LBC| + |£LAD| = 180° plyne AD || BC']

D3. Zvolme libovolné body A’, B’, C' uvniti stran BC', CA, AB trojihelniku ABC.
Dokazte, ze kruznice opsané trojihelnikim AB'C’, BC'A', CA’B’ se protinaji
v jednom bodé. [O pruseciku dvou kruznic ukazeme, Ze lezi na tfeti kruZnici.
Oznaéme M napriklad pruseéik kruznic opsanych trojihelnikim AB'C" a BC'A’.
Z tétivového ctyfuhelniku AC'M B’ plyne rovnost |[<CB'M| = |XAC'M|. Z téti-
vového ctyftihelniku BA’MC’ plyne rovnost |£AC'M| = |« BA’M|. Dohromady
dostavdame rovnost |<CB'M| = |«BA'M]|, takze ¢tyfthelnik CB'MA’ je téti-
vovy. Bod M se v literatufe oznacuje terminem Miqueliv bod.]

4. Zjistéte, pro které hodnoty redlného parametru k md soustava rovnic

|z + 6| + 2]y| = 24,
2 +yl + |z —y| =2k

lichy pocet Tesent v oboru redlnych cisel. (Pavel Calabek)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. V kartézské soustavé soutadnic Oy znazornéte mnozinu vsech bodu [z, y], jejichz
soufadnice spliuji rovnici a) |z| + |y| =7, b) |z — 3|+ |y| =7, ¢) |z| + 2|y| = 10.
[a) V kazdém ze ctyr kvadranti dostaneme rovnici piimky, celkovou mnozinou je
hranice ¢tverce s vrcholy v bodech [7,0], [0,7], [-7,0], [0, —7]. b) Hranice ¢tverce
posunuté o vektor (3, 0) oproti ¢tverci z tlohy a). ¢) Hranice kosoctverce s vrcholy

v bodech [10, 0], [0,5], [~10,0], [0, —5]]
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N2.

N3.

D1.

D2.

Rozmyslete si, jak v kartézské soustavé souradnic Ozy vypada mnozina mnozina
vSech bodu [z, y], jejichZ soutadnice spliiuji
a) r < y a zaroven x = —v,
b) z £ y a zdroven x = —y a zdroven |z + y| + |z — y| = 10.
[a) Jednd se o prunik dvou polorovin s hranié¢nimi ptimkami x = y, resp. z = —v.
Vyslednd mnozina je pravy uhel s vrcholem v poc¢atku a vnitinim bodem [0, 1].
b) Po odstranéni absolutnich hodnot dostanete rovnici primky. Prinikem této
piimky s thlem z ulohy a) je tisecka s krajnimi body [—5, 5] a [5, 5].]
Zdtvodnéte, pro¢ pro libovolnou hodnotu realného parametru £ méa soustava
rovnic
|z 4 6] + 2|y| = 24,
lz+6|+ |yl =k

sudy pocet Teseni v oboru redlnych cisel. [Obé odpovidajici mnoziny bodu
(hranice kosoctverce a ¢tverce) jsou soumérné podle osy x. Tudiz pro kazdé reseni
(x,y) této soustavy rovnic, je i dvojice (z, —y) jejim TeSenim. Pokud tedy pro
kazdé Teseni (x,y) plati y # 0, méa soustava sudy pocet FeSeni (hranice Ctverce
a kosoctverce nemohou mit nekoneéné mnoho spole¢nych bodu). Pokud naopak
ma soustava TeSeni tvaru (x,0), je nutné k = 24. Pak existuji pravé dvé reseni

(—30,0) a (18,0).]

Urcete vsechny dvojice (a, b) redlnych parametri, pro néz mé soustava rovnic
|z +y =a,
2yl —x=1b

praveé tii feseni v oboru realnych ¢isel, a pro kazdou z nich tato feseni urcete.
[66-B-1-2]

Uzitim grafické metody a dale pak vypoctem urcete vSechna redlna reseni sou-
stavy rovnic

‘x|+’y_1‘ =1,

[z =1+ |yl = p,

kde p je redlny parametr. [13-A-11-3]

. Je dan pravidelny sedmituhelnik ABCDEFG. Kolmice vedend bodem D k primce DE
protind primky CG a AB postupné v bodech P a Q). Dokazte, Ze |AQ|+|EF| = |GP].

(Marian Poturnay)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

D1.

Rozmyslete si, ze pravidelny sedmithelnik je osové soumérny a kazda jeho thlo-
pticka je rovnobézna s nékterou z jeho stran. [Osa kterékoliv strany sedmithel-
niku je jeho osou soumeérnosti. Rovnobéznost vybrané tthlopticky s vhodnou stra-
nou dokazte z osové soumeérnosti.|

Méjme ostroihly trojuhelnik ABC' se standardné znacenymi thly. Predpokla-
dejme, ze plati |AB| < |AC|. Na strané AC zvolme bod D tak, aby platilo
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D2.

Na plinu o rozmeérech 12 x 12 ctverecki se nachdzi lod tvorend
osmi policky podél obvodu ctverce 3 x 3 (na obrdzku je vyznacena
sedou barvou). Na kolik nejméné policek je potreba vystrelit, abychom
s jistotou zasdhli lod alespon jednou? (Jozef Rajnik)

|%<CBD| = 1(8—7). Dokaite, Ze | AB|+|CD| = |AC|. [Ukazte, ze |AB| = |AD|.
K tomu staci ovérit rovnost |XABD| = |<ADB].]

V obdélniku ABCD plati |AB| = 3|BC| a na stran¢ C'D je zvolen bod E tak, ze
|BC| = |CE|. Dokaite, ze | X BAC| + |¥BAE| = 45°.

D B C

A : : B

[Obdélnik ABC'D s dhloprickou AC' zobrazte v osové soumérnosti podle AB.
Bod C se zobrazi na C’. Dokazte, Ze trojihelnik AC'E je rovnoramenny a
pravouhly.

D E C
i
|
A . B ]
|
! 1 Cl

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

D1.

D2.

Soutézni ulohu ,,zmensime®. VyTeste postupné tii ilohy, ve kterych plan 12 x 12
nahradime pldnem a) 4 x4, b) 5x 5, ¢) 6 x 6. [V tlohach a) i b) staci dva vystrely,
v ¢) Ctyri vystiely. Plan 6 x 6 rozdélte na neprekryvajici se ¢tverce 3 x 3.]

Na planu o rozmérech 6 x 6 c¢tverecki se nachézi lod tvaru étverce 2 x 2.
Zduvodnéte, ze je potfeba nejméné 9 vystreli, abychom méli jistotu, ze jsme
lod zaséhli. [Plan 6 x 6 rozdélte 9 neprekryvajicich se ¢tverci 2 x 2.]

Urcete, kolik je vsech dvojic policek daného c¢tverce 4 x 4, jejichz zasahem
dosdhneme s jistotou i zasah lodi ze zadani soutézni tlohy, ktera je v tomto
¢tverci jakkoli umisténa. [Je jich 34. VSechny vyhovujici dvojice poli rozdélte do
ti{ skupin podle toho, kolik je v nich poli¢ek vnitiniho ¢tverce 2 x 2 (policka A,
B, C, D na obrazku vlevo). Pak dokazte: V jedné skupiné jsou vSechny dvojice
policek z kvarteta K = {A, B,C,D}. Ve druhé skupiné jsou vSechny dvojice
tvorené vzdy jednim polickem X € K a jednim z péti policek Y ¢ IC, které maji
s X aspon jeden spolecny vrchol — pro policko X = A jsou na obrazku vlevo
vyznacena teckou. Ve tfeti skupiné jsou pravé takové dvojice policek, ktera jsou
na obrazku vpravo oznacena riznymi ¢isly téze parity.

°c|A|B
C|D

o

1)1

N
o




D3.

D4.

D5.

Hledany pocet je tak roven 6 +4-5+2-2-2 = 34.]

Dokazte, ze podminku soutézni tlohy je nemozné splnit tak, ze cely plan 12 x 12
rozdélime na 9 ¢tverctl 4 x 4 a pak v kazdém z nich vystfelime na dvé policka,
a to na stejnych dvou mistech ve vsech 9 ¢tvercich. [Oznacime stejnym z pismen
A, B ta zasazena policka, kterd jsou na stejném misté ve vSech deviti ¢tvercich.
Policka A tak jsou rozmisténa v jistém ¢tverci 9 x 9, jak vidime na obrazku vlevo.
Pro policka B je tomu obdobné.

Al o °o|A|e oA A A A
o o o B B
Al o|A|e° oA A A A
o o o B B
Al °o|Ale oA A A A

Uvazme lod v poloze, pii které obklopuje policko A ve stfedu c¢tverce 9 x 9.
Aby tato lod byla zasazena, musi v nékterém z osmi jejich policek stat B. Jde-li
o jedno ze ¢ty modrych policek oznacenych teckou, pak oznaceni teckou maji na
obrazku vlevo vsechna policka B z naseho ¢tverce 9 x 9, ve kterém tudiz mizeme
najit ¢tverce 3 x 3 bez zasahu, dokonce i bez tecek — jeden ze CtyT takovych je na
stejném obrazku vlevo vyznacen. Je-li uvazovana lod zasazena v jednom ze ¢tyt
poli v jejich rozich, mizeme bez jmy na obecnosti predpokladat, ze jde o levy
horni roh (jinak staci ¢tverec na obrazku vlevo pootocit). V uvazovaném ctverci
9 x 9 se pak nachézeji pravé 4 policka B — viz obrazek vpravo, ve kterém jsou
navic vyznaceny dva z osmi Ctvercu 3 X 3 bez zdsahu.|

Na desce 7 x 7 hrajeme hru lodé. Nachazi se na ni jedna lod 2 x 3. Mzeme se
zeptat na libovolné policko desky, a pokud lod zasdhneme, hra konci. Pokud ne,
ptame se znovu. Urcete nejmensi pocet otazek, které potfebujeme, abychom jisté
lod zasahli. [58-B-1-]

Na desce 5 x 5 hrajeme hru lodé. Ze c¢tyr poli desky je vytvorena jedna lod
nékterého z tvari

_Ilﬂﬁiiﬁl

Muzeme se zeptat na libovolné pole desky, a pokud lod zasdhneme, hra kondi.
a) Navrhnéte osm poli, na néz se staci otdzat, abychom méli jistotu zasahu lodeé.
b) Zdavodnéte, ze sedm otazek obecné takovou jistotu nedava. [58 B 11 2]
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