70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/21)

. kolo kategorie Z9

Z9-11-1

Babicka méla c¢tvercovou zahradu. Dokoupila nékolik sousednich pozemki, ¢imz
ziskala zase ¢tvercovy pozemek, jehoz strana byla o tfi metry delsi nez strana ptivodni
zahrady. Vymeéra nového pozemku byla o devét ¢tverecnich metri vétsi nez dvojnasobek
puvodni vymeéry.

Jak dlouhd byla strana ptivodni zahrady? (K. Buzdkovd)

Mozné teseni. Ozna¢me a délku strany pavodni ¢tvercové zahrady. Po dokupovani
vznikl novy ctvercovy pozemek, jehoz strana meéla délku a + 3. Pro vyméry pozemku
podle zadani plati

(a+3)% =2a%+9.

Ekvivalentnimi ipravami dostavame
2 9.2
a“+6a+9=2a"+9,
6a = a2,
0 =a(a — 6).

Uvedena rovnice ma dveé feseni: a =0 a a = 6.
Ptvodni zahrada méla nenulové rozméry, tedy jeji strana byla dlouha Sest metri.

Poznamka. Sice nevime, jak vypadaly dokoupené pozemky, ale vyméry zahrad (a je-
jich pomocna déleni) miZzeme znazornit nasledovné:

Velky ctverec je slozen ze dvou ¢tvercti a dvou shodnych obdélniki, resp. z jednoho
¢tverce a ¢ty shodnych obdélnikd. Takto ndzorné vyjevujeme vysledek a = 3 4+ 3 = 6.

Hodnoceni. 2 body za formulaci podminek ze zadani pomoci jedné nezndmé; 2 body
za ekvivalentni tpravy; 2 body za vylouceni nulového feseni a zaveér.

Reseni zaloZena na grafickém znazornéni hodnofte podle kvality doprovodného
komentare.



Z9-11-2

Babicce jesté neni 100 let, vnucka ma vice nez 10 let a vék babicky je nadsobkem
veku vnucky. Kdyz vnucka napsala vék babicky a za néj vék sviij, dostala ¢tyfmistné
¢islo. Kdyz babicka napsala vék vnucky a za néj vék sviij, dostala jiné ¢tyfmistné ¢islo.
Rozdil téchto dvou ¢tyfmistnych cisel je 7128.

Kolik let muze byt babicce a kolik vnuéce? Uvedte vSechny moznosti.
(L. Hozova)

Mozné feseni. Oznac¢me v v€k vnucky a b vék babicky. Vék babicky je nadsobkem véku
vnucky, tedy b = kv pro né€jaké prirozené k.
Ctyfmistné &islo zapsané vnuckou bylo 1004 v, étyfmistné ¢islo napsané babickou
bylo 100v + b, tedy
(100b + v) — (100w + b) = 7128.

Po tpravéach (a dosazeni b = kv) dostavame

99(kv — v) = 7128,
v(k—1) =T72.

Ukolem je najit v a k tak, aby platila pfedchozi rovnost a navic v > 10 a b = kv < 100.
Cislo 72 Ize (az na potadi ¢initelt1) vyjadiit nasledujicimi Sesti zpiisoby:

72=72-1=36-2=24-3=18-4=12-6=9-8.

Postupné probereme vSechny moznosti vyhovujici v > 10 a uré¢ime odpovidajici k a b =
= kv:

v 72 36 24 18 12

k 2 3 4 ) 7

b 144 108 96 90 84

Silné jsou vyznaceny vyhovujici vysledky, tj. ty, pro néz plati b < 100. Uloha ma tfi
feSeni.

Jiné FeSeni. Ozna¢me v vék vnucky a b vék babicky, déle v = AB a b = C'D dekadické
zapisy téchto c¢isel. Informaci o rozdilu ¢tyrmistnych ¢isel ze zadani vyjadiime pomoci

algebrogramu
CDAB

—ABCD
7128
Protoze vnucka je mladsi nez babicka, dochéazi na poslednich dvou mistech k ,,prechodu
pres desitku“, tj.
1AB
— CD
28



Tedy babicka je o 72 let starsi nez vnucka.

Protoze vnucka ma alespon 11 let, ma babicka alespon 83 let. Protoze babicka ma
nejvyse 99 let, ma vnucka nejvyse 27 let. V téchto mezich stac¢i probrat vsechny dvojice
vab=wv+ T2 a ovéfit, zda b je ndsobkem v:

v 11 12 13 14 15 16 17 18 19

b 83 84 85 86 87 88 89 90 91

v 20 21 22 23 24 25 26 27

b 92 93 94 95 96 97 98 99

Vyhovujici vysledky jsou vyznaceny silné; tiloha ma tii feseni.

Hodnoceni. Po 1 bodé za kazdé vyhovujici feSeni; 3 body za tplnost a kvalitu ko-
mentare.

79-11-3

Karel, Mirek a Ludé€k porovnavali své sbirky znamek. Kdyz kontrolovali pocty,
zjistili, ze Karel a Mirek maji dohromady 101 zndmku, Karel a Ludék 115 znamek,
Mirek a Ludék 110. Kdyz ovéfovali, co by mohli ménit, zjistili, ze zaddnou znadmku
nemaji vSichni stejnou, ale ze Karel a Mirek maji 5 znadmek stejnych, Karel a Ludek 12
stejnych, Mirek a Ludéek 7.

Kolik zndmek ma Ludék jinych neZ ostatni chlapci? (M. Smitkova)

Mozné fesSeni. Oznacme po fadé K, L a M pocty znamek, které vlastni Karel, Mirek
a Ludék. Podle zadani plati

K+ M =101, K+ L=115, M+ L =110.
Souctem téchto tii rovnosti a dalsimi Gpravami postupné dostavame:

2K +2M + 2L = 326,
K+ M+ L =163,
L=163— (K + M).

Dosazenim prvni z vodni trojice rovnic zjistujeme, ze Ludék mé celkem 62 zndmek
(L =163 — 101 = 62).

7 téchto 62 znamek ma 12 stejnych jako Karel a 7 stejnych jako Mirek. Ludék tedy
mé 43 znamek jinych nez ostatni chlapci (62 — 12 — 7 = 43).

Jiné feseni. Oznacme po fadé k, [ a m pocty znamek, které vlastni pouze Karel, pouze
Mirek a pouze Ludék. Podle zadani plati

(k+5+12)+ (m+5+7) =101,
(k+54+12) + (I + 7+ 12) = 115,
(m+54+7) 4+ (+7+12) = 110.
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Upravami jednotlivych fadkt dostavame ekvivalentni soustavu

k+m =72,
k+1="179,
m+1="79.

Z poslednich dvou rovnic vyplyva, ze k = m, z prvni potom k = m = 36. Odtud
dale dopocitame [ = 43. Ludék ma 43 znadmek jinych nez ostatni chlapci.

Poznamka. Informace o poctech znamek lze znazornit pomoci Vennova diagramu
takto:

Karel Mirek
Ludék

Pr1i vyjadiovani sou¢tlh znamek se hodnoty z prislusnych prinikd pocitaji dvakrat.
Prehlednéji 1ze tento poznatek znazornit nasledovné:

Karel @ Mirek

Ludék

\2)
e/

Hodnoceni. 3 body za vyjadfeni informaci ze zadani pomoci rovnic a jejich tpravy;
3 body za dofeseni soustavy a zaver.



Z9-11-4

Pan ucitel chtél po Adamovi a Evé, aby vypocetli obvod lichobézniku, jehoz delsi
zékladna méfila 30 cm, vyska 24 cm a ramena 25 cm a 30 cm. Adamovi vySel jiny obvod
nez Evé, prece vSak pan ucitel oba pochvalil za spravna reseni.

Urcete vysledky Adama a Evy. (L. Hozovd)

Mozné feseni. Lichobéznik s danymi velikostmi zakladny (AB), vysky (AF') a ramen
(AD a BC) neni uren jednozna¢né; mohou nastat nasledujici moznosti:

D F C E

Vsechny tyto lichobézniky chapeme tak, ze vznikly z obdélniku ABEF priklada-
nim, pfip. odebiranim pravouhlych trojahelniki AFD a BEC. V zavislosti na veli-

kostech danych tisecek se obecné muze stat, ze ¢tyithelnik ABCD je nekonvexni.T To
uvidime, jakmile dopocitame neznamé velikosti tisecek.

V nésledujicich vypocétech nepiSeme jednotky (vSude cm) a dosazujeme hodnoty
ze zadani: |AB| = 30, |AF| = 24, |AD| = 25 a |BC| = 30. Podle Pythagorovy véty
v trojihelnicich AFD a BEC dopocitame velikosti zbylych odvésen:

|FD| = \/|AD|? — |AF|2 = /252 — 242 = T,
|EC| = \/|BC2 — |BE|?2 = /302 — 242 = 18.

V prvnim, resp. ve druhém pripadé vychézi

|CD| =|AB|—|FD| - |EC|=30—-T7—-18 =5,
|CD| = |AB|+|FD|— |EC| =30+T7—-18 = 19.
V obou ptipadech je vysledny rozdil kladny a mensi nez 30, tedy se jedna o lichobéznik,

jehoz delsi zékladna je AB. Ve zbylych dvou pripadech vychézi jako delsi zakladna C'D,
procez se témito pripady nemusime zaobirat.

T Napf. v prvnim pfipadé by tato situace nastala, pokud by |AB| < |F'D| + |EC].
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V prvnim, resp. ve druhém ptipadé obvod lichobézniku |AB|+|BC|+|CD|+ |DA|
vychazi
304+30+5+25=090, resp. 30+ 30+ 19+ 25 =104,

a to jsou vysledky Adama a Evy.
Poznamka. Pfi ruénim pocitani velikosti odvésen F'D a EC lze s vyhodou vyuzit
nasledujicich uprav:

V252 — 242 = /(25 — 24)(25 + 24) = V49 =7,

V302 — 242 = /(30 — 24)(30 + 24) = V6 - 54 = V18 - 18 = 18.

Hodnoceni. 2 body za rozbor moznosti; 2 body za pomocné vypocty; 2 body podle
kvality komentare.



