70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/21)

. kolo kategorie Z8

Z8-11-1

Déti na tabote ziskavaly za splnéné tikoly body. Ty bylo mozné dale sménovat:
pét bodl za samolepku, Sest bodt za tiskatko. Jara si propocital, ze kdyby chtél jenom
samolepky, zbyl by mu jeden bod nevyuzity. Kdyby si vybral jenom tiskatka, nevyuzil
by tii body. Nakonec dokézal uplatnit vSechny svoje body, ptficemz ziskal dvojnasobné
mnozstvi tiskdtek nez samolepek.

Kolik nejméné bodt mél Jara pred sménovanim? (E. Semerddovd)

Mozné feseni. Uvazujeme pocty samolepek a tiskatek vyhovujici posledni zminované
podmince, poté kontrolujeme ostatni pozadavky:

Jednu samolepku a dvé tiskatka lze ziskat za 17 boda (5 + 2 -6 = 17). Pfi sméné
17 bodt jenom za samolepky by se dva body nevyuzily (zbytek po déleni 17 : 5 je 2),
coz nesouhlasi se zadanim.

Pro s samolepek mame 2s tiskatek a 17s bodi. Hledame nejmensi s takové, ze 17s
dava po déleni péti zbytek jedna a po déleni Sesti zbytek tii:

samolepky 1 2 3
tiskatka 2 4 6
body 17 34 51
zbytek po dél. 5 2 4 1
zbytek po dél. 6 5 4 3

Jara mél pred sménovanim nejméné 51 bod.

Jiné resSeni. UvaZujeme poCty samolepek a tiskatek vyhovujici prvnim dvéma pod-
minkam, poté kontrolujeme ostatni pozadavky:

P1i sménovani bodt jenom za samolepky by se jeden bod nevyuzil; mozné pocty
jsou (nésobky péti zvétsené o jedna)

6, 11, 16, 21, 26, 31, 36, 41, 46, 51, ...

Pti sménovani bodt jenom za tiskatka by se tii body nevyuzily; mozné pocty jsou
(ndsobky Sesti zvétSené o ti1)

9, 15, 21, 27, 33, 39, 45, 51, ...
Hodnoty vyhovujici obéma pozadavkim soucasné jsou vyznaceny silné.
Beze zbytku lze 21 bod sménit jediné za tfi samolepky a jedno tiskatko (21 =3 -

-54+1-6). V takovém piipadé by nebylo tiskatek dvojndsobné mnoZstvi nez samolepek.
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Beze zbytku lze 51 bodt sménit bud za t¥i samolepky a Sest tiskatek, nebo za devét
samolepek a jedno tiskatko (51 =3-54+6-6 =9-5+ 6). V prvnim piipadé je tiskatek
dvojnasobné mnozstvi nez samolepek.

Jara mél pred sménovanim nejméné 51 bodd.

Poznamka. Vyse diskutované podminky pro neznamy pocet bodu jsou:
e zbytek po déleni péti je jedna,
e zbytek po déleni Sesti je tii,
e zbytek po déleni sedmnécti je nula.

Vsechna prirozenéa c¢isla vyhovujici témto tfem podminkam jsou tvaru 51 4+ 5-6 -
-17-k = 51+ 510k, kde k je libovolné nezaporné celé ¢islo. Uloha souvisi s tzv. ¢inskou
vétou o zbytcich.

Hodnoceni. 2 body za nalezeni systému provéfovani moznosti (ndsobky 17 v prvnim
FeSeni, spravné zbytky ve druhém feSeni); 2 body za dofeSeni tlohy; 2 body za tplnost
a kvalitu komentare.

Z8-11-2

Eliska umistovala kola¢e do krabic, ze kterych pak postavila pyramidu jako na
obrazku. Pritom kazda krabice ve vyssi radé obsahovala tolik kolacia jako dvé sousedici
krabice pod ni dohromady. Ve trech krabicich oznacenych hvézdickami bylo tii, pét
a Sest kolact.

Eliska si vsimla, Ze kdyby oznacené krabice jakkoli zaménila (a podle pfedchoziho
pravidla upravila pocty kola¢t v ostatnich krabicich), celkovy pocet kola¢u by nebyl
mensi.

Kolik kola¢t bylo v oznacené krabici ve druhé fadé zdola? (L. Hozova)
MozZné reseni. Pocty kola¢t v dolni fadé pyramidy oznacime postupné a, b, ¢, d
a odtud vyjadfime pocty v ostatnich krabicich:

a+3b+3c+d

a+2b+c b+2c+d

a+b b+ c c+d

Soucet vSech uvedenych cisel je
4a+9b+9c+4d =4(a+d) +9(b+ ¢).

2



Cisla v krabicich oznacenych hvézdickami jsou a, d a b+ ¢, coZ jsou (aZ na poradi)
¢isla 3, 5 a 6. Celkovy soucet je nejmensi mozny, pravé kdyz ¢islo b+ ¢ (tj. ¢islo prispi-
vajici do souc¢tu nejvétsi vahou) je nejmensi mozné, tedy 3.

V oznacené krabici ve druhé rfadé zdola byly tii kolace.

Pozniamka. Ulohu lze fesit také rozborem vSech moznych rozmisténi znamych poéti
kolact. Vzhledem ke ziejmym symetriim staci uvazovat tii pripady:

e a=3,d=05,b+ c=6, coz dava celkovy soucet 86,
e a=3,d=06,b+ c=0>5, coz dava celkovy soucet 81,
e a=05,d=6,b+ c=3, coz dava celkovy soucet 71.

Nejmensi soucet nastava ve tietim pripadé, coz souhlasi s predchozimi zavéry.

Hodnoceni. 3 body za obecné doplnéni pyramidy, resp. rozbor moznosti; 3 body za
doreseni ulohy.

Z8-11-3
Pro obecny trojuhelnik ABC' jsou dany body D, E, F":

e bod D je ve tretiné usecky AB, blize k bodu A,
e bod F je ve tietiné usecky BC, blize k bodu B,
e bod F je ve tretiné tsecky CD, blize k bodu C.

Urcete pomér obsahi trojihelniki ABC a DEF. (A. Bohinikovad)

Mozné FeSeni. Pro prehlednost situaci nejprve znazornime:

C

A D B

Trojtahelniky ABC' a D BC' maji stejnou vysku z vrcholu C' a protilehlé strany (AB
a DB) jsou v poméru 3 : 2. Ve stejném poméru jsou téz jejich obsahy,

SABC . SDBC’ =3:2.
Trojuhelniky BCD a ECD maji stejnou vysku z vrcholu D a protilehlé strany

(BC a EC) jsou v poméru 3 : 2. Ve stejném pomeéru jsou téz jejich obsahy, coz spolu
s predchozim vysledkem dava

Sapc : Sgcp =9 : 4.
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Trojuhelniky CDFE a FDFE maji stejnou vysku z vrcholu F a protilehlé strany
(CD a FD) jsou v poméru 3 : 2. Ve stejném poméru jsou téz jejich obsahy, coz spolu
s predchozimi vysledky dava

SABC’ : SDEF =27 :8.

Hodnoceni. 1 bod za znazornéni situace; po 1 bodu za kazdé z dilé¢ich pozorovani;
2 body za zavér a kvalitu komentarte.



