70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/21)

[Il. kolo kategorie Z9

7Z9-111-1
Pro tfi neznama prirozena cisla plati, ze

nejvétsi spolecny délitel prvniho a druhého je 8,
nejvétsi spolecny délitel druhého a tretiho je 2,
nejvetsi spolecny délitel prvniho a tretiho je 6,
nejmensi spole¢ny nasobek vsech tii cisel je 1680,
nejvetsi z Cisel je vétsi nez 100, ale neni vétsi nez 200,
jedno z cisel je ¢tvrtou mocninou celého cisla.

O ktera cisla se jedna? Urcete vSechny moznosti. (E. Semerddovad)

Mozné FeSeni. Z prvnich t¥i podminek vyplyva, ze prvni éislo je ndsobkem 24 (aby
bylo délitelné 8 a 6), druhé ¢islo je ndsobkem 8 a tfeti ¢islo je nasobkem 6. Protoze
zminovani délitelé jsou nejvétsi mozni, musi byt nezndma cisla tvaru

24a, 8b, 6c, (1)

kde a, b, ¢ jsou po dvou nesoudélna ¢isla.

Nejmensi spole¢ny nasobek takové trojice ¢isel je 24 -a - b - ¢, coz ma podle zadani
byt rovno 1680 = 24-2-5-7. Aby jedno z ¢isel bylo ¢tvrtou mocninou celého ¢isla, musi
to byt druhé, a to v pripadé, ze b = 2 (prvni i tfeti ¢islo je délitelné tfemi, ale nejmensi
spole¢ny nasobek vsech tii ¢isel neni délitelny 3* = 81). Tedy neznama ¢isla jsou tvaru

24a, 16, 6c, (2)

kde ¢isla a, ¢ jsou 5, 7, nebo 1, 35 (v libovolném poradi).

Aby zadné z c¢isel nebylo vétsi nez 200, nemtze byt ani a, ani ¢ rovno 35. Zbyvaji
tak dvé moznosti: bud a = 5 a ¢ = 7, nebo a = 7 a ¢ = 5. Oba ptipady vyhovuji
posledni pozadované podmince, tj. aby nejvétsi z hledanych cisel bylo vétsi nez 100.
Neznama trojice cisel je né€ktera z nasledujicich

120, 16, 42,
168, 16, 30.

Hodnoceni. 2 body za odvozeni (1); 2 body za rozklad ¢isla 1680 a odvozeni (2);
2 body za rozbor moznosti a vysledek.



Z9-111-2
Trojuhelnik ACH je urcen tfemi vrcholy krychle, viz obrazek. Vyska tohoto troj-
thelniku na stranu CH ma velikost 12 cm.

Vypocitejte obsah trojuhelniku ACH a velikost hrany ptislusné krychle.
(M. Krejéova)
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Mozné resSeni. Kazda ze stran trojuhelniku ACH je uhloptickou nékteré stény
krychle. Stény krychle jsou navzajem shodné ¢tverce, tedy trojuhelnik ACH je rov-
nostranny.

Vztah mezi velikostmi vysky v a strany b rovnostranného trojihelniku je v = ‘/7519.
Velikost strany trojuhelniku ACH je tedy

2-12
b=""=28V3=139(cm).
V3 (emm)
Obsah trojihelniku se stranou velikosti b a odpovidajici vyskou v je S = %b )

Obsah trojahelniku ACH je tedy
12
S = TS\@ = 48V/3 = 83,1 (cm?).

Vztah mezi velikostmi strany a a thlopficky b étverce je b = av/2. Velikost hrany
krychle je tedy
_ 83 _

V2

Hodnoceni. Po 1 bod za rozpoznani rovnostrannosti trojuhelniku ACH, vyjadfeni b,
S a a; 2 body podle kvality komentare.

46 = 9,8 (cm).

a

Poznamky. Vztahy v = ‘/736 a b = a\/2 lze nalézt v tabulkidch nebo odvodit pomoci
Pythagorovy véty.

Podle zptisobu vyjadieni vyrazi s odmocninami se mohou drobné lisit vysledky po
zaokrouhlovani. Takové rozdily nemaji vliv na hodnoceni tlohy.



Z9-111-3

Je dana posloupnost sedmi ¢isel a, b, ¢, d, e, f, g. Kazdé z ¢Cisel b, ¢, d, e, f je
aritmetickym primeérem sousednich dvou cisel.

Ukazte, ze c¢islo d je aritmetickym priimeérem cisel a a g. (K. Pazourek)

MozZné reseni. Pokud je ¢islo b aritmetickym prumérem a a ¢, potom rozdily b — a
a ¢ — b jsou stejné:

b:a—kc,

2
b+b=a+c,
b—a=c—b.

Vsechny upravy jsou ekvivalentni, tudiz plati i opacné tvrzeni: pokud jsou rozdily b —a
a ¢ — b stejné, potom je cislo b aritmetickym primérem a a c.
Ze zadani vyplyva, Ze rozdily dvojic sousednich ¢isel jsou stejné:

b—a=c—b=d—c=e—d=f—-e=g—f.

Rozdily d—a a g —d jsou proto také stejné (a jsou rovny trojnasobku rozdilu sousednich
¢isel). Cislo d je tedy aritmetickym priimérem ¢isel a a g.

Hodnoceni. 3 body za rozpoznani vztahu mezi aritmetickym primeérem a rozdily
sousednich ¢isel; 3 body za vlastni uplatnéni a kvalitu komentare.

Poznamky. Ulohu lze fesit formalné manipulaci se vztahy b = C‘T*'C, c = % apod.

nebo také nazorné s ¢iselnou osou. Takova FeSeni hodnofte podle tplnosti a kvality
provedeni.
Posloupnosti s uvedenymi vlastnostmi se nazyvaji aritmetické.



Z9-111-4

Jsou dany rovnobézniky ABGH a DEGH, jejichz vrcholy A, B, D a FE lezi na jedné
pfimce. Bod C je prusecikem tsecek BG a DH, bod I lezi na tsec¢ce AH a bod F lezi
na usecce FG. Mnohotuhelnik ABC' DEG H sestava ze sedmi trojuhelniki, pricemz mezi
trojuhelniky ABI, BCI, CHI, DEF, CDF a CFG je jeden s obsahem 3cm?, jeden
s obsahem 5cm?, dva s obsahem 7 cm? a jeden s obsahem 10 cm?. Kromé trojthelnikii
s obsahy 7 cm? nem4 zadn4 dalsi dvojice z uvedenych sedmi trojuhelnikii stejny obsah.

Rozhodnéte, zda lze s jistotou uréit trojihelniky s obsahy 7 cm?. Dale urcete obsah
mnohothelniku ABCDFEGH; najdéte vSechny moznosti.

A B D B
I
C
F
H G
Poznamka: obrazek je pouze ilustrativni. (E. Semerddovd)

Mozné reSeni. Rovnobéiniky ABGH a DEGH maji spoleénou stranu a stejnou
vysku, maji tedy stejny obsah. To znamenad, Ze pro obsahy pfrislusnych trojuhelnikt
plati:

Sapr + Spcr + Scur + Sceu = Sper + Scpr + Scra + SccH- (1)

Nezavisle na poloze bodu I na tsecce AH je obsah trojihelniku BCT stéle stejny.
Pokud by bod I splynul s bodem A, tvoril by tento trojihelnik spolecné s trojuhelni-
kem C'G H polovinu rovnobézniku ABGH . Z obdobného divodu tvori také trojuhelniky
CDF a CGH polovinu obsahu rovnobézniku DEGH. Celkem tedy pro obsahy troj-
thelnikt plati:

Sper + Scer = Sapr + Scur = Sper + Scra = Scpr + Scan- (2)

Zejména, trojuhelniky BCT a CDF maji stejny obsah, a to pravé 7 cm?.

Tt ze &tyi trojuhelniki ABI, CHI, DEF a CFG maji obsahy 3cm?, 5cm?
a 10 cm?2. Probereme vsechny mo#né soucty (2), odtud uréime obsah zbylého trojihel-
niku z uvedené ¢tvetice, obsah trojihelniku CGH a obsah mnohothelniku ABCDEGH:

soucet (2) 3+5=28 3+10=13 5+10=15
obsah zbylého 8§ —10= -2 13-5=28 15 -3 =12
obsah CGH — 13—-7=6 15—-7=28
obsah celého — 14 426 + 6 = 46 14430+ 8 =52




V obou piipadech je splnéna podminka, Ze kromé trojuhelnik s obsahy 7 cm?
nemé zadna dalsi dvojice trojuhelniki stejny obsah. Mnohothelnik ABCDEGH méa
obsah bud 46 cm?, nebo 52 cm?.

Hodnoceni. 1 bod za odvozeni vztahu (1); 2 body za vztahy (2) a rozpoznéni trojuhel-
nikti s obsahy 7cm?; 3 body za rozbor moznosti, ovéfeni podminek a uréeni moznjch

obsahi mnohotthelniku ABCDEGH.



