71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/2022)

/adani Uloh domaci ¢asti |. kola

Kategorie A

. Je mozné vyplnit tabulku n x n jednickami a dvojkami tak, aby byl soucet cisel
v kazdém tadku délitelny péti a soucet ¢isel v kazdém sloupci délitelny sedmi? Reste
a) pron =9, b)pron=12. (Tomds Bdrta)

. Je dan lichobéZnik ABCD se zékladnami AB a CD. Ozna¢me ki a ko kruznice

s pruméry BC' a AD. Déale ozna¢me P prusecik primek BC' a AD. Dokazte, ze tecny

z bodu P ke kruznici ky sviraji stejny thel jako tecny z bodu P ke kruznici ks.
(Patrik Bak)

. Najdéte vsechna celd ¢isla n > 2 takova, ze ¢islo n"2 je n-t4 mocnina celého ¢isla.
(Patrik Bak)

. V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

xy+1:,22,
yz + 2 = 2?2,
zx+3 =y

(Tomds Jurik)

. V rtiznostranném trojuhelniku ABC oznacme [ stfed vepsané kruznice a k kruznici
opsanou. Poloptimky BI a C'I protnou kruznici k po fadé v bodech S, # Ba S, # C.
Dokazte, ze tecna ke kruznici k v bodé A, primka vedend bodem I rovnobézné se
stranou BC' a primka SpS. se protinaji v jednom bodé. (Patrik Bak)

. Uvazujme nekonecnou posloupnost ag, a1, as, . .. celych ¢isel, ktera splinuje podminky
ap = 2 a apy1 € {2a, — 1,2a, + 1} pro vsechny indexy n = 0. Dokazte, Ze kazdd
takova posloupnost obsahuje nekonec¢né mnoho slozenych cisel.

(Martin Melicher, Josef Tkadlec)
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. Je dana sachovnice m X n, jejiz policka jsou obarvena cerné a bile
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Kategorie B

. Pravotuhly trojuhelnik ma celoéiselné délky stran a obvod 11 990. Navic vime, zZe jedna

jeho odvésna ma prvociselnou délku. Urcete ji. (Patrik Bak)

. Necht ABC' je ostrouhly trojuhelnik s nejdelsi stranou BC. Uvniti stran AB a AC

lezi po fadé body D a E tak, ze |CD| = |C'A| a |BE| = |BA|. Ozna¢me F takovy bod,
ze ABFC je rovnobéznik. Dokazte, ze |FD| = |FE|.  (Patrik Bak, Josef Tkadlec)

. Urcete pocet devitimistnych ¢isel, v nichz se ¢islice 0 — 9 vyskytuji nejvyse jednou a

v nichz se soucty cislic na 1. az 3. misté, na 3. az 5. misté, na 5. az 7. misté a na 7. az
9. misté vsechny rovnaji témuz ¢islu 10. Najdéte rovnéz nejmensi a nejvétsi z téchto

Cisel. (Jaroslav Zhouf)
. UrCete pocet redlnych kofent rovnice x|z + 6A| = 36 v zavislosti na redlném
parametru A. (Vojtéch Bdlint)

. Pravidelny n-thelnik oznacme AjAs...A,. Bod Az zobrazime v osové soumérnosti

s osou As Ay, ziskdme bod Aj. Pak bod A% zobrazime v osové soumérnosti s osou
Ay As, ziskdme bod Af. Pro kterd n = 4 je bod A} totozny s prisecikem piimek
A1Ag a A3AL? (Jaroslav Zhouf)

klasickym zptisobem, pricemz levé horni policko je cerné. Tahem
rozumime vzajemnou vyménu dvou fadkii nebo vzajemnou vyménu
dvou sloupct sachovnice. Skvrnou rozumime takovou neprazdnou
mnozinu c¢ernych policek, kterd je tvorena vsemi policky, do nichz
lze z jednoho jejiho policka piejit po cesté sestavajici ze stranou sousedicich c¢ernych
policek. Naptiklad na obrazku je Sachovnice 4 x4 s prave ¢tyrmi skvrnami. V zavislosti
na prirozenych cislech m a n urcete, kolik nejméné skvrn mize byt na sachovnici mxn
po provedeni kone¢ného poctu tahi. (David Hruska)
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Kategorie C

. Na skolni zahradé hraje skupina zaki hru zvanou molekuly. Ucitel jim nejprve ulozil,

aby se rozdélili do trojic. Jeden zak prebyl, a tak z dalsi hry vypadl. Zbyli Zaci se
pak méli rozdélit do ¢tveric. Opét jeden zak prebyl a vypadl. Poté se zbyli zaci méli
rozdeélit do pétic, zase jeden zak prebyl a vypadl. Ucitel nyni uklada, aby se zbyli zaci
rozdélili do Sestic. Dokazte, Ze opét jeden zak prebyde. (Josef Tkadlec)

. Urcéete vSechny ¢tverice rtiznych dvojmistnych prirozenych cisel, pro které zaroven

plati:
(i) Soucet téch cisel z dané Ctvefice, kterd obsahuji ¢islici 2, je 80.
(ii) Soucet téch ¢isel z dané ¢tverice, kterd obsahuji éislici 3, je 90.
(iii) Soucet téch ¢isel z dané ctverice, kterda obsahuji ¢éislici 5, je 60.
(Jaroslav Zhouf)

. Uvnitt strany BC' libovolného trojihelniku ABC' jsou dany body D, E tak, ze

|BD| = |DE| = |EC|, uvniti strany AC body F, G tak, ze |AG| = |GF| = |FC|.
Uvazujme trojuhelnik vymezeny tseckami AE, GD, BF'. Dokazte, ze pomér obsahu
tohoto trojihelniku a obsahu trojihelniku ABC' mé jedinou moznou hodnotu,
a urcete ji. (Jaroslav Zhouf)

. Tabulka 10 x 10 je vyplnéna cisly 1 a —1 tak, 7Ze soucet cisel v kazdém tadku az na

jeden je roven nule a zaroven soucet ¢isel v kazdém sloupci az na jeden je roven nule.
Urcete nejvetsi mozny soucet vsech ¢isel v tabulce. (Patrik Bak)

. Je dan rovnostranny trojihelnik ABC' a uvniti jeho strany AB bod D. Na poloptimce

opacné k BC uvazme bod E takovy, ze |C'D| = |DE|. Dokazte, 7e plati |AD| = |BE).
(Jaroslav Svrcek)

. Urcete vsechny mozné hodnoty souc¢tu a+ b+ c+d, kde a, b, ¢, d jsou ptirozena cisla

splnujici rovnost
(a2 — b2) (02 — d2) + (b2 — dg) (02 — a2) = 2021.

(Mdria Domdnyovd, Patrik Bak)



