Matematicka olympiada 2021/22 - 71. rocnik

Navodné a doplnujici tlohy domaciho kola

Kategorie A — od str. 2
Kategorie B — od str. 16
Kategorie C — od str. 26



71. ROONIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/2022)

/7 7/

Navodné a doplnujici tlohy pro kategorii A

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich iloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich dloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny feSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Je mozné vyplnit tabulku nxn jednickamsi a dvojkami tak, aby byl soucet cisel v kazdém
radku délitelny peti a soucet cisel v kazdém sloupci délitelnsj sedmi? Reste
a)pron=29, b)pron=12. (Tomé&s Barta)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Lze tabulku 5 x 5 vyplnit celymi ¢isly tak, aby soucet ¢isel v kazdém tadku byl
lichy a soucet cisel v kazdém sloupci sudy?

N2. Pro kterd n < 8 1ze tabulku n x n vyplnit zptisobem popsanym v soutézni tloze?

N3. Pro kterd d € {0,1,2,3,4,5,6} je mozné vybarvit nékolik policek tabulky 6 x 6
tak, aby v kazdém tadku i kazdém sloupci bylo pravé d vybarvenych policek?

D1. Udejte priklad vyplnéni tabulky 71 x 71, které vyhovuje zadani soutézni tlohy.

D2. Dokazte, ze tabulku n x n 1ze vyplnit zptisobem popsanym v soutézni tiloze pro
kazdé n = 18.

D3. Je mozné obarvit policka nekonecné ¢tvercové sité cerné a bile tak, aby v kazdém
radku bylo jen konec¢né mnoho policek ¢ernych a v kazdém sloupci jen konecné
mnoho policek bilych?

2. Je dadn lichobéeznik ABCD se zdakladnami AB a CD. Oznacme ki a ko kruZnice
s prumery BC a AD. Ddle oznacme P prusecik primek BC a AD. Dokazte, Ze tecny

z bodu P ke kruznici ki sviraji stejny uhel jako tecny z bodu P ke kruznici ko.
(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicf ULOHY:

N1. Dokazte, ze teény vedené z bodu A ke kruznici k se stfedem O jsou soumérné
sdruzené podle primky OA.

N2. Dokazte, ze v libovolném lichobézniku je spojnice stied jeho ramen rovnobézna
s jeho zakladnami.

D1. Uhlopiicky lichobézniku ABCD se zakladnami AB, C'D se protinaji v bodé P
a primky AD, BC v bodé Q). Dokazte, ze stredy zakladen AB, C'D lezi na
primce PQ.

D2. V lichobézniku ABCD se zakladnami AB, C'D ozna¢me P prusecik os vnéjsich
uhla u vrcholit A, D a podobné (Q prisecik os vnéjsich thla u vrcholt B, C.
Dokazte, ze délka usecky P() je rovna poloviné obvodu ABCD.
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D3.

D4.

Je dan konvexni pétitihelnitk ABC DFE takovy, ze trojihelniky ABC, BCD,CDFE,
DE A maji viechny shodny obsah. Usetky AC, AD protnou tsecku BE postupné
v bodech M, N. Dokazte, ze |BM| = |NE)|.

V tecnovém ctyruhelniku ABC'D ozna¢me P prusecik poloptimek AD a BC,
dale @) prusecik poloprimek BA a C'D a konecné R kolmy prumét bodu D na
primku PQ. Dokazte, ze kruznice vepsané trojuhelnikim ADQ a CDP jsou
z bodu R vidét pod stejnym tihlem.

3. Najdéte vsechna celd c¢isla n > 2 takovd, Ze ¢islo n"~? je n-td mocnina celého cisla.

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.
D4.

Najdéte nejmensi kladné celé ¢islo n takové, ze 75-n je tfeti mocnina celého cisla.
Uvazme celé k = 2. Dokazte, ze pokud v rovnosti a - b = ¢ jsou dvé ze ti{
zastoupenych kladnych celych ¢isel a, b, ¢ rovna k-tym mocnindm celych ¢isel, je
takové i ¢islo treti.

Dokazte, ze pro vSechna dostatecné velka kladna cela ¢isla n plati:

a) n? > 10n + 100, b) 2" > 10n?, c¢) 3" > 10-2".

Dokazte, Ze pro libovolnd celd ¢isla n, k vétsi nez 1 je ¢islo /n budto celé, nebo
iracionalni.

Najdéte vSechna kladné celd ¢isla n, pro ktera je n? 4+ n — 11 druhou mocninou
celého cisla.

Uréete viechny dvojice celych kladnych &isel a a b, pro néZ plati 4% +4a? +4 = b2,
Pro které dvojice celych ¢isel z a y plati 1 4 2% + 222+ — 429

4. V oboru redlngjch cisel reste soustavu rovnic

xy+1222,
yz+2:x2,
zx+ 3 =y>

(Tomas Jurik)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

NI.

N2.

Reseni soustavy rovnic ¢asto zahajujeme tak, ze nékteré dvé jeji rovnice od sebe
odecteme nebo nékolik jejich rovnic sec¢teme. Nékdy se pritom vyplati zminéné
rovnice predem vynasobit vhodnymi ¢isly nebo i vyrazy s nezndmymi, abychom
ziskali jejich co nejjednodussi dusledek.

PouZijte popsanou metodu k vyfeSeni soustav: a) 3z + 2y = 22 A 2z + 3y = v,
b) 3zy — 10 = 22 A 22y + 15 = 3y? v oboru R.

Ukazte, Ze z prvnich dvou rovnic soustavy ze soutézni tlohy vyplyva, ze obé ¢isla
z—x ax+y+ 2z jsou ruzna od nuly. Jaké jsou obdobné dusledky jinych dvou
rovnic?
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D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic
2 _ 3
T+y =y,
Y+ 22 =23

V oboru realnych c¢isel feste soustavu
oy ly— 2+ 1,
v —zr = |z — x|+ 1,

2 —ry=|r—y|+1

Najdéte vsechna realnd feseni soustavy rovnic
1 1
+z =1, +r=1 —4y=1
T4y y+z z +x

Navzdjem razna realnd ¢isla a, b, ¢ spliuji a+1/b=b+1/c = ¢+ 1/a. Dokazte,
ze |abc| = 1.
Najdéte vSechna redlnd cisla x = 3, pro kterd plati

4+ (z -1z -2+ (z -1z —-3)++(x—2)(z—3)=5.

Najdéte vSechna celd ¢isla n = 3, pro kterd existuji redlnd ¢isla a1, as, ..., apio
takova, Ze ani+1 = a1, Gpyo = ag & a;a;41 + 1 = a9 pro kazdé i € {1,2,...,n}.

5. V ridznostranném trojuhelniku ABC' oznac¢me I stred vepsané kruznice a k kruznici
opsanou. Poloprimky BI a CI protnou kruznici k po radé v bodech S, # B a S, # C.
Dokazte, zZe tecna ke kruznici k v bodé A, primka vedend bodem I rovnobéziné se
stranou BC' a primka SpS. se protinaji v jednom bodé. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI.

N2.

N3.
N4.

D1.

Dokazte tvrzeni ,o Svrckové bodu“: V libovolném trojihelniku ABC' prochézi
osa vnitintho thlu BAC stfedem toho oblouku BC' kruznice opsané trojtuhelniku
ABC, na kterém nelezi vrchol A.

Dokazte tvrzeni ,o trech prstech“: V daném trojuhelniku ABC oznac¢me [ stfed
kruznice vepsané a S stfed toho oblouku BC' kruznice opsané trojihelniku ABC,
na kterém nelezi vrchol A. Pak plati |SB| = |SI| = |SC].

Dokazte, ze v soutézni tloze je primka 5,5, osou tsecky Al.

Dokazte vétu o isekovém ihlu: Uvazme trojihelnik ABC' vepsany do kruznice k,
tecnu kruznice k vedenou bodem B a bod T na této tecné v poloroviné opacné
k poloroviné BC'A. Pak plati |XTBC| = |«BAC|. (Uhel TBC je tzv. tsekovy
thel prislusny tomu oblouku BC' kruznice k, ktery neobsahuje bod A.)

V situaci ze soutézni tlohy ozna¢me dale S, # A prisecik poloprimky ATl
s kruznici k. Dokazte, ze bod [ je prusecikem vysek trojuhelniku S;.55S..
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D2.

D3.

D4.

D5.

Oznacme [ stfed kruznice vepsané pravouhlému trojihelniku ABC s pravym
uhlem pfi vrcholu A. Déle ozna¢me jako M a N stredy usecek AB a BI. Dokazte,
ze primka C'T je tecnou kruznice opsané trojuhelniku BM N.

V tétivovém ctyruhelniku ABCD ozna¢me L, M stiedy kruznic vepsanych po
fadé trojuhelnikim BCA, BCD. Déle oznacme R prusecik kolmic vedenych
z bodi L a M po tadé na primky AC a BD. Dokazte, ze trojihelnik LM R
je rovnoramenny.

Oznacme [ stfed kruznice vepsané ostrotihlému trojihelniku ABC. Jeho vnitini
bod P spliiuje podminku |« PBA| + |« PCA| = |<PBC| + |<PCB|. Dokazte,
ze |AP| = |AI|, pticemz rovnost nastane, pravé kdyz P = I.

Osy vnitinich thld u vrcholi B, C' ostrouhlého trojihelniku ABC protnou
protéjsi strany po rfadé v bodech K, L. Oznac¢me M prusecik primky BK
s osou usecky C'L. Bod N lezi na piimce C'L tak, ze NK | LM. Dokazte, ze
INK| = |NB|.

6. Uvazujme nekonecnou posloupnost ag,ay,as, ... celych cisel, kterd splnuje podminky
ap 2 2 a apt1 € {2a, — 1,2a, + 1} pro vdechny indexy n = 0. DokaZle, Ze kazdd
takova posloupnost obsahuje nekonecné mnoho sloZengjch cisel.

(Martin Melicher, Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

N5.

D1.

D2.

D3.

D4.

Najdéte vsechna kladna cela ¢isla t takova, ze ¢isla ¢, 2t — 1 a 2t + 1 jsou vsechna
prvocisla.

Jsou déna realnd ¢isla d a g ¢ {0,1}. Dokazte, Ze posloupnost éisel xg, z1, .. .
spliuje pro kazdy index ¢ rovnost x;11 = qx; + d, pravé kdyz je jeji obecny ¢len
tvaru z; = Kq' +¢, kde ¢ = d/(1 — q) a K je libovolnd konstanta (uréend prvnim
¢lenem ).

Uvazme jakékoliv zobrazeni f: M — M na koneéné mnoziné M a prvek m € M.
Dokazte, ze posloupnost m, f(m), f(f(m)), ... je od jistého ¢lenu periodické. Déle
dokazte, ze pokud zobrazeni f je prosté, pak tato posloupnost je periodicka od
svého prvniho clenu m.

Dokazte, ze pro kazdé liché ¢islo d se zbytky ¢isel 20,21, 22, ... po déleni ¢éislem d
od prvniho mista periodicky opakuji.

Dokazte malou Fermatovu vétu: Pro libovolné prvocislo p a celé ¢islo a nesoudélné
spoplati a1 =1 (mod p).

Dokazte, ze kazdé kladné celé cislo n ma nasobek, v jehoz desitkovém zapisu se
vyskytuji jen nuly a jednicky.

Dokazte, ze pro kazdé kladné celé ¢islo n existuje n-mistné ¢islo a,, které je
nasobkem 5" a jehoz vSechny dcislice jsou liché.

Dokazte, ze kazdé kladné celé ¢islo d ma nésobek, ktery je Fibonacciho ¢islem.
(Fibonacciho ¢isla jsou urcena vztahy Fy = Fy = 1 a F, 19 = F,41 + F,, pro
kazdy index n = 1.)

Dokazte, ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel, ktera davaji po déleni ¢tyrmi
zbytek 3.



71. ROCNIK MO (2021/2022) NAVODNE ULOHY DOMACI CASTI KATEGORIE A

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na
né.
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1. Je mozné vyplnit tabulku nxn jednickamsi a dvojkami tak, aby byl soucet cisel v kazdém
radku deélitelng péti a soucet cisel v kazdém sloupci délitelnsj sedmi? Reste
a)pron =29, b)pron=12. (Tomas Bérta)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Lze tabulku 5 x 5 vyplnit celymi ¢isly tak, aby soucet ¢isel v kazdém radku byl
lichy a soucet ¢isel v kazdém sloupci sudy? [Nelze. Pro spor predpokladejme opak
a oznac¢me S soucet Cisel v celé tabulce. S¢éitanim pres radky je S rovno souctu
péti lichych cisel, tedy je liché. S¢éitanim pres sloupce je S rovno souctu sudych
¢isel, tedy je sudé.]

Pro kterd n < 8 lze tabulku n x n vyplnit zpisobem popsanym v soutézni tiloze?
[Pouze pro n = 5 an = 7. V pfipadé n < 6 je soucet Cisel v kazdém sloupci
nejvyse 12, takze kvili délitelnosti 7 musi byt roven 7. Soucet ¢isel v celé tabulce
proto musi byt roven 7n, podle souctii ¢isel v radcich to vsak musi byt nasobek
péti, takze nutné n = 5. Priklad pro n = 5: tfi fadky vyplnime jednickami, dva
radky dvojkami. Ptiklad pro n = 7: ¢tyti sloupce vyplnime jednickami, t¥i sloupce
dvojkami. V pripadé n = 8 je soucet ¢isel v kazdém sloupci v rozmezi 8-16, takze
kvili délitelnosti sedmi musi byt roven 14. Soucet vSech cisel v tabulce je pak
8-14, coz neni nasobek péti, takze takovy neni ani soucet ¢isel v nékterém radku.]
Pro kterda d € {0,1,2,3,4,5,6} je mozné vybarvit nékolik policek tabulky 6 x 6
tak, aby v kazdém radku i kazdém sloupci bylo pravé d vybarvenych polic¢ek?
[Pro kazdé takové d: Pro dané d lze napiiklad obarvit policka, kterd na obrazku
obsahuji ¢isla nejvyse rovna d.

112]13]|4]|5]|6
6 (123415
5161234
41516123
31415612
213(4(5(|6]|1

Udejte priklad vyplnéni tabulky 71 x 71, které vyhovuje zadani soutézni tlohy.
[Protoze ¢islo 140 = 69 - 2 + 2 - 1 je nasobkem péti i ndsobkem sedmi, vyhovuje
kazdé vyplnéni, kdy je v kazdém radku i sloupci 69 dvojek a 2 jednicky. K tomu
staci tabulku vyplnit ,cyklicky“: do prvniho fadku napsat (1,1,2,2...,2), do
druhého (2,1,1,2,2,...,2) atd., az do posledniho 71. fadku (1,2,2,...,2,1).]
Dokazte, ze tabulku n x n lze vyplnit zptisobem popsanym v soutézni tloze pro
kazdé n = 18. [Podminka n = 18 zarucCuje existenci celého ¢isla s, které je
ndsobkem 35 a spliiuje nerovnosti n < s < 2n. Soucet ¢isel v kazdém fadku
i sloupci tabulky n x n bude roven urc¢enému cislu s, pokud v kazdém radku
i sloupci bude 2n — s jednicek a s — n dvojek. Dosdhneme toho podobné jako
v feseni ulohy D1, kdyz tadky tabulky postupné vyplnime ,,cyklickymi“ zménami
pozadované sestavy jednicek a dvojek.]

Je mozné obarvit policka nekonecné ¢tvercové sité cerné a bile tak, aby v kazdém
radku bylo jen konec¢né mnoho poli¢ek c¢ernych a v kazdém sloupci jen konecné

6



71. ROCNIK MO (2021/2022) NAVODNE ULOHY DOMACI CASTI KATEGORIE A

mnoho poli¢ek bilych? [Ano, naptiklad jako na obrazku:

2. Je dan lichobéznik ABCD se zakladnami AB a CD. Oznaéme ki a ko kruZnice
s prumery BC a AD. Ddle oznacme P prusecik primek BC a AD. Dokazte, Ze tecny
z bodu P ke kruznici ki sviraji stejny wuhel jako tecny z bodu P ke kruznici ko.

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

Dokazte, ze tecny vedené z bodu A ke kruznici k se stfedem O jsou soumérné
sdruzené podle primky OA. [Staci dokdzat, Ze soumérné sdruzené jsou body
dotyku T3, T5 uvazovanych tecen. Jsou to vsSak priseciky dané kruznice k
s Thaletovou kruznici nad priimérem OA a obé tyto kruznice jsou podle ptimky
OA soumérné. Jinak rovnéz staci ovérit shodnost trojuhelniki T70A a ToOA
podle véty Ssu.]
Dokazte, ze v libovolném lichobézniku je spojnice stredi jeho ramen rovnobézna
s jeho zdkladnami. [Rozdélme dany lichobéznik jednou jeho uhloprickou na
dva trojuhelniky a uvazme jejich stiedni pricky rovnobézné se zakladnami
lichobézniku. Odtud uzitim znamych vlastnosti trojihelnikovych pricek plyne,
7e spojnice stfedi ramen lichobézniku je nejen rovnobézna s jeho zakladnami,
ale navic mé délku rovnou aritmetickému priméru jejich délek.]
Uhlopiicky lichob&zniku ABCD se zakladnami AB, C'D se protinaji v bodé P
a primky AD, BC v bodé Q). Dokazte, ze stredy zakladen AB, C'D lezi na
pfimce PQ. [Bod P je vnitinim stfedem stejnolehlosti isecek AB a C'D, bod @
je vnejsim stfedem jejich stejnolehlosti. V obou stejnolehlostech si stiedy tsecek
AB, CD odpovidaji, takze lezi se stfedy stejnolehlosti P, () na téze primce.]
V lichobézniku ABC'D se zakladnami AB, C'D ozna¢me P prusecik os vnéjsich
uhld u vrcholi A, D a podobné ) prusecik os vnéjsich uhla u vrchola B, C.
Dokazte, ze délka tsecky P(Q) je rovna poloviné obvodu ABCD. [Jelikoz body P,
@ lezi na osach dvou 1hli, jsou to stredy kruznic dotykajicich se ptimek AB, C'D
a po fadé ramen AD, BC'. Body P, () proto lezi na ose pasu mezi rovhobézkami
AB a CD, ktera prochazi sttedy M, N ramen AD, BC. Snadno dopocitame, ze
|XxAPD| = 90° = |<BQC|, takze body P, @ lezi na kruznicich s priméry AD,
BC'. P1i obvyklém oznaceni délek stran ABCD tak plati

1

1 1 1
|PQ| = |PM|+|MN|+|NQ| = zd+ -(a+c)+ zb= z(a+b+c+d). (Mexiko 1999)]

2 2
7
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D3.

D4.

Je dan konvexni pétithelnik ABCDE takovy, ze trojihelniky ABC, BCD,
CDE, DEA maji viechny shodny obsah. Usetky AC, AD protnou tsetku BE
postupné v bodech M, N. Dokazte, ze |BM| = |NE|. [Z rovnosti obsahi
BCD a CDFE plyne BE || CD. Podobné dokdzeme BC' || AD a DE || AC,
takze trojihelniky BCM a NDE jsou podobné (uu). Jelikoz BE || C'D, vysky
téchto dvou trojthelnikil z vrcholi C'; D jsou shodné, takze jde o dva shodné
trojuhelniky, a proto |BM| = |[NE|. (Jizni Afrika 2003)]

V teénovém ctyitihelniku ABC'D oznac¢me P prusecik polopiimek AD a BC,
dale @) prisecik poloptimek BA a C'D a koneéné R kolmy primét bodu D
na primku P@). Dokazte, ze kruznice vepsané trojihelnikim ADQ a CDP
jsou z bodu R vidét pod stejnym uhlem. [Oznac¢me [, J stiedy kruznic
vepsanych trojihelnikim ADQ, CDP a r;, r; jejich poloméry. Diky podobnym
trojuhelnikim staci dokazat rovnost |RI|/|R.J| = r;/rj. Dale ozna¢me K stied a
r polomér kruznice vepsané ¢tyrihelniku ABC'D a E prusecik primek IJ a PQ.
Body K, I lezi na ose thlu BQC tak, ze |QK|/|QI| = r/r;. Podobné body K,
J lezi na ose uhlu APB tak, ze |PK|/|PJ| = r/r;. Po dosazeni za druhy a tfeti
zlomek v rovnosti

E1l PJ| QK]
[EJ] [PK] Q1]
(Menelaova véta pro trojihelnik IJK) vychazi |EI|/|EJ| = r;/r;. Zaroven
ziejmé platii |[DI|/|DJ| = r;/r;. Kruznice s pramérem DFE je tedy Apolloniovou
kruznici pro body I, J a pomér r;/r;. Jelikoz |[XDRE| = 90°, bod R lezi na této
kruznici, a tak plati |RI|/|RJ| = r;/r;, jak jsme chtéli dokdzat. (Rusko 2008)]

1

3. Najdéte vsechna celd ¢isla n > 2 takovd, Ze ¢islo n™ 2 je n-td mocnina celého ¢isla.

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

Najdéte nejmensi kladné celé ¢islo n takové, ze 75 - n je treti mocnina celého
¢isla. [Celé ¢islo je tfeti mocninou, pravé kdyz se v jeho rozkladu na prvodinitele
vyskytuje kazdé prvoéislo v mocniné, ktera je nasobkem tii. Jelikoz 75 = 3 - 52,
hledané nejmensi n je rovno 32 - 5 = 45.]

Uvazme celé k = 2. Dokazte, ze pokud v rovnosti a - b = ¢ jsou dvé ze tif
zastoupenych kladnych celych ¢isel a, b, ¢ rovna k-tym mocninam celych ¢isel, je
takové i ¢islo tieti. [Vyjdeme z poznatku, Ze celé ¢islo je k-tou mocninou, pravé
kdyz se v jeho rozkladu na prvocinitele vyskytuje kazdé prvocislo v mocniné,
ktera je nasobkem cisla k. V nasi situaci pro libovolné prvocislo p oznacme «,
B, v (nezédporné) poéty zastoupeni tohoto p v rozkladech na prvocinitele po radé
¢isel a, b, c¢. Pak rovnost a - b = ¢ znamena « + = v, takze dokazované tvrzeni
plyne ze zfejmé poucky: jsou-li dvé z takovych ¢isel a, 3, v délitelnd danym ¢islem
k, je takové i ¢islo treti.]

Dokazte, ze pro vSechna dostatecné velka kladna cela ¢isla n plati:

a) n? > 10n + 100, b) 2" > 10n?, c¢) 3" > 10-2" [a) Je-lin > 20, ziejmé& plati
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D1.

D2.

D3.

D4.

n? —10n — 100 = n(n — 10) — 100 > 20 - 10 — 100 > 0. b) Pro n = 10 plati
210 = 1024 > 1000 = 10-102%. Navic pokud dokazovana nerovnost plati pro néjaké
n = 10, pak plati i pro n + 1: Skuteéng, 2"+ = 2.2" > 2.10n% = 10(n + 1),
kde posledni nerovnost plati, protoZe je ekvivalentni s nerovnosti n(n — 2) = 1,
zfejmé platnou dokonce pro kazdé n = 3. ¢) I kdyz i zde je dikaz indukei snadny,
ukazme, jak se obejit bez ni: Nerovnost prepsana ve tvaru ( %)” > 10 je splnéna
(s ohledem na % > 1 a odtud plynouci fakt, ze funkce y = (%)x je rostouci), pravé
kdyz plati n > logg(IO) = 5,68.]

Dokazte, ze pro libovolnd celd ¢isla n, k vétsi nez 1 je ¢islo /n budto celé, nebo
iraciondlni. [Pfredpoklddejme, Ze ¢islo ¢/n je racionélni, takze ¥/n = u/v, kde u
a v jsou celd kladna ¢isla. Pak plati rovnost n - vF = u* a z vysledku tlohy N2
plyne, Ze rovnéz ¢islo n je k-tou mocninou celého ¢isla, tj. ¢islo ¥/n je celé.]
Najdéte viechna kladné celd éisla n, pro kterd je n? +n — 11 druhou mocninou
celého ¢isla. [Snadno ovéfime, ze pro n > 11 plati n? < n? +n — 11 < (n + 1)2
Staci tedy probrat n < 11. Vyhovuji n € {3,4,11}.]

Uréete viechny dvojice celych kladnych é&isel a a b, pro néz plati 4% 4 4a? +4 = b.
[59-A-T1T-1]

Pro které dvojice celych éisel z a y plati 1 4 2% + 222+ = 427 [Shortlist IMO
2006, Problem N1. (IMO 2006) |

4. V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic

my—}—lzzQ,
yz+2:x2,
zx+ 3 =y>

(Tomas Jurik)

NAVODNE A DOPLNUJicCI ULOHY:

NI.

N2.

Reseni soustavy rovnic ¢asto zahajujeme tak, Ze nékteré dvé jeji rovnice od sebe
odecteme nebo nékolik jejich rovnic sec¢teme. Nékdy se pritom vyplati zminéné
rovnice predem vynésobit vhodnymi ¢isly nebo i vyrazy s nezndmymi, abychom
ziskali jejich co nejjednodussi dusledek.

Pouzijte popsanou metodu k vyfeseni soustav: a) 3z + 2y = 22 A 2z + 3y = ¢,
b) 3zy — 10 = 22% A 22y + 15 = 3y? v oboru R. [a) (z,y) € {(0,0),(5,5)} a
(x,y) € {(2,-1),(—1,2)}. Odectenim rovnic a tpravou vysledku dostaneme
(x —y)z+y—1) = 0, odkud y = = nebo y = 1 — z. Po dosazeni
takovych y vyjdou v prvnim, resp. druhém pripadé vzdy dvé vyse uvedena reseni.
b) (z,y) € {(2,3),(—2,—3)}. Vynasobme dané rovnice po fadé vyrazy y a . Po
jejich nasledném secteni se ve vysledku kubické ¢leny navzajem zrusi a dostaneme
tak rovnici 15x — 10y = 0, podle které x = 2t a y = 3t pro vhodné redlné t. Po
dosazeni takovych x a y vyjde rovnice t> = 1 s kofeny ¢ = 1, kterym odpovidaji
vyse uvedend Tesent.]

Ukazte, Ze z prvnich dvou rovnic soustavy ze soutézni tlohy vyplyva, ze obé ¢isla
z—x ax+y+ 2z jsou ruzna od nuly. Jaké jsou obdobné dusledky jinych dvou
rovnic? [Posuzované dvé rovnice od sebe odectéte a vysledek pak upravte.|
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D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

z+y’ =y’

y+x2:a:3.

[57-A-T11-1]

V oboru realnych c¢isel feste soustavu
gz =y -2 +1,
v —zr = |z — x|+ 1,

2 —ay=|r—y|l+ 1

[68-A-TI1-1]
Najdéte vsechna realné reseni soustavy rovnic
1
+ 2z =1, +z=1, —+y=1
r+vy Y+ z zZ +x

[69-A-TI-1]

Navzajem riznd redlna ¢isla a, b, ¢ spliiuji a +1/b = b+ 1/c = ¢+ 1/a. Dokazte,
ze |abe] = 1. [Prvni rovnost prepiSeme na a —b = 1/c — 1/b = (b — ¢)/(be).

Podobné obdrzime b — ¢ = (¢ —a)/(ca) a ¢ —a = (a —b)/(ab). Po vynasobeni ti
odvozenych rovnosti a nasledném vydéleni nenulovym ¢islem (a —b)(b—c)(c—a)
uz ziskdme pozadované (abc)? = 1.]

Najdéte vSechna redlnd Cisla x = 3, pro ktera plati

z4+ v/ (r—1D(z—2)+(z—1)(z—3)+(z —2)(x —3) =5.
[Odecteme jednicku a upravime na
(Vo —1+vVz-2)Vz—1+Vr—3)=4.
Po podobném odecteni dvojky, resp. trojky ziskame
(Vr—1++vVz—2)(Vr —2+Vz —3) =3,
(Ve —1++vVz-3)(Vz—2+Vr—3)=2.

Odvozenou trojici vztaht ted snadno vyresime jako soustavu: Vydélime-li vzdy
soucin dvou rovnic tou tieti, dostaneme (s ohledem na nezédpornost souc¢tu dvou

odmocnin)

Vi —1++Vr—2=/4-3/ :%%ﬁ,
Jx—1+V$—3:\M-W3:%¢ﬂ,
VZ—2+Vr—3=+/3-2/ :i%ﬂ,

z ¢ehoz uz snadno (jako ze soustavy tii linedrnich rovnic pro nezndmé hodnoty
ti{ zastoupenych odmocnin) uréime

7 5 1
VI — :ﬂ\/ﬂ, VI — :ﬂ\/ﬂ’ VI — :ﬁ\/ﬂ
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D6.

Témto tfem vztahum vyhovuje jediné ¢islo x = 73/24. Zkouska dosazenim do
ptvodni rovnice je snadna.|

Najdéte vSechna celd ¢éisla n = 3, pro kterd existuji redlnd ¢isla aq, as, ...,
anio takova, 7ze apy1 = a1, anyo = a2 a a;a;41 + 1 = a;10 pro kazdé
i € {1,2,...,n}. [Jakékoliv n = 3 délitelné tfemi. Vyndsobime-li i-tou rovnici
¢islem a;y19 a vsSechny je pak seCteme, vznikne na levé strané soucet clent
a;a; 11012 a soucet Clenl a;yo. Téhoz vysledku na levé strané lze dosdhnout,
pokud pred seftenim vyndsobime i-tou rovnici ¢islem a;—1 (polozime piitom
ap = ay). Rovnost obou vzniklych pravych stran > 0 a, = >0 @102
lze prepsat do tvaru %Z?Zl(ai_l — a;42)? =0, takze musi platit a;_; = a; o
pro kazdé i € {1,2,...,n}. Odtud v pripadé 3t n vidime, Ze dokonce vSechna
¢isla a; musi byt stejnd, coz nelze, nebot rovnice 22 + 1 = £ nem4 realné feseni.
Naopak v pripadé 3 | n podminkdm ze zadéni tlohy ziejmé vyhovime n-tici
(a1, as,...,an) = (2,—=1,—1,...,2,—1,—1). (IMO 2018)]

5. V riznostranném trojuhelniku ABC oznacme I stred vepsané kruznice a k kruznici
opsanou. Poloprimky BI a CI protnou kruznici k po radé v bodech S, # B a S, # C.
Dokazte, Ze tecna ke kruznici k v bodé A, primka vedend bodem I rovnobéziné se
stranou BC' a primka SpS. se protinaji v jednom bodé. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicCI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

Dokazte tvrzeni ,o Svrckové bodu“: V libovolném trojthelniku ABC prochézi
osa vnitiniho thlu BAC stfedem toho oblouku BC' kruznice opsané trojihelniku
ABC, na kterém nelezi vrchol A. [Oznacme S # A druhy prusecik osy thlu BAC
s kruznici opsanou trojihelniku ABC'. Kratsim obloukiim SB, SC kruznice
opsané prisluseji stejné velké obvodové thly, takze tyto oblouky jsou shodné.]
Dokazte tvrzeni , o trech prstech“: V daném trojihelniku ABC oznac¢me I stred
kruznice vepsané a S stfed toho oblouku BC' kruznice opsané trojihelniku ABC,
na kterém nelezi vrchol A. Pak plati |SB| = |SI| = |SC]|. [S ohledem na symetrii
staci dokdzat jen rovnost |SB| = |SI|. Pfi standardnim znaceni velikosti vnitinich
uhlia trojihelniku ABC' plati

|<SBI| = |x<SBC|+ |<CBI| = |xSAC| + 3/2 = a/2 + 3/2.
Protoze SIB je vnéjsi tihel trojuihelniku ABI, plati rovnéz
|XSIB| = |<IAB| + |¥ABI| = a/2+ /2.

Trojthelnik SIB tak skuteéné ma shodnd ramena SB a S1.|

Dokazte, ze v soutézni tloze je primka S,S. osou tsecky AI. [Podle vysledku
ulohy N2 plati [SpA| = |Spl] a |S.A| = |S.I|, takze S4, Sp jsou dva rizné body
osy usecky Al.]

Dokazte vétu o dsekovém ihlu: Uvazme trojuhelnik ABC' vepsany do kruznice k,
tecnu kruznice k vedenou bodem B a bod T na této tecné v poloroviné

opacné k poloroviné BCA. Pak plati |[¥TBC| = |xBAC|. (Uhel TBC je
11
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D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

tzv. usekovy thel prislusny tomu oblouku BC' kruznice k, ktery neobsahuje
bod A.) [Ozna¢me Y libovolny vnitini bod toho oblouku BC, ktery neobsahuje
bod A. Pak Y BC' je obvodovy thel shodny s obvodovym thlem Y AC. Limitnim
prechodem Y — B dostaneme, ze usekovy thel TBC ma stejnou velikost jako
obvodovy tthel BAC. (Te¢na T'B je totiz limitni polohou secny Y B.)]

V situaci ze soutézni tlohy ozna¢me déale S, # A prisecik poloptimky ATl
s kruznici k. Dokazte, ze bod I je prisecikem vysek trojihelniku S,SpS.. [Primka
SpSe je jakozto osa usecky Al (viz N3) kolmé na S,I. Podobné primka S,/ je
kolmé na S,S,.|

Oznac¢me [ stied kruznice vepsané pravotihlému trojihelniku ABC s pravym
uhlem pfti vrcholu A. Déle ozna¢me jako M a N stredy tsecek AB a BI. Dokazte,
ze primka CT je teénou kruznice opsané trojiuhelniku BMN. [70-A-111-2]

V tétivovém ctyrthelniku ABCD oznacme L, M stiedy kruznic vepsanych po
fadé trojuhelnikim BCA, BCD. Dale ozna¢me R prusecik kolmic vedenych
z bodi L a M po tadé na piimky AC a BD. Dokazte, ze trojihelnik LM R
je rovnoramenny. [56-A 111 2]

Oznacme [ stied kruznice vepsané ostrotihlému trojihelniku ABC. Jeho vnitini
bod P splnuje podminku | PBA| + |xPCA| = |<PBC| + |£xPCB|. Dokaite,
ze |AP| =2 |AI|, pricemz rovnost nastane, pravé kdyz P = I. [Necht |[<PBA| =
= %6 + 4, pak |<PBC| = %ﬁ — 0 a ze zadané thlové podminky snadno plyne
|¥xPCA| = 3y—5a|xPCB| = }y+6. Odtud |xPBC|+|&PCB| = }p+1y =
= 90° — %fy, takze thel BPC ma velikost 90° 4 %’y, coz je jak znamo i velikost
uhlu BIC'. Proto bod P z poloroviny BC'A lezi na oblouku BIC' kruznice opsané
trojuhelniku BIC. Ta m4 stied ve stiedu kratsiho oblouku BC' kruznice opsané
trojuhelniku ABC, coz je bod na poloptimce Al, takze I je tim bodem oblouku
BIC, ktery je k bodu A nejblize. (IMO 2006)]

Osy vnitfnich Uhld u vrcholi B, C' ostrothlého trojihelniku ABC' protnou
protéjsi strany po tadé v bodech K, L. Oznac¢me M prusecik primky BK
s osou usecky C'L. Bod N lezi na piimce C'L tak, ze NK | LM. Dokazte, Ze
INK| = |NBJ. [Bod M jakozto prusecik osy ostrého tthlu CBL a osy usecky
CL je stredem kratsiho oblouku C'L kruznice opsané trojihelniku BC'L. Odtud
a ze zadané rovnobéznosti plyne |<MBC| = |xMLC| = |<xKNC|, takze
¢tyrtihelnik BCKN je tétivovy. Proto bod N lezi na kratsim oblouku BK
kruznice opsané trojuhelniku BO'K, ktery ma totiz ostry thel u vrcholu C, na

jehoz ose bod N rovnéz lezi. Je tak sttedem zminéného oblouku BK, odkud jiz
plyne [NK| = |NB|. (Junior Balkan 2010)]

6. UvazZujme nekonecnou posloupnost ag,ay,as, ... celych cisel, kterd splnuje podminky
ap = 2 a ant1 € {2a, — 1,2a, + 1} pro vsechny indexy n = 0. Dokazte, Ze kazdd
takovad posloupnost obsahuje nekonecné mnoho sloZengch cisel.

(Martin Melicher, Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI.

Najdéte vsechna kladna cela ¢isla t takova, ze ¢isla ¢, 2t — 1 a 2t + 1 jsou vsechna
prvocisla. [t = 2 at = 3, kdy jde o trojice prvocisel (2,3, 5), resp. (3,5, 7). Protoze
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71. ROCNIK MO (2021/2022) NAVODNE ULOHY DOMACI CASTI KATEGORIE A

N2.

N3.

N4.

Nb5.

D1.

D2.

D3.

t = 1 neni prvodislo, zbyva vyloucit pripad ¢t = 4. Tehdy prvocislo t dava pri déleni
tfemi zbytek 1 nebo 2. Pokud t =3k + 1, kde k = 1, je ¢islo 2t + 1 =6k +3 =29
délitelné tfemi. Pokud ¢t = 3k +2, kde k = 1, je ¢islo 2t — 1 = 6k +3 = 9 délitelné
tfemi.|

Jsou déna realnd ¢isla d a g ¢ {0,1}. Dokazte, Ze posloupnost éisel xg, z1, .. .
spliuje pro kazdy index ¢ rovnost x;11 = qx; + d, pravé kdyz je jeji obecny clen
tvaru z; = Kq' +¢, kde c = d/(1 — q) a K je libovolnd konstanta (uréend prvnim
¢lenem ). [Cislo ¢ je zadano tak, Ze rovnosti ;41 = qx; + d lze piepsat do
tvaru z;11 — ¢ = q(x; — ¢). Tyto upravené rovnosti znamenaji pravé to, ze ¢isla
y; = x; — c tvoif geometrickou posloupnost s kvocientem g, tj. Ze y; = K¢q' pro
kazdé i.]

Uvazme jakékoliv zobrazeni f: M — M na konecné mnoziné M a prvek m € M.
Dokazte, ze posloupnost m, f(m), f(f(m)), ... je od jistého ¢lenu periodické. Déle
dokazte, ze pokud zobrazeni f je prosté, pak tato posloupnost je periodicka od
svého prvniho ¢lenu m. [Podle Dirichletova principu se mezi prvnimi |[M| + 1
¢leny posloupnosti alespon jeden prvek musi opakovat. Od jeho prvniho vyskytu
tak posloupnost bude periodické, nebot kazdy dalsi ¢len zadané posloupnosti je
jednoznac¢né urcen predchozim ¢lenem. Kdyby posloupnost nebyla periodicka od
prvniho ¢lenu, nasly by se v ni dva vyskyty téhoz prvku, kterému predchézi dva
ruzné ¢leny, coz nenastane, je-li zobrazeni f prosté.]

Dokazte, Ze pro kazdé liché ¢islo d se zbytky ¢isel 20,21, 22, ... po déleni éislem d
od prvniho mista periodicky opakuji. [Uzijte obecny vysledek tlohy N3 pro
zobrazeni f:z+— 2z (mod p) na mnoziné {1,2,...,d — 1}.]

Dokazte malou Fermatovu vétu: Pro libovolné prvocislo p a celé ¢islo a nesoudélné
spplati a1 =1 (mod p). [UkaZte, Ze zobrazeni f,:t — a-t (mod p) je prosté
na mnoziné {1,2,...,p— 1}, takze je to bijekce. Porovnanim soucinu vsech p — 1
vzoru a soucinu vsech p — 1 obrazt dostaneme

p—1)=(@-1)a-2)...(a-(p—1)=a”(p—1)! (mod p).

Po vydéleni kongruence ¢islem (p — 1)! (nesoudélnym s jejim modulem p) uz
vychézi potiebné.]

Dokazte, ze kazdé kladné celé ¢islo n ma nasobek, v jehoz desitkovém zapisu
se vyskytuji jen nuly a jednicky. [Z Dirichletova principu mezi ¢isly 1,11, 111, ...
existuji dvé, ktera davaji stejny zbytek po déleni n. Jejich rozdil ma pozadovanou
vlastnost. |

Dokazte, ze pro kazdé kladné celé ¢islo n existuje n-mistné ¢islo a,, které je
nasobkem 5" a jehoz vSechny ¢islice jsou liché. [Dukaz provedeme matematickou
indukci: Pro n = 1 vyhovuje a; = 5. Mé&me vyhovujici a,, pro nékteré n = 1.
Cisla a,, +4 - 10" pro i € {1,3,5,7,9} jsou viechna nasobky 5" a piitom davaji
navzajem rizné zbytky po déleni 5"*!, takZe jedno z nich je ndsobkem 5"*!. Toto
¢islo lze vzit za a,1, nebot je ziejmé (n + 1)-mistné a vSechny jeho ¢islice jsou
liché. (USA 2003)]

Dokazte, ze kazdé kladné celé ¢islo d ma néasobek, ktery je Fibonacciho ¢islem.
(Fibonacciho ¢isla jsou urc¢ena vztahy Fy = Fy = 1 a F, 19 = F,41 + F, pro
kazdy index n = 1.) [VSsude dale pod ,zbytky“ rozumime ,zbytky po déleni

13



71. ROCNIK MO (2021/2022) NAVODNE ULOHY DOMACI CASTI KATEGORIE A

D4.

danym cislem d“. Predfadme posloupnosti Fibbonaciho ¢isel (Fl)fi1 jako jeji
nulty ¢len ¢islo Fy = Fy — Fy = 0 (pak vztah ze zadani bude platit i pron = 0) a
sledujme zbytky jejich dvojic po sobé nasledujicich ¢lenii. Téchto dvojic zbytkl
je nejvyse d - d riznych, tedy mezi prvnimi d? + 1 dvojicemi se nékterd dvojice
musi zopakovat. Jelikoz navic zbytek nésledujiciho ¢lenu je jednoznacéné uréen
zbytky dvou predchozich ¢lentl, je posloupnost vsech zbytk od jistého mista
periodickd. Protoze navic ze zbytki dvou sousednich ¢lenti 1ze jednoznacné urcit
i zbytky vsech predchozich ¢lenti, je posloupnost zbytka periodicka od svého
nultého ¢lenu, kterym je ovsem zbytek 0 (nebot Fy = 0 je ndsobkem d, at je dané
d jakékoli). Zbytek 0 tak ma dokonce nekone¢né mnoho Fibonacciho ¢isel.]

Dokazte, ze existuje nekonecné mnoho prvocisel, kterd davaji po déleni ¢tyrmi
zbytek 3. [Dikaz sporem: Pripustme, Ze je takovych prvocisel jen koneéné mnoho,
a oznacme je vSechna pq,...,pr. VSimnéme si, ze pokud nékolik ¢isel dava po
déleni ¢tytmi stejny zbytek 1, ma tuto vlastnost i jejich souc¢in. Liché ¢islo

N=4-pips...pr—1

vsak dava po déleni ¢tyimi zbytek 3, takze takovy musi rovnéz byt aspon jeden
z jeho prvociniteltt (miize jim byt i samo é&islo N). Zadné z prvocisel py,. .., px
ale neni délitelem NN, spor. (Dodejme pro zajimavost proslulou Dirichletovu vétu:
Pro kazdd dvé nesoudélnd ¢isla d a z (kde 1 £ 2z < d) existuje nekonecéné
mnoho prvocisel, kterda davaji po déleni cislem d zbytek z. Elementarni dikaz
Dirichletovy véty neni znam.)]
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71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/2022)
Navodné a doplnujici dlohy pro kategorii B

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich uloh najdete zadani
navodnych a dopliujicich dloh. Tytéz tlohy i s feSenimi (resp. odpovédmi
a nastiny feseni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Pravouhly trojuhelnik ma celociselné délky stran a obvod 11990. Navic vime, Ze jedna
jeho odvésna md prvociselnou délku. Urcete ji. (Patrik Bak)

NAVODNE A DoPLNUJici ULOHY:

N1. Pro dané prvocislo p najdéte vSsechny dvojice celych ¢isel ¢ a d, pro néz plati ¢ > d
a cd = p?.

N2. Najdéte vsechna Feseni (p, q) rovnice p? = ¢* — 28¢ + 52 v kladnych celych é&islech
takova, ze p je prvocislo.

D1. Uréete vsechny dvojice prvocisel p a g, pro néz plati p + ¢ = ¢ + p>.

D2. Uréete vsechny dvojice prvocisel p a g, pro néz plati p 4+ ¢> = ¢ + 145p>.

D3. Najdéte vsechny trojice a, b, ¢ kladnych celych ¢isel takovych, Ze soucin (a +
+b)(b+ ¢)(c+ a) je roven mocniné nékterého prvodisla.

D4. Najdéte vSechny trojice (p, ¢, ) prvocisel, pro néz plati (p+1)(q+2)(r+3) = 4pgr.

2. Necht ABC' je ostrouhly trojuhelnik s nejdelsi stranou BC'. Uvnitr stran AB a AC
lezi po radé body D a E tak, Ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Oznacme F takovy bod,
ze ABFC je rovnobéznik. Dokazle, zZe |FD| = |FE|.  (Patrik Bak, Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

N1. Dokazte zndmé tvrzeni: Pokud v konvexnim ¢tyiiuhelniku PQRS plati PQ || RS
a |QR| = |PS|, pak je PQRS bud rovnobéznik, nebo rovnoramenny lichobéznik.

N2. Uvazme situaci ze soutézni tlohy. Najdéte dva rovnoramenné lichobézniky s vr-
choly v bodech A, B, C, D, E, F.

N3. Dokazte zndmé tvrzeni o shodnosti hlopricek kazdého rovnoramenného licho-
bézniku.

D1. Necht D je libovolny vnitini bod strany AB trojihelniku ABC'". Na poloptimkach
BC a AC zvolme po fadé body E a F tak, aby platilo |[BD| = |BE| a |AD| =
= |AF|. Dokazte, ze body C', E, F a stted I kruznice vepsané trojuhelniku ABC
lezi na téze kruznici.

D2. V ostrouhlém trojihelniku ABC' jsou AA’ a BB’ jeho vysky. Kolmy prumdét
bodu A" na vysku BB’ oznaé¢me D. Predpokladejme, Ze kruznice prochéazejici
body B, C, D protne stranu AC' v jejim vnitinim bodé E. Dokazte, ze |DE| =
= |AA.

D3. Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pravym thlem pti vrcholu C. Necht D je
libovolny vnitini bod odvésny AC' a p kolmice z bodu D k preponé AB. Oznac¢me

1
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E # D bod primky p takovy, ze body A, B, D, E lezi na kruznici. Oznac¢me
jesté F prusecik primek p a BC. Dokazte, ze |AE| = |AF)|.

D4. V konvexnim ¢étyrtahelniku ABCD plati |xABC| = |[XACD| a |xACB| =
= |xADC|. Predpokladejme, ze stfed O kruznice opsané trojihelniku BC'D je
rizny od bodu A. Dokazte, ze tthel OAC je pravy.

D5. Necht ABCD je tétivovy c¢tyruhelnik s navzajem kolmymi tthloptickami. Oznac-
me po radé p, ¢ kolmice z bodi D, C na primku AB a déle X prusecik primek
AC a p a 'Y prusecik primek BD a q. Dokazte, ze XY CD je kosoctverec nebo
Ctverec.

3. Urcete pocet devitimistniych cisel, v nichZ se cislice 0 — 9 vyskytuji nejvyse jednou
a v nichZ se soucty cislic na 1. aZ 3. miste, na 3. aZ 5. miste, na 5. aZ 7. miste a na
7. aZ 9. misté vsechny rovnaji témuz cislu 10. Najdéte rovnézZ nejmensi a nejuétsi
z téchto cisel. (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Soucet deviti navzajem rtiznych cislic je 42. Které jsou to Cislice?

N2. Navzajem rtzné ¢islice a, b, ¢, d splnuji rovnost a + b+ ¢+ 6 = d. Které jsou to
cislice?

N3. Pétimistné ¢islo obsahuje kazdou z ¢islic 1, 3, 5, 7, 9 pravé jednou a soucet prvnich
t11 ¢islic tohoto ¢isla je roven souctu poslednich t¥i cislic. Kolik je takovych ¢isel?

N4. Pokud bychom v zadani soutézni ilohy pozadovali, aby se uvazované soucty ¢islic
rovnaly 9 namisto 10, pak by takové ¢islo neexistovalo. Dokazte.

D1. Pétimistné cislo obsahuje kazdou z ¢islic 0, 1, 3, 5, 8 pravé jednou a soucet prvnich
tii ¢islic tohoto ¢isla je roven souctu poslednich tii ¢islic. Urcete ¢islici na misté
stovek takového cisla.

D2. Najdéte vSechna ¢tyimistna ¢sla abed s cifernym souctem 12 takova, ze ab—cd =
=1.

4. Urcete pocet redlnych koreni rovnice x|z + 6A| = 36 v zdvislosti na redlném parame-
tru A. (Vojtéch Balint)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

N1. Najdéte minimum funkce f(x) = z(z + 6).

N2. Urcete pocet FeSeni rovnice z(z 4 6) = K v zavislosti na redlném parametru K.

N3. Nacrtnéte grafy funkel f(z) = z|z + 6] a g(z) = z|x — 6].

D1. V oboru redlnych ¢isel z feste rovnici (a — 2)z? — 2ax + 2a — 3 = 0, kde a je
realny parametr.

D2. Najdéte vSechny dvojice (a,b) redlnych parametri, pro néz mé soustava rovnic
|z| +y = a, 2|ly| — x = b pravé tii feSeni v oboru redlnych ¢isel, a pro kazdou
z nich tato Teseni urcete.

D3. V kartézské soustavé souradnic Ouv zndzornéte mnozinu vsech bodu [u,v], kde
u > 0, pro néz ma rovnice |22 — ux| + vr — 1 = 0 s neznamou x pravé tii riznd
realna reseni.
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D4. Urcete nejmensi redlné ¢islo m, pro néz lze najit redlna cisla a, b tak, aby
nerovnost |22 + ax + b| < m platila pro kazdé z € (0,2).

5. Pravidelny n-tuhelnik oznacme Ai1As...A,. Bod As zobrazime v 0sové soumeérnosti
s osou AsAy, ziskdme bod Aj. Pak bod A§ zobrazime v 0sové soumérnosti s osou
Ay As, ziskdme bod AS. Pro kterd n = 4 je bod A% totozny s prisecikem primek AjAs
a A3Au? (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Pripomente si vétu o stredovém a obvodovém thlu a jeji dikaz.

N2. V pravidelném n-thelniku A; A,...A,, se sttedem S vyjadrete v zavislosti na ¢isle
n Z 7 velikosti uhla AlSAQ, AlAgAQ, A1A7A5.

N3. Uvazme pravidelny n-uhelnik A;As...A,,. Dokazte, ze obraz vrcholu Ay_; v osové
soumérnosti podle piimky A;Ax lezi na primce A;Agyy, kdykoli i, k, [ jsou
prirozend ¢isla spliujici | <k <k+1<i < n.

N4. V situaci ze soutézni tlohy dokazte, ze pro kazdé n = 5 lezi bod Aj uvnitt
usecky AqAjy.

D1. Urcete, pro kterd celd ¢isla n = 3 plati: V pravidelném n-tthelniku A1 As ... A,
se stfedem S puli uhlopricka A; Az usecku AsS.

D2. Je dan pravidelny sedmithelnik ABCDEFG. Piimky AB a C'E se protinaji
v bodé P. Urcete velikost thlu PDG.

D3. Je dan pravidelny sedmithelnik ABCDEFG. Kolmice vedena bodem D k prim-
ce DFE protina primky CG a AB po tadé v bodech P a (). Dokazte, ze
|AQ| + |EF| = |GP].

D4. Uvazujme pravidelny 18ihelnik A; As...A1g. Ukazte, Ze obrazec ohraniceny tihlo-
pfiékaml A2A7, A3A15, A6A12 a A10A17 je obdélnik (nikoli étverec).

6. Je dana sachovnice m X n, jejiz policka jsou obarvena cerné a bile
klasickym zpusobem, pricemZ levé horni policko je cerné. Tahem ro-
zumime vzajemnou vymenu dvou radki nebo vzdjemnou vymenu dvou
sloupct sachovnice. Skvrnou rozumime takovou neprdazdnou mnoZinu

cernych policek, kterd je tvorena vsemi policky, do nichZ lze z jed-
noho jejiho policka prejit po cesté sestdvajici ze stranou sousedicich cernych policek.
Napriklad na obrdzku je Sachovnice 4 X 4 s pravé ctyrmi skvrnami. V zavislosti na
prirozenych cislech m a n urcete, kolik nejméné skvrn muze byt na Sachovnici m X n
po provedeni konecného poctu tahii. (David Hruska)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Reste soutézni tlohu pro sachovnici 1 x 7.

N2. Reste soutézni tlohu pro sachovnici 2 x 2.

N3. V soutézni tloze pro sachovnici 3 x 3 ukazte, ze jeji prostfedni policko bude po
libovolném poctu tahti tvorit jednoprvkovou skvrnu.
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N4.

D1.

D2.

V soutézni tloze pro obecnou sachovnici m x n najdéte vSechny dvojice ¢ernych
policek, ktera 1ze konecnym poctem taht presunout tak, aby spolu sousedila
stranou.

V tadé 2021 cernych a bilych policek je prvni ¢erné a kazdé dalsi m4a jinou barvu
nez to predeslé. Jednim krokem rozumime vzidjemnou vyménu jednoho bilého
a jednoho cerného policka, kterda spolu nemusi sousedit. Jaky nejmensi pocet
kroku potrebujeme, aby cerna policka vytvorila jednu skvrnu?

Uvazujme Sachovnici 8 x 8 s obvyklym obarvenim policek. V jednom kroku
muzeme ,prevratit® barvy vsech policek jednoho fadku, jednoho sloupce nebo
jednoho ¢tverecku 2 x 2. Mizeme po konecném poctu krokt dojit k sachovnici
s jedinym ¢ernym polickem?

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reseni Ci o internetové odkazy na

neé.
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1. Pravouhly trojuhelnik ma celociselné délky stran a obvod 11990. Navic vime, Ze jedna
jeho odvésna md prvociselnou délku. Urcete ji. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Pro dané prvocislo p najdéte vsechny dvojice celych ¢isel ¢ a d, pro néz plati
c>dacd=7p [(c,d) = (p* 1) a (c,d) = (=1, —p?). ProtoZe +1, +p a +p? jsou
jedini délitelé ¢isla p?, rozlozit p? na soucin dvou rizngch celych éisel lze dvéma
zptisoby: p? = 1-p*> = (—=1) - (—p?). Uloze tak vyhovuji jen dvé vyse uvedené
dvojice.]

N2. Najdéte viechna feSeni (p, q) rovnice p? = ¢* — 28+ 52 v kladnych celych &slech
takovd, ze p je prvocislo. [(p, q) = (5,27) a (p,q) = (5,1). Po rozkladu pravé strany
rovnice na sou¢in mame p? = (q—2)(¢—26). ProtoZe pro ¢islac = g—2 a d = ¢—26
plati ¢ > d, jsme v situaci z tlohy N1. MoZnosti ¢ — 2 = p?> A ¢ — 26 = 1, resp.
q—2=—1Aq—26=—p* vedou k vyse uvedenym Fesenim.]

D1. Uréete viechny dvojice prvoéisel p a ¢, pro néz plati p+¢? = ¢+ p3. [55- B-11

D2. Uréete viechny dvojice prvoéisel p a ¢, pro néz plati p+q¢* = q+145p%. [55-C-11

D3. Najdéte vsechny trojice a, b, ¢ kladnych celych ¢isel takovych, ze soucin (a+b)(b
+c¢)(c+a) je roven mocniné nékterého prvocisla. [Navodna tloha N2 k 69-A-1 6]

D4. Najdéte vsechny trojice (p, g, ) prvocisel, pro néz plati (p+1)(¢g+2)(r+3) = 4pgr.
[60-A-TIT-2]

)
1
_l’_

2. Necht ABC' je ostrouhly trojiuhelnik s nejdelsi stranou BC'. Uvnitr stran AB a AC
lezi po Tadé body D a E tak, zZe |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Oznac¢me F takovy bod,
ze ABFC je rovnobéznik. Dokazte, Ze |FD| = |FE|.  (Patrik Bak, Josef Tkadlec)

NAVODNE A DoPLNUJici ULOHY:

N1. Dokazte zndmé tvrzeni: Pokud v konvexnim ¢tyfihelniku PQRS plati PQ || RS
a |QR| = |PS|, pak je PQRS bud rovnobéznik, nebo rovnoramenny lichobéznik.
[Rozlisme, zda kromé obou podminek ze zaddni plati jesté |PQ| = |RS| &
nikoliv. Pokud ano, jsou trojuhelniky PQR a RSP shodné podle véty sss, a tak
jsou shodné stridavé thly PR(Q) a RPS; plati tudiz QR | PS, ¢ili PQRS
je rovnobéznik. V piipadé, kdy |PQ| # |RS|, muzeme s ohledem na symetrii
predpokladat, ze |PQ| > |RS|. Tehdy uvnitt strany PQ zvolime bod T tak, aby
platilo |PT| = |RS|. Spolu s PT' || RS to pak znamena, ze konvexni ¢tyrthelnik
PTRS je rovnobéznik. Z ného a z trojihelniku TQR vidime, ze PS || TR } QR,
takze PQRS je rovnoramenny lichobéznik.|

N2. Uvazme situaci ze soutézni tlohy. Najdéte dva rovnoramenné lichobézniky s vr-
choly vbodech A, B, C, D, E, F. [BFCD a BFCE. Plyne to z tvrzeni uvedeného
v uloze N1.]

N3. Dokazte znamé tvrzeni o shodnosti tihlopricek kazdého rovnoramenného licho-
bézniku. [Méjme rovnoramenny lichobéznik PQRS s delsi zdkladnou PQ a po-
kracujme v uvahach z TeSeni tlohy N1: Protoze v trojihelniku TQR mame
ITR| = |QR)|, je thel RQT shodny s tthlem RTQ, ktery je rovnéz shodny se
souhlasnym thlem SPQ. Lichobéznik PQRS tak mé shodné oba vnitini uhly
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pri zdkladné PQ), a proto kyzend rovnost |PR| = |QS| plyne z trojihelniku
PQR a QPS, shodnych podle véty sus.]

D1. Necht D je libovolny vnittni bod strany AB trojihelniku ABC'. Na poloptimkach
BC' a AC zvolme po fadé body E a F tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| =
= |AF|. Dokazte, ze body C, E, F a stted I kruznice vepsané trojihelniku ABC
lezi na téze kruzmici. [63-B-1-3]

D2. V ostrouhlém trojihelniku ABC' jsou AA’ a BB’ jeho vysky. Kolmy prumdét
bodu A’ na vysku BB’ oznaé¢me D. Predpokladejme, Ze kruznice prochazejici
body B, C, D protne stranu AC' v jejim vnitinim bodé E. Dokazte, ze |DE| =
= |AA'|. [T0-B-1-3]

D3. Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pravym thlem pri vrcholu C. Necht D je
libovolny vnitini bod odvésny AC' a p kolmice z bodu D k preponé AB. Oznac¢me
E # D bod primky p takovy, ze body A, B, D, E lezi na kruznici. Oznac¢me
jesté F prusecik primek p a BC. Dokazte, ze |AE| = |AF|. [70-B-11-3]

D4. V konvexnim ¢tyfihelniku ABCD plati |XABC| = |XACD| a |<xACB| =
= |XADC!|. Predpoklddejme, ze stied O kruznice opsané trojihelniku BC'D je
ruzny od bodu A. Dokazte, ze uhel OAC je pravy. [67-A-1-5]

D5. Necht ABC'D je tétivovy ¢tytuhelnik s navzajem kolmymi thloptickami. Oznac-
me po fadé p, ¢ kolmice z bodi D, C' na primku AB a dale X prusecik piimek
AC a p a 'Y prisecik primek BD a q. Dokazte, ze XY CD je kosoctverec nebo
¢tverec. [55-A-1-3]

3. Urcete pocet devitimistnych cisel, v nichZ se cislice 0 — 9 wvyskytuji nejvyse jednou
a v nichZ se soucty cislic na 1. aZ 3. misté, na 3. aZ 5. miste, na 5. aZ 7. miste a na
7. aZ 9. misté vSechny rovnaji témuz cislu 10. Najdéete rovnézZ nejmensi a nejvetsi
z téchto cisel. (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJiCi ULOHY:

N1. Soucet deviti navzajem ruznych ¢islic je 42. Které jsou to ¢islice? [VSechny kromé
trojky. Protoze 0+ 1+ 2+ ...+ 9 = 45, musi chybét ¢islice rovnd 45 — 42 = 3]

N2. Navzajem rtzné cislice a, b, ¢, d splnuji rovnost a + b+ ¢+ 6 = d. Které jsou to
¢islice? [{a, b, c} = {0,1,2} ad = 9. Plyne to z nerovnosti a+b+c = 0+1+2 =3
ad<9.]

N3. Pétimistné ¢islo obsahuje kazdou z ¢islic 1, 3, 5, 7, 9 pravé jednou a soucet prvnich
t11 ¢islic tohoto ¢isla je roven souctu poslednich tii ¢islic. Kolik je takovych ¢isel?
[24. Cislo se zapisem abcde, kde {a,b,c,d, e} = {1,3,5,7,9}, je vyhovujici, prave
kdyz plati a + b+ c¢c = ¢+ d + e neboli a + b = d + e. Z posledni rovnosti
dvou sudych ¢isel plyne, ze soucet Cisel ve ¢tyrprvkové mnoziné {a,b,d, e} je
délitelny ¢tyfmi, takze z péti podmnozin pfichazeji v ivahu pouze tii: {3, 5,7, 9},
{1,3,7,9} a {1,3,5,7}. Odpovida jim vzdy jediné rozdéleni na dvé dvojice se
stejnym souctem: 3 +9 = 54+ 7, resp. 1 +9 = 3+ 7, resp. 1 +7 = 3 + 5.
Kazdou vyhovujici ¢tverici (a, b, d, e) tedy uréime tak, Ze nejprve vybereme jednu
z téchto rovnosti (3 moznosti), pak jednu jeji stranu pritadime mnoziné {a,b}
a druhou stranu mnoziné {d,e} (2 moznosti) a nakonec rozhodneme, ktery ze
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dvou pfifazenych s¢itanct je a a ktery ze dvou prifazenych séitanct je d (2-2 =4
moznosti). Hledany pocet vyhovujicich ¢isel je tedy 3 -2 -4 = 24.]

N4. Pokud bychom v zadani soutézni tilohy pozadovali, aby se uvazované soucty ¢islic
rovnaly 9 namisto 10, pak by takové ¢islo neexistovalo. Dokazte. [Pfipustme exis-
tenci vyhovujiciho ¢isla se zapisem abcede f ght, a nezastoupenou ¢islici oznac¢me j.
Pak plati

36=4-9=(a+b+c)+(c+d+e)+(e+f+g)+(g+h+i)=
=(a+b+ctdtet+ frg+th+itj)—j+(ctetyg) =
=45—j+(c+e+g)245—9+ (04 1+2) =39,

a to je spor.]

D1. Pétimistné ¢islo obsahuje kazdou z ¢islic 0, 1, 3, 5, 8 pravé jednou a soucet prvnich
t11 ¢islic tohoto c¢isla je roven souctu poslednich tii ¢islic. Urcete ¢islici na misté
stovek takového ¢isla. [Cislice 1. Pro takové &islo abede se stejné jako v tiloze N3
odvodi podminka a + b = d 4 e. Ukazeme, Ze to pti zadanych cislicich to musi
byt rovnost typu 0 4+ 8 = 3 + 5 (,,typu” znamena ,az na poradi sCitanctu i obou
souc¢ta*). Nejdiive rozhodneme, zda ¢islice a, b (a tedy ¢islice d, e) maji stejnou
¢i riznou paritu. Protoze mame k dispozici dvé sudé ¢islice 0, 8 a tii liché ¢islice
1, 3, 5, v pripadé ruznych parit ¢islic v obou dvojicich (a,b) a (d,e) by rovnost
a+b=d+ e byla typu 0+ z = 8 + y s vhodnymi ¢islicemi z,y € {1,3,5}, coz
je zfejmé spor. V obou dvojicich (a,b) a (d,e) jsou tedy ¢islice téze parity, takze
zrejmeé to jsou jednou dvé sudé a jednou dveé liché cislice. Rovnost a +b=d + e
je tak nutné typu 0 + 8 = x + y, kde ziejmé * = 3 a y = 5. Odtud plyne
{a,b,d,e} = {0,3,5,8}. Cislice ¢ na misté stovek tedy nutné musi byt ,zbyld*
c¢islice 1. Dodejme, 7ze zkoumané pétimistné ¢islo skuteéné existuje, napr. to je
80135.]

D2. Najdéte viechna ¢tyimistna ¢isla abed s cifernym souctem 12 takova, ze ab—cd =
= 1. [69-C-1-1]

4. Urcete pocet redlnijch koreni rovnice x|z + 6A| = 36 v zdvislosti na redlném parame-
tru A. (Vojtéch Balint)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Najdéte minimum funkce f(z) = z(x + 6). [f(—3) = —9. Kvadratickd funkce
s kladnym koeficientem u 22, kterd méa dva redlné kofeny, nabyva svého minima
presné uprostied mezi témito koteny, v daném pripadé mezi body x = 0 a z = —6.
Lze také vyuzit identitu z(z + 6) = (z + 3)% — 9.]

N2. Urcete pocet TeSeni rovnice z(x + 6) = K v zavislosti na realném parametru K.
[Grafem kvadratické funkce na levé strané rovnice je parabola. Dle N1 nabyva
tato funkce minimalni hodnoty —9. Odtud plyne, Ze rovnice ma pro K = —9
jedno TeSeni, pro K > —9 dvé feSeni a pro K < —9 nemé zadné fesent.|
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N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

Nacrtnéte grafy funkei f(x) = x|z + 6| a g(z) = x|z — 6]. |
Y 2y
0= 0 G = |
y = z(x —6)
y = x|z + 6] y = x|x — 6

V oboru redlnych éisel o feSte rovnici (a —2)x? — 2az +2a—3 = 0, kde a je redlny
parametr. [Jak algebraické, tak geometrické feSeni najdete na str. 45-50 brozury
O rovnicich s parametry ze Skoly mladych matematiki.]

Najdéte vSechny dvojice (a,b) redlnych parametri, pro néz mé soustava rovnic
|z| +y = a, 2|y| — x = b pravé tii feseni v oboru realnych cisel, a pro kazdou
z nich tato feseni uréete. [66-B-1-2]

V kartézské soustavé souradnic Ouv zndzornéte mnozinu vsech bodu [u, v], kde
u > 0, pro néz ma rovnice |2% — ux| + vz — 1 = 0 s neznamou x pravé tii riznd
realnd feseni. [52-B-1-0]

Urcete nejmensi realné cislo m, pro néz lze najit realna cisla a, b tak, aby
nerovnost |22 + ax + b| £ m platila pro kazdé z € (0,2). [65A-1-2]

5. Pravidelny n-uhelnik oznacme A1As...A,. Bod Az zobrazime v 0sové soumeérnosti
s osou AgAy, ziskame bod AL. Pak bod A§ zobrazime v osové soumérnosti s osou
Ay As, ziskdme bod A%. Pro kterda n 2 4 je bod Af totozny s prisecikem primek AjAs
a AsAys? (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

Pripomente si vétu o stredovém a obvodovém thlu a jeji dikaz. [Viz str. 34
brozury Kruznice ze Skoly mladych matematikii, nebo také komentovany vyklad
na https://www.youtube.com/watch?v=REi-iU5500g,|

V pravidelném n-tithelniku A; As... A, se sttedem S vyjadrete v zavislosti na ¢isle
n z 7 velikosti ahla AlSAg, A1A3A2, A1A7A5. [|{A15A2‘ = 3?5)0, ‘{A1A3A2‘ =
= 1% (3 véty o stfedovém a obvodovém dhlu), [5A;A7A5| = |XA1 A7 4| +
+ [X A2 A7 Ag| + | X As A7 Ayl + | X A A7 As| = BBE )

Uvazme pravidelny n-thelnik A;As...A,,. Dokazte, ze obraz vrcholu Ay_; v osové
soumérnosti podle piimky A;Ax lezi na primce A;Agyy, kdykoli i, k, [ jsou
prirozend ¢isla spliujici | < k < k41 < i < n. [Podobné jako v N2 ukéZeme, Ze
| XAk A; Ag| = % = |xArA; Akyi], a jsme hotovi.|

V situaci ze soutézni tlohy dokazte, ze pro kazdé n = 5 lezi bod A% uvnitt
tsecky AjA4. [Vyuzijte toho, Ze polopiimka A4As je osa thlu AzA4A; a Ze
|A3A4| < |A1A4|, nebot v trojﬁhelniku A1A3A4 je |{A4A1A3| < |{A1A3A4|]
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D1. Urcete, pro ktera celd ¢isla n = 3 plati: V pravidelném n-thelniku A; A, ... A,
se stitedem S puli thlopficka Aj Az tsecku AyS. [Jediné n = 6. A;A2A3S je
deltoid, v némz se uhlopticky navzdjem pili. Je to tedy kosoctverec. Proto
|SAs| = |SA;| = |A1 As|, takze SA1 Ay je rovnostranny trojuhelnik, tudiz nutné
n = 6. Toto n naopak ziejmé vyhovuje, nebot A1 A3 A3S je tehdy kosoétverec.]

D2. Je dan pravidelny sedmithelnik ABCDFEFG. Piimky AB a C'E se protinaji
v bodé P. Urcete velikost thlu PDG. [90 stupnitt. Ozna¢me () prusecik thlopticek
DG a CE. Ze soumérnosti pravidelného sedmithelniku plyne AB || CG, AC ||
| DG a AG || CE. Proto APCG a ACQG jsou rovnobézniky, a tudiz shodné
usecky AG, C'D jsou rovnéz shodné s tiseckami C'P a C'Q). Bod C je tak stifedem
tsecky PQ a podle Thaletovy véty je tthel PDQ neboli PDG pravy. (CPSJ,
2021)]

D3. Je dan pravidelny sedmitthelnik ABC' DEFG. Kolmice vedena bodem D k prim-
ce DFE protina primky CG a AB po tadé v bodech P a . Dokazte, ze
|AQ| + |EF| = |GP|. [7T0-B-1-5]

D4. Uvazujme pravidelny 18thelnik A;A,...Aj5. Ukazte, Ze obrazec ohranic¢eny th-
lopfickami Ay A7, AsAis, AgAiz a A1pAi7 je obdélnik (nikoli ¢tverec). [A2A7 ||
H A10A17 plyne Z tOhO7 ze ’{A7A2A10‘ = % - 180° = ‘{A2A10A17‘. Podobné
AsAys || AgAie. Oznacme X prusecik As A7 s AgAja. Protoze |<As A7 Ag| = 1% .
180° a | A7 AgA12| = %'180", plyne z trojihelniku X A7 Ag, 7e | < Ag X A7| = 1—98~
-180° = 9007 tj. A6A12 L A2A7. Zatimco vzdalenost stran A6A12, A3A15 je rovina
|A12A15| (nebot tsecka Aj2Ajs je na obé strany kolmd, protoZze je rovnobézna
s A A7), tak vzdalenost zbyvajicich dvou stran je mensi nez |Aj2A5| = |A7A10],
protoze tsecka A7Ajg na né kolmé neni. (Polsko OMJ/OMG, 2010)]

6. Je dana sachovnice m X n, jejiz policka jsou obarvena cerné a bile
klasickym zpusobem, pricemzZ levé horni policko je cerné. Tahem ro-
zumime vzajemnou vymenu dvou radki nebo vzdjemnou vymenu dvou
sloupcii sachovnice. Skvrnou rozumime takovou neprazdnou mnozinu
cernych policek, kterd je tvorena vsemi policky, do nichZ lze z jed-
noho jejiho policka prejit po cesté sestdvajici ze stranou sousedicich cernych policek.
Napriklad na obrdzku je sachovnice 4 X 4 s pravé ctyrmi skvrnami. V' zavislosti na
prirozenych cislech m a n urcete, kolik nejméne skvrn mize byt na sachovnici m X n
po provedeni konecného poctu tahii. (David Hruska)

NAVODNE A DoPLNUJici ULOHY:

N1. Reste soutézni tlohu pro Sachovnici 1 x 7. [Viechna ¢erné pole lze snadno spojit
do jedné skvrny.|

N2. Reste soutézni tilohu pro sachovnici 2 x 2. [Dvé ¢erné pole budou vzdy v proti-
lehlych rozich, vzdy tedy budou tvorit dvé skvrny.|

N3. V soutézni tloze pro sachovnici 3 x 3 ukazte, Ze jeji prostfedni policko bude
po libovolném poctu tahu tvorit jednoprvkovou skvrnu. [Prostiedni policko bude
vzdy ve svém tadku i ve svém sloupci jedinym c¢ernym polickem, takze nikdy
nebude s zadnym jinym ¢ernym polickem stranové sousedit.]
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N4.

D1.

D2.

V soutézni uloze pro obecnou sachovnici m x n najdéte vSechny dvojice ¢ernych
policek, ktera lze konecnym poctem tahti presunout tak, aby spolu sousedila
stranou. [Jde o pravé ty dvojice ¢ernych policek, kterd lezi v jednom fadku
nebo v jednom sloupci. Skutecné, lezi-li ve stejném radku (sloupci), vystacime
s jednou vzdjemnou vyménou dvou sloupci (fadku). Lezi-li naopak ve dvou
riznych radcich i dvou ruznych sloupcich, tak tento fakt se nezméni po zadném
tahu.]

V radé 2021 cernych a bilych policek je prvni ¢erné a kazdé dalsi ma jinou barvu
nez to predeslé. Jednim krokem rozumime vzajemnou vyménu jednoho bilého
a jednoho cerného policka, kterda spolu nemusi sousedit. Jaky nejmensi pocet
kroku potfebujeme, aby ¢ernd policka vytvorila jednu skvrnu? [505 kroku staci,
¢erna policka na lichych pozicich 1013 az 2021 presuneme na sudé pozice 2 az
1010. Méné nestaci, protoze ptuvodné je skvrn 1011 a kazdym krokem se pocet
skvrn zmensi nejvys o 2 (nejvys dvé skvrny se spoji do jedné a nejvys jedna
skvrna zanikne, pripadné zmeény ostatnich skvrn jejich pocet nesnizuji).]
Uvazujme Sachovnici 8 x 8 s obvyklym obarvenim policek. V jednom kroku
muzeme ,prevratit® barvy vsech policek jednoho fadku, jednoho sloupce nebo
jednoho ¢tverecku 2 x 2. Miuzeme po konecném poctu krokt dojit k sachovnici
s jedingm cernym polickem? [Ne. Uvédomte si, Ze pocet cernych policek se
v kazdém kroku zméni o sudy pocet, tedy ztistane sudy po libovolném poctu
krok. |
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71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/2022)

/7 7/

Navodné a doplnujici dlohy pro kategorii C

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich iloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich tloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Na skolni zahradé hraje skupina Zaki hru zvanou molekuly. Ucitel jim nejprve uloZil,
aby se rozdélili do trojic. Jeden Zak prebyl, a tak z dalsi hry vypadl. Zbyli Zaci se pak
meli rozdélit do ctveric. Opét jeden Zdk prebyl a vypadl. Poté se zbyli Zaci meli rozdélit
do pétic, zase jeden Zdak prebyl a vypadl. Ucitel nyni ukladd, aby se zbyli Zaci rozdelili
do sestic. DokaZte, Ze opét jeden Zdk prebyde. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI1.

N2.

N3.

D1.
D2.

D3.

D4.

D5.

Pro celd ¢isla n, a, b plati n | a a n | b. Dokazte, Ze pak pro libovolna celd ¢isla
k, | plati rovnéz n | ka + (b (specidlné napiiklad n | a+ban |a—0).

Pro celd ¢isla n, a, b, kde a, b jsou nesoudélnd, plati a | n a b | n. DokazZte, Ze
pak plati také ab | n.

Mame vyjit nékolik schodi. Kdybychom je brali po dvou, jeden ztstane. Kdy-
bychom je brali po tfech, také zuistane jeden. Dokazte, ze rovnéz tak to dopadne,
kdyz schody budeme brat po Sesti.

Necht v dalsim textu nsn(...) zna¢i nejmensi spolecny nasobek skupiny ¢isel
zapsanych mezi zavorkami.

Pro celd ¢isla n, a, b plati a | n a b | n. Dokazte, ze pak plati také nsn(a, b) | n.

Pro cela ¢isla n, ay,...,a plati a; | n pro kazdé i € {1,2,...,k}, Dokazte, zZe
pak také plati nsn(aq,...,ax) | n.

Je dano prirozené cislo m = 5 takové, Ze ¢islo m + 1 je délitelné aspon dvéma
prvocisly. Dokazte, ze zavér soutézni ulohy plati vseobecnéji: Postupné pro
1 = 3,4,...,m zaky rozdélujeme do ¢-tic, vzdy jeden zak zbude a toho z dalsi
hry vylouc¢ime. Pak i pfi nasledném rozdélovani na (m + 1)-tice jeden zak zbude.
(Pavodni tlohu dostaneme volbou m = 5).

Dokazte, ze pokud bychom v tloze D3 povolili, aby ¢islo m + 1 bylo délitelné
jen jednim prvocislem, tak zavér obecné neplati: Existuje takové n, ze prvnich
m rozdéleni probéhne se zadanym vysledkem, avsak pri nasledném rozdélovani
zéku do (m + 1)-tic se nestane, ze by zbyl jeden zak.

Najdéte nejvetsi prirozené ¢islo d, které ma tu vlastnost, ze pro libovolné prirozené

&islo n je hodnota vyrazu V(n) = nt + 11n? — 12 délitelna ¢islem d.

1
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2. Urcete vsechny ctverice ruznych dvojmistnych prirozenych cisel, pro které zdroven
plati:
(i) Soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahuji cislici 2, je 80.
(ii) Soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahuji ¢islici 3, je 90.
(iii) Soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahuji cislici 5, je 60.
(Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DoPLNUJici ULoHY:

N1. Na tabuli jsou napséna tii dvojmistnd (ne nutné ruznd) ¢isla takova, Ze soucet
téch s ¢islici 1 je 36 a soucet téch s cislici 5 je 40. Urcete tato tii cisla.

N2. Na tabuli jsou napsdna navzajem rizné dvojmistna cisla takova, ze kazdé z nich
obsahuje ¢islici 5 a soucet vSech je 75. Urcete tato ¢isla (najdéte vsechny
moznosti).

D1. Na tabuli je napsano 18 navzajem ruznych dvojmistnych cisel. Soucet téch, které
obsahuji ¢islici 1, je 593. Urcete vSechny mozné hodnoty souctu téch cisel, které
obsahuji ¢islici 2.

D2. Najdéte vSechna ¢tyimistna ¢sla abed s cifernym souctem 12 takova, ze ab—cd =
=1.

D3. Najdéte nejmensi ¢tyfmistné ¢islo abed takové, ze rozdil (%)2 — (EZ)Q je troj-
mistné ¢islo zapsané tfemi stejnymi cislicemi.

D4. 7Z cislic 0 az 9 vytvorime dvoumistna ¢isla AB, CD, EF, GH, IJ, pricemz kazdou
¢islici pouzijeme pravé jednou. Zjistéte, kolika rtiznych hodnot miize nabyvat
soucet AB+ CD + EF + GH + IJ a které hodnoty to jsou.

3. Uvnitr strany BC' libovolného trojihelniku ABC' jsou dany body D, E tak, Ze |BD| =
= |DE| = |EC|, uwvnitr strany AC body F, G tak, Ze |AG| = |GF| = |FC]|.
Uvazujme trojuhelnik vymezeny useckami AE, GD, BF'. Dokazte, Ze pomér obsahu
tohoto trojihelniku a obsahu trojuhelniku ABC md jedinou moznou hodnotu, a urcete
Ji. (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Dokazte znamou vétu o stredni pricce trojihelniku: V trojuhelniku ABC' oznac-
me M, N po tadé stredy stran AB, AC. Pak tsecka M N je rovnobézna se
stranou BC' a ma oproti ni poloviéni délku.

N2. Dokazte znamou vétu o stredni pricce lichobézniku: V lichobézniku ABCD,
ve kterém AB || CD, oznatme M, N po fadé stfedy ramen BC, AD. Pak
usecka M N je rovnobézna se zakladnami AB, CD a jeji délka je rovna arit-
metickému priameéru obou jejich délek.

N3. Je déan lichobéznik ABCD, pro jehoz zakladny AB a CD plati |AB| = 2|CD|.
Dokazte, ze jeho stredni pricka je jeho tihloptickami rozdélena na tii stejné dlouhé
useky.

N4. V trojuhelniku ABC' lezi bod K na strané AB a bod L na strané AC tak,
ze 2|AK| = |BK| a 2|AL| = |CL|. Ozna¢me P prusecik tsecek BL a CK.

2



71. ROCNIK MO (2021/2022) NAVODNE ULOHY DOMACI CASTI KATEGORIE C

D1.

D2.

D3.

D4.

Vyjadrete vzdalenost bodu P od piimky BC pomoci vzdalenosti v bodu A od
téze primky BC.

Je dan rovnobéznik ABCD. Necht E, F', G, H jsou po tadé stfedy jeho stran
AB, BC, CD, DA. Primky BH a AC se protinaji v bodé I, prfimky BD a EC
v bodé J, primky AC a DF v bodé K, primky AG a BD v bodé L. Dokazte, ze
¢tyttihelnik IJK L je rovnobéznik.

body E a F' tak, ze ¢tyrihelnik TECF je rovnobéznik. Dokazte, ze usecky AC
a BC' déli tsecku EF na tii shodné casti.

Je dan trojuhelnik ABC, v némz D, E jsou po radé stredy stran BC', AB. Necht
F je stied usecky BE a G vnitini bod strany AC, pro néjz plati |[AG| = 3 |CG.
Dokazte, ze priisecik ptimek DF' a GFE lezi na té rovnobézce s primkou BC| ktera
prochéazi bodem A.

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC'. Necht body D a E jsou paty kolmic po radé
z bodt B a C na osu vnéjstho thlu BAC. Oznac¢me F' priisecik tsecek BE a C'D.
Dokazte, ze primka AF' je kolma na primku DE.

4. Tabulka 10 x 10 je vyplnena cisly 1 a —1 tak, Ze soucet cisel v kazdém radku aZ na
jeden je roven nule a zaroven soucet cisel v kazdém sloupci aZ na jeden je roven nule.
Urcete nejvétsi mozny soucet vsech cisel v tabulce. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

Do jednoho tadku je zapsano 71 ¢isel. Kazdé z nich je 1 nebo —1 a pritom
soucet kazdych deseti sousednich cisel je roven 0. Dokazte, ze prvni ¢islo se rovna
poslednimu ¢islu, a urcete nejvétsi mozny soucet vSech cisel.

Tabulka 5 x 4 je vyplnéna ¢isly 1 a —1 tak, Ze soucet cisel v kazdém c¢tverci 2 X 2
je roven 0. Urcete nejvétsi mozny soucet vSech cisel v tabulce.

Pro ktera d € {0, 1,2,3,4,5,6} je mozné vybarvit nékolik policek tabulky 6 x 6
tak, aby v kazdém tadku i kazdém sloupci bylo pravé d vybarvenych poli¢ek?
Je mozné vyplnit ¢tvercovou tabulku ¢isly 1 a —1 tak, aby soucet ¢isel v néjakém
sloupci byl sudy a jiném sloupci byl lichy?

Je mozné vyplnit tabulku 10 x 10 ¢isly 1 a —1 tak, aby v kazdém radku byl soucet
¢isel stejny a v kazdém sloupci byl jiny?

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna ¢isly 1 a —1 tak, ze v aspon 9 radcich je soucet cisel
kladny. a) Dokazte, ze v aspon jednom sloupci je soucet ¢isel kladny. b) Plati
stejny zavér i za slabsiho predpokladu, Ze soucet ¢isel je kladny v aspon 8 radcich?
Urcete, pro ktera prirozena cisla n lze tabulku n x n vyplnit ¢isly 2 a —1 tak,
aby soucet vSech ¢isel v kazdém tadku i kazdém sloupci byl roven 0.

Urcete, pro ktera prirozena cisla n lze ¢tvercovou tabulku n X n, jejiz pole
jsou obarvena jako pole sachovnice, vyplnit ¢isly 2 a —1 tak, Ze soucasné plati:
(i) soucet vSech cisel v kazdém fadku i v kazdém sloupci tabulky je roven 0;
(ii) soucet ¢isel na vsech cernych polich tabulky se rovnéd souctu ¢isel na vsech
jejich bilych polich.

Urcete, pro ktera prirozena ¢isla n lze tabulku n x n vyplnit ¢isly 1, 2 a —3 tak,
aby soucet ¢isel v kazdém tadku i kazdém sloupci byl roven 0.
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5. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC' a uvnitr jeho strany AB bod D. Na poloprimce
opacné k BC uvazme bod E takovy, Ze |CD| = |DE|. Dokazte, Ze plati |AD| = |BE|.
(Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. V situaci ze soutézni tlohy najdéte dvé dvojice shodnych thla velikosti mensich
nez 60°.

N2. V situaci ze soutézni tlohy najdéte priklad dvou trojuhelnikii, ozna¢me je K LM
a K'L'M’, které spliuji tyto podminky: |[LM| = |L'M'|, |xKML| = |<K'M'L|
a |XLKM|+ |«<L'K'M'| = 180°. Poté dokazte, ze z téchto tii obecné zapsanych
podminek plyne rovnost |KL| = |K'L/|.

D1. V trojuhelniku ABC ozna¢me M stied strany BC, N stied téznice AM a P pru-
secik polopfimky BN se stranou AC. Urcete pomér |AP| : |PC]|.

D2. V trojuhelniku ABC je bod M stredem strany BC. Bod K lezi na téznici AM
a plati |CK| = |AB|. Bod L je prisecik polopiimky C'K se stranou AB. Dokazte,
ze trojuhelnik AK L je rovnoramenny.

D3. Necht D, E znaci po tadé stredy stran AB, BC' trojuhelniku ABC' a F je stfed
usecky AD. Dokazte, ze primka C'D puli usecku E'F.

D4. V rovnoramenném trojthelniku ABC' se zakladnou BC' o stfedu D oznac¢me M
stfed téznice AD a P patu kolmice z bodu D na primku BM. Dokazte, Ze
AP 1 PC.

D5. Je dan pravidelny pétithelnik ABCDE, v némz M je pata kolmice z vrcholu D
ke strané AB. Prusecik osy usecky DM s primkou AC ozna¢me K. Dokazte, ze
tuhel AK D je pravy.

6. Urcete vSechny mozné hodnoty souctu a+b+c+d, kde a, b, ¢, d jsou prirozend cisla
splnugjici rovnost

(a2 — b2) (02 — d2) + (b2 — d2) (02 — a2) = 2021.
(Méria Doményovd, Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Pro ptirozena cisla a, b, ¢, d plati ab + bc + c¢d + da = 77. Urcete vsechny mozné
hodnoty jejich souctu.

N2. Pro pfirozena ¢isla a, b, ¢ plati a(a + b + ¢) 4+ bc = 143. Urcete vSechny mozné
hodnoty |b — c|.

D1. V kazdém policku tabulky 2 X 2 je napsano prirozené cislo. Sec¢teme-li soucin ¢isel
v prvinim sloupci, soucin ¢isel ve druhém sloupci, soucin ¢isel ve prvnim radku
a soucin Cisel ve druhém radku, dostaneme vysledek 2021. a) Urcete vSechny
mozné hodnoty souctu vsech ¢tyf ¢isel v tabulce. b) Najdéte pocet tabulek
splnujicich zadéani, které obsahuji ¢tyri navzajem rtzna ¢isla.

D2. Na kazdé sténé krychle je napsano prirozené cislo. Ke kazdému jejimu vrcholu
je pripsan soucin tii ¢isel na prilehlych sténach. Soucet osmi ¢isel prii vrcholech
je 1001. Urcete vSechny mozné hodnoty souctu ¢isel na sténdach.
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D3. Urcete pocet vSech trojic ptirozenych ¢isel a, b, ¢, pro ktera plati a 4+ ab 4 abc +
+ ac+c = 2017.

D4. Na tabuli je napsdno pét (ne nutné raznych) prvocisel, jejichz soucin je 105krat
vétsi nez jejich soucet. Urcete tato prvocisla.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reseni ¢i o internetové odkazy na
neé.
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1. Na skolni zahradé hraje skupina Zaki hru zvanou molekuly. Ucitel jim nejprve uloZil,
aby se rozdélili do trojic. Jeden Zak prebyl, a tak z dalsi hry vypadl. Zbyli Zaci se pak
meli rozdélit do ctveric. Opét jeden Zdak prebyl a vypadl. Poté se zbyli Zaci méli rozdelit
do pétic, zase jeden Zak prebyl a vypadl. Ucitel nyni ukladad, aby se 2byli Zaci rozdélili
do sestic. Dokazte, Ze opét jeden Zdk prebyde. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJIiCI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

Pro celd ¢isla n, a, b plati n | a a n | b. Dokazte, Ze pak pro libovolna celd ¢isla
k, I plati rovnéz n | ka + b (specidlné napiiklad n | a4+ b a n | a —b). [Podminky
n | aan|bznamenaji existenci celych ¢isel o', & takovych, ze a = a'n a b = V'n.
Potom ak + bl = a'nk + V'nl = n(a'k + b'l), coz znamena, ze n | ka + 10.]

Pro celd ¢isla n, a, b, kde a, b jsou nesoudélnd, plati a | n a b | n. Dokazte, ze pak
plati také ab | n. [Pro libovolné prvocislo p ozna¢me a,, b,, n, exponenty mocnin
prvocisla p v rozkladech ¢isel a, b, n na prvocinitele. Nasim cilem je dokéazat
nerovnost a, + b, < n,. To je snadné: diky nesoudélnosti a, b je v souctu a, + b,
aspoll jeden s¢itanec roven nule a pritom podle zadani plati a, < ny i b, < n,.|
Mame vyjit nékolik schodi. Kdybychom je brali po dvou, jeden ztstane. Kdy-
bychom je brali po tfech, také zustane jeden. Dokazte, ze rovnéz tak to dopadne,
kdyz schody budeme brat po Sesti. [Necht n je pocet schodi. Podle prvni pod-
minky plati 2 | n — 1, podle druhé 3 | n — 1. Jelikoz 2 a 3 jsou nesoudélnd ¢isla,
podle vysledku ulohy N2 plati rovnéz 6 | n — 1, a to je dokazované tvrzeni.]
Necht v dalsim textu nsn(...) zna¢i nejmensi spoleény nasobek skupiny ¢isel
zapsanych mezi zavorkami.

Pro celd ¢isla n, a, b plati a | n a b | n. Dokazte, ze pak plati také nsn(a,b) | n.
[Postupujeme podobné jako v tloze N2: Jsou-li a,, by, n, piislusné exponenty, pak
z nerovnosti a, < n, a b, < n, mame max(ay, by) < n,, kde ovSem max(a,, b,)

je zfejmé exponent prvocisla p v rozkladu ¢isla nsn(a, b).]

Pro celd ¢isla n, aq, ..., ax plati a; | n pro kazdéi € {1,2,..., k}, Dokazte, ze pak
také plati nsn(ay, ..., ax) | n. [Postupujte analogicky jako pri feSeni tlohy D1.]
Je déno prirozené ¢islo m = 5 takové, ze ¢islo m + 1 je délitelné aspon dvéma

prvocisly. Dokazte, ze zavér soutézni ulohy plati vseobecnéji: Postupné pro
1 = 3,4,...,m zaky rozdélujeme do i-tic, vzdy jeden zak zbude a toho z dalsi
hry vylouc¢ime. Pak i pfi nasledném rozdélovani na (m + 1)-tice jeden zak zbude.
(Puvodni ulohu dostaneme volbou m = 5). [Necht n je poéet zakiu. Podminku, co
se stane v i-tém kroku, zapiseme jako i | n — i+ 2, coz je ekvivalentni s i | n + 2.
Podle vysledku tlohy D2 to znamend, ze nsn(3,4,...,m) | n + 2. Jelikoz je ¢islo
m + 1 délitelné aspon dvéma prvocisly, lze ho zapsat ve tvaru m +1 = a - b
s dvéma nesoudélnymi ¢isly a < m a b < m. Kazdé z ¢isel a, b uréité déli ¢islo
nsn(3,4,...,m) (ikdyz je a = 2 nebo b = 2), tedy i ¢islo n+2. To (podle vysledku
N2) znamena, ze také plati m + 1 = ab | n + 2.

Dokazte, ze pokud bychom v tloze D3 povolili, aby ¢islo m + 1 bylo délitelné
jen jednim prvocislem, tak zavér obecné neplati: Existuje takové n, ze prvnich
m rozdéleni probéhne se zadanym vysledkem, avsak pri nasledném rozdélovani
zakt do (m+1)-tic se nestane, ze by zbyl jeden zak. [Vyuzijeme poznatki z feseni
tlohy D3. Vyberme n = nsn(3,4,...,m) — 2. ProtoZe zfejmé n > m — 2, takze
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n+2—m > 0, a zaroven pro kazdé i = 3,4, ... ,mplatii | nsn(3,4,...,m) = n+2,
postupna rozdéleni do i-tic pro takova i pozadovanym zptisobem probéhne
a rozdélovani do (m + 1)-tic se poté bude jesté ucastnit n + 2 — m zaku.
Je-li ovéem m + 1 = pF, kde p je prvocislo a k = 1 je celé ¢&islo, pak &islo
n+ 2 = nsn(3,4,...,m) uz nebude délitelné ¢islem m + 1, protoze v rozkladu
takového ¢&isla n + 2 se prvodislo p vyskytuje pouze v mocniné p*~!. Takze
rozdéleni do (m + 1)-tic ve vysledku s jednim zbylym zékem neprobéhne.]

D5. Najdéte nejvétsi prirozené ¢islo d, které ma tu vlastnost, Ze pro libovolné prirozené
¢islo n je hodnota vyrazu V(n) = n' + 11n? — 12 délitelnd &slem d. [66-C-1-2)]

2. Urcete vsechny ctverice rizngch dvojmistnych prirozenych cisel, pro které zdroven
plati:
(i) Soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahugi ¢islici 2, je 80.
(ii) Soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahuji cislici 3, je 90.
(iii) Soucet téch cisel z dané ctverice, kterd obsahuji cislici 5, je 60.
(Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DoPLNUJici ULoHY:

N1. Na tabuli jsou napséna tfi dvojmistnd (ne nutné ruznd) ¢isla takovd, Ze soucet
téch s ¢islici 1 je 36 a soucet téch s ¢islici 5 je 40. Uréete tato t¥i ¢isla. [15, 21, 25.
Zameérme se na zadany soucet 40. Protoze toto ¢islo nema ¢islici 5, nemuze to byt
ani ,soucet” jednoho, ani vSech tii ¢isel napsanych ¢isel, ktera by musela koncit
¢islici 5, nebot jsou mensi nez 50; musi jit tedy o soucet dvou ¢isel koncicich
¢islici 5, tedy nutné ¢isel 15 a 25. Zbylé treti ¢islo musi s ¢islem 15 davat zadany
soucet 36, takze jde o ¢islo 21 (které skute¢né obsahuje ¢islici 1).]

N2. Na tabuli jsou napsdna navzajem rizna dvojmistna cisla takova, ze kazdé z nich
obsahuje ¢islici 5 a soucet vSech je 75. Urcete tato ¢isla (najdéte vsechny
moznosti). [Bud jedno ¢islo 75, nebo dvé ¢isla 50 a 25, nebo tfi ¢isla 15, 25 a 35.
Je-li napsané cislo jedno, tak je to samo cislo 75. Jsou-li napsana cisla dveé, tak
¢islici 5 mize jen jedno ¢islo zacinat a jen jedno koncit, mame tedy 75 = 5% 4«5,
coz je jediné 50 4 25. Jsou-li napsana aspon tii ¢isla, tak soucet vSech je aspon
15+ 25 + 35 = 75; jsou to proto pravé tii ¢isla, a to 15, 25 a 35.]

D1. Na tabuli je napsano 18 navzdjem riznych dvojmistnych ¢isel. Soucet téch, které
obsahuji ¢islici 1, je 593. Urcete vSechny mozné hodnoty souctu téch cisel, které
obsahuji ¢islici 2. [Jedind hodnota je 33. Pocet vSech dvojmistnych ¢isel s éislici 1
je roven cislu 18 ze zadéani dlohy, jsou to totiz cisla 10,11,...,19,21,31,...,91
a jejich soucet je roven prave cislu 593 ze zadani tlohy. Na tabuli jsou tedy
vSechna tato ¢isla a zadné jind. Ta s ¢islici 2 jsou pravé 12 a 21.]

D2. Najdéte vSechna ¢tyimistna ¢isla abed s cifernym souctem 12 takova, ze ab—cd =
= 1. [69-C-T-1]

D3. Najdéte nejmensi ¢tyfmistné ¢islo abed takové, ze rozdil (%)2 - (c_d)2 je troj-
mistné ¢islo zapsané tfemi stejnymi ¢islicemi. [67-C-1-1]

D4. 7Z cislic 0 az 9 vytvorime dvoumistnad ¢isla AB, CD, EF, GH, IJ, pricemz kazdou
¢islici pouzijeme pravé jednou. Zjistéte, kolika riznych hodnot miize nabyvat
soutet AB+ CD + EF + GH + 1J a které hodnoty to jsou. [70-B-1-1]
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3. Uwnitr strany BC' libovolného trojihelniku ABC' jsou ddny body D, E tak, Ze |BD| =
= |DE| = |EC|, uwnitr strany AC body F, G tak, Ze |AG| = |GF| = |FC|.
Uvazujme trojuhelnik vymezeny useckami AE, GD, BF. Dokazte, Ze pomér obsahu
tohoto trojihelniku a obsahu trojuhelniku ABC mad jedinou moznou hodnotu, a urcete

Ji.

(Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

Dokazte znamou vétu o stredni pricce trojuhelniku: V trojuhelniku ABC oznac-
me M, N po radé stredy stran AB, AC. Pak tusecka M N je rovnobézna se
stranou BC' a méa oproti ni poloviéni délku. [Trojihelniky ABC a AMN jsou
podobné s koeficientem 1/2 (véta sus), takze plati |[MN| = |AB|/2 a thly
ABC, AMN jsou shodné, odkud plyne MN || BC']

Dokazte znamou vétu o stredni pricce lichobézniku: V lichobézniku ABCD,
ve kterém AB || CD, oznatme M, N po fadé stfedy ramen BC, AD. Pak
usecka M'N je rovnobéznd se zédkladnami AB, C'D a jeji délka je rovna arit-
metickému priaméru obou jejich délek. [Uvazme stfed K stied dhlopricky AC.
Pak MK a NK jsou stfedni pticky po tadé trojuhelniki ABC a ACD, takze
(podle N1) jednak plati MK || AB || CD || NK, tudiz bod K lezi na tsecce
M N rovnobézné se zakladnami, jednak plati |[M K| = |AB|/2 a [NK| = |CD|/2,
odkud |[MN| = |MK|+ |NK| = (|JAB|+ |CD])/2.]

Je dén lichobéznik ABC D, pro jehoz zékladny AB a C'D plati |[AB| = 2|CD|.
Dokazte, ze jeho stfedni pricka je jeho tuhloprickami rozdélend na tii stejné
dlouhé tseky. [Zachovejme oznaceni z TeSeni tilohy N2. Tam jsme ukézali, Ze
stted K thlopticky AC je jejim prisecikem se stfedni prickou M N a pritom
plati |[MK| : [INK| = (|AB|/2) : (|CD|/2) = |AB] : |CD|. Analogicky musi
platit, ze stfed L thlopricky BD je jejim prisecikem se stfedni ptrickou NM
a pritom |ML|: |NL| = |CD| : |AB|. Z podminky |AB| = 2|CD]| tak plyne, ze
body K, L déli tisecku M N na t¥i shodné tseky.|

V trojtihelniku ABC' lezi bod K na strané AB a bod L na strané¢ AC tak,
ze 2|AK| = |BK| a 2|AL| = |CL|. Ozna¢me P prusecik tsecek BL a CK.
Vyjadrete vzdélenost bodu P od piimky BC pomoci vzdalenosti v bodu A od
téze primky BC. [v/2. Trojuhelniky ABC a AKL jsou podobné podle véty sus
s koeficientem 1/3, takze |KL| = |BC|/3, KL || BC a vzdalenost bodu A od
primky KL je v/3. Odtud pro nezndmé vzdélenosti vy, v bodu P po tfadé od
piimek BC a K L plyne vy +vy = v—v/3 = 2v/3. Z podobnosti trojihelnikia BC'P
a KLP (véta uu) ziskdme pro v, vy druhou rovnici vy /v = |KL|/|BC| = 1/3.
Nyni uz snadno vypocitdme v; = v/2 (a vo = v/6).]

Je dan rovnobéznik ABCD. Necht F, F', G, H jsou po tadé stfedy jeho stran
AB, BC, CD, DA. Ptimky BH a AC se protinaji v bodé¢ I, primky BD a EC
v bodé J, piimky AC a DF v bodé K, pifimky AG a BD v bodé L. Dokazte,
ze ctyrthelnik [JKL je rovnobéznik. [Necht S je stfed rovnobézniku ABCD.
Véimnéme si, ze bod I je tézistéem AABD a bod K je tézistem ABCD.
Proto |IS| = |SA|/3 = |SC|/3 = |KS|. Analogicky |S.J| = |SL|. Uhlopiicky
¢tytthelniku IJKL se navzajem puli, takze jde o rovnobéznik. Jiné reSeni:
Uvazme stfedovou soumérnost podle stfedu rovnobézniku ABC'D. V ni se H
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D2.

D3.

D4.

zobrazi na F a E na (. Prusecik I tusecek BH a AC se proto zobrazi na
priisecik usecek DF a AC, tedy na K. Analogicky dokédzeme, ze také J se zobrazi
na L. Tim padem obrazem usecky [J je tsecka KL, takze IJKL je skuteéné
rovnobéznik.|

body F a F' tak, ze ¢tyrihelnik TECFE je rovnobéznik. Dokazte, ze tsecky AC
a BC déli tsecku E'F na tfi shodné casti. [70-C-1-5]

Je dan trojihelnik ABC, v némz D, E jsou po radé stredy stran BC', AB. Necht
F je stied usecky BE a G vnitini bod strany AC, pro néjz plati |[AG| = 3 |CG.
Dokazte, ze prisecik ptimek DF' a GFE lezi na té rovnobézce s primkou BC', ktera
prochézi bodem A. [Navod. Uvazte dva pruseciky dotycné rovnobézky: jednak
s ptimkou DF', jednak s pfimkou GE. Tyto dva pruseciky splynou, pokud budou
mit stejnou vzdalenost od bodu A. Reseni: 70 C 11 3.]

Je dan ostrouhly trojihelnik ABC'. Necht body D a E jsou paty kolmic po radé
z bodtt B a C na osu vnéjstho tthlu BAC. Oznac¢me F' priisecik tisecek BE a C'D.
Dokazte, ze ptfimka AF' je kolmé na piimku DE. [Cilem je dokdzat BD || AF.
K tomu staci ovérit, ze pro pricku AF v AEDB plati |AE| : |AD| = |FE| : |FB|.
Na to pouzijeme podobnost AABD ~ AACE a poté podobnost AFEC ~
~ AFBD, podle kterych postupné dostaneme |AE| : |AD| = |CE| : |DB| =
= |FE|: |FB]|, a tudiz jsme hotovi. (CPSJ 2021)]

4. Tabulka 10 x 10 je vyplnena cisly 1 a —1 tak, Ze soucet cisel v kazZdém radku aZ na
jeden je roven nule a zdroven soucet cisel v kaZdém sloupci az na jeden je roven nule.
Urcete nejvétsi mozny soucet vsech cisel v tabulce. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

N3.

Do jednoho tadku je zapsdno 71 c¢isel. Kazdé z nich je 1 nebo —1 a pritom
soucet kazdych deseti sousednich c¢isel je roven 0. Dokazte, Ze prvni éislo se
rovnéd poslednimu ¢islu, a uréete nejvétsi mozny soucet vsech ¢isel. [Prvnich 70
¢isel rozdélime na 7 desetic se sou¢tem nula. Soucet vsech ¢isel je tedy roven
poslednimu ¢islu. Podobné zjistime, Ze soucet vSech cisel je roven prvnimu ¢islu,
kdyz uvazime rozdéleni na 7 desetic poslednich 70 ¢isel. Prvni i posledni ¢islo
se tedy rovnaji, a to souctu vsSech cisel, ktery je tak nejvyse 1. Priklad 71 cisel
1,—1,1,...,—1,1 splnuje podminku tlohy a jejich celkovy soucet je roven 1, coz
je tedy hledany nejvétsi mozny soucet.]

Tabulka 5 x 4 je vyplnéna ¢isly 1 a —1 tak, Ze soucet ¢isel v kazdém c¢tverci 2 x 2
je roven 0. Urcete nejvétsi mozny soucet vsech ¢isel v tabulce. [Nejvétsi mozny
soucet je 4. Danou tabulku 5 x 4 (o péti fadcich a ¢étyfech sloupcich) rozdélme
na horni rfadek 1 x 4 a ¢tyTi ¢tverce 2 x 2 s nulovymi soucty vepsanych cisel.
Soucet vSech ¢isel v tabulce je tedy roven souctu ¢isel v prvnim fadku, takze
je nejvyse 4. Souctu rovného 4 dosahneme, pokud tabulku vyplnime tak, ze do
prvniho, tretiho a patého radku dame samé 1, zatimco do druhého a ¢tvrtého
radku ddme samé —1.]

Pro kterd d € {0, 1,2,3,4,5,6} je mozné vybarvit nékolik policek tabulky 6 x 6
tak, aby v kazdém tadku i kazdém sloupci bylo pravé d vybarvenych policek?

9



71. ROCNIK MO (2021/2022) NAVODNE ULOHY DOMACI CASTI KATEGORIE C

D1.

D2.

D3.

[Pro kazdé takové d: Pro dané d lze naptiklad obarvit policka, kterd na obrazku
obsahuji ¢isla nejvyse rovna d.

11213456
6112|1345
516 (112|314 ]
41516123
3145|1612
2134|561

Je mozné vyplnit ¢tvercovou tabulku ¢isly 1 a —1 tak, aby soucet ¢isel v néjakém
sloupci byl sudy a jiném sloupci byl lichy? [Ne. Ve étvercové tabulce n X n je
v kazdém sloupci n ¢isel. Je-li a z nich rovno 1, je ostatnich n —a rovno —1, takze
soucet C¢isel v tomto sloupci je roven a — (n — a) = 2a — n. Toto &islo je sudé,
resp. liché, pravé kdyz je takové ¢islo n. Tedy vSechny soucty ¢isel v jednotlivych
sloupcich maji stejnou paritu. Jiné vysvétleni: Parita souctu ¢isel v daném sloupci
se nezmeéni, kdyz v ném kazdé ¢islo —1 zaménime ¢islem 1.

Je mozné vyplnit tabulku 10 x 10 ¢isly 1 a —1 tak, aby v kazdém tadku byl
soucet Cisel stejny a v kazdém sloupci byl jiny? [Ano, viz obrézek, ve kterém jsou
obarvena policka s ¢islem 1.

Tabulka 10 x 10 je vyplnéna ¢isly 1 a —1 tak, ze v aspon 9 radcich je soucet cisel
kladny. a) Dokazte, ze v aspon jednom sloupci je soucet ¢isel kladny. b) Plati
stejny zavér i za slabsiho predpokladu, ze soucet ¢isel je kladny v aspon 8 radcich?
[a) Nejmensi mozny kladny soucet v fadku je 2. Soucet vsech ¢isel v tabulce je
tedy aspon 9 x 2 — 10, coz je kladné ¢islo. Proto je vylouceno, aby byl soucet ¢isel
v kazdém sloupci nekladny. b) Zavér neplati obecné, viz priklad na obrazku, kde
jsou obarvena praveé policka s ¢islem 1.

h ]
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D4.

D5.

D6.

Urcete, pro ktera prirozena cisla n lze tabulku n x n vyplnit ¢isly 2 a —1 tak,
aby soucet vsech ¢isel v kazdém fadku i kazdém sloupci byl roven 0. [70-C-1-2]
Urcete, pro ktera prirozena cisla n lze ¢tvercovou tabulku n x n, jejiz pole
jsou obarvena jako pole sachovnice, vyplnit ¢isly 2 a —1 tak, Ze soucasné plati:
(i) soucet vSech cisel v kazdém tadku i v kazdém sloupci tabulky je roven 0;
(ii) soucet ¢isel na vsech cernych polich tabulky se rovné souctu ¢isel na vsech
jejich bilych polich. [70-C-11-2]

Urcete, pro ktera prirozend cisla n lze tabulku n x n vyplnit ¢isly 1, 2 a —3
tak, aby soucet ¢isel v kazdém fadku i kazdém sloupci byl roven 0. [Pravé pro
vSechna n = 3. Vyplime vyhovujicim zpusobem nejdiive prvni fadek tabulky
n x n. To ziejmé neni mozné pro n € {1,2}; pro n € {3,4,5} to je snadné:
(1,2,=3) pron = 3, (1,1,1,-3) pron = 4 a (2,2,2,—-3,—3) pro n = 5. Dale
z vyhovujiciho tadku pro dané n ziskdme vyhovujici fadek pro n + 3 pripojenim
trojice ¢isel (1,2, —3). Prvni vyhovujici fadek tabulky n x n tak médme sestrojen
pro kazdé n = 3. Z tohoto prvniho fddku pii daném n nyni snadno sestrojime
celou vyhovujici tabulku n x n, a to tak, ze do kazdého dalsiho radku sestavu

¢isel z predchoziho fadku ,cyklicky posuneme® o 1 misto, podobné jako jsme to
udélali v tabulce z TeSeni tlohy N3. (CPSJ 2019)]

5. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC' a uvnitr jeho strany AB bod D. Na poloprimce

opacné k BC uvazme bod E takovy, Ze |CD| = |DE|. Dokazte, Ze plati

AD| = |BE).

(Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI1.

N2.

D1.

V situaci ze soutézni tlohy najdéte dvé dvojice shodnych thlia velikosti mensich
nez 60°. [Jednu takovou dvojici mdme v rovnoramenném trojihelniku DCE:
|xDCE| = |xDEC|. Protoze vsak tyto shodné thly maji vyjadieni |<XDCE| =
= 60° — |[<XACD| a |[¥DEC| = |¥DEB| = 60° — |[<xBDE]| (nebot |<xDBE| =
= 120°), je druhou dvojici |« ACD| = |<BDE|.]

V situaci ze soutézni tlohy najdéte priklad dvou trojuhelniki, ozna¢me je K LM
a K'L'M', které splnuji tyto podminky: |[LM| = |L'M'|, |<xKML| = |<K'M'L’|
a |XLKM|+ |x<L'K'M'| = 180°. Poté dokazte, ze z téchto ti1 obecné zapsanych
podminek plyne rovnost |KL| = |K'L/|. [Piiklad ze soutézni dlohy: K LM =
= ADC a K'L'M' = BED (plyne z feseni tlohy N1). Dikaz rovnosti |KL| =
= |K'L’| je trividlni v pfipadé, kdy |<LKM| = |<L'K'M’| = 90°. Déle proto
predpoklddejme bez jmy na obecnosti, ze |« L'K’'M’| > 90°. Pak na polopiimce
opacné k poloptimee K'M’ existuje takovy bod K", ze |K"L'| = |K'L'|. Zfejmé
plati |« L'K"M'| = 180° — |« L' K'M'| = |« LK M|, a tak se trojthelniky K" L' M’
a K LM shoduji ve dvou vnitinich thlech a jedné strané, jsou tedy shodné, odkud
uz plyne |[KL| = |K"L'| neboli |KL| = |K'L'|, coz jsme méli dokézat. Pro znalce
sinové veéty dodejme, Ze tvrzeni tlohy je okamzitym dusledkem této véty uzité
pro trojuhelniky K LM a K'L'M' s ptihlédnutim ke vzorci sin o = sin(180° — «).]
V trojihelniku ABC oznac¢me M stied strany BC', N stfed téznice AM a P pri-
se¢ik polopfimky BN se stranou AC. Uréete pomér |AP| : |PC|. [1 : 2. Uvazme
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D2.

D3.

D4.

D5.

stted S tsecky PC. Potom MS je stiedni pricka v ABCP, a proto MS || BP,
tudiz NP je stfedni pticka v AAMS. Proto plati |[AP| = |PS| = |SP|, odkud
uz |AP| : |PC| = 1 : 2. Jiné feSeni: Doplime trojihelnik ABM na rovnobéz-
nik ABM B’ se sttedem N. Pak P je prusecik uhlopficek lichobézniku ABC'B’,
takze trojuhelniky BC'P a B’AP jsou podle véty wu podobné, odkud plyne
|AP| : |CP| = |B'A| : |BC| = |BM]| : |BC| = 1 : 2. Jiné feseni: Ozna¢me
B’ obraz bodu B v soumérnosti se stfedem A a K prusecik polopiimky BN
s useckou B'C. Pak AM je stfedni pricka v AB'BC, takze plati AM || B'C.
Odtud plyne, ze shodné tsecky AN a NM jsou stfednimi prickami v AB'BK,
resp. AKBC, a proto jsou shodné i odpovidajici strany B'K a KC'|, neboli K je
stited BC'. Bod P tak je prusecik dvou téznic C'A, BK trojihelniku B’BC, je to
tedy jeho tézisté, a proto |AP|: |PC|=1:2]

V trojihelniku ABC je bod M stfedem strany BC'. Bod K lezi na téznici AM
a plati |[CK| = |AB|. Bod L je prusecik poloptimky CK se stranou AB.
Dokazte, ze trojuhelnik AKL je rovnoramenny. [Doplime trojihelnik ABC
na rovnobéznik ABA'C. Pak plati |CA'| = |AB| = |CK]|, takze CKA’ je
rovnoramenny trojihelnik s hlavnim vrcholem C, tudiz thly CK A" a CAK’ jsou
shodné. Odtud uzitim vét o vrcholovych a stfidavych thlech uz plyne shodnost
thla LKA a LAK, takze trojihelnik AK L je skutené rovnoramenny (s hlavnim
vrcholem L).]

Necht D, E znaci po radé stredy stran AB, BC' trojihelniku ABC a F' je stied
tsecky AD. Dokazte, ze primka C'D puli usecku EF. [68 C-5-3]

V rovnoramenném trojiuhelniku ABC' se zakladnou BC' o stfedu D ozna¢me M
stted téznice AD a P patu kolmice z bodu D na primku BM. Dokazte, ze
AP 1 PC. [Doplime trojihelnik ABD na rovnobéznik ABDB’ se stfedem M.
S ohledem na |AB'| = |BD| = |DC| je ADC B’ pravothelnik, na jehoz kruznici
opsané diky pravému tihlu DPB’ lezi bod P. Proto je pravy také uhel APC| jak
jsme méli dokazat.|

Je dan pravidelny pétithelnik ABCDFE, v némz M je pata kolmice z vrcholu D
ke strané AB. Prusecik osy usecky DM s primkou AC ozna¢me K. Dokazte, ze
thel AK D je pravy. [Uvazme bod A" soumérné sdruzeny s bodem A vzhledem
k pruseciku K. Protoze body A a A’ maji od osy tsecky DM stejnou vzdalenost,
lezi bod A’ na rovnobéZce s pfimkou AB, kterd prochézi vrcholem D. Diky tomu
je bod C vnitinim bodem tsecky AA’, takze tihly A’AB a A’ AD jsou vlastné thly
CAB, resp. CAD, které oba maji velikost 36° (po snadném vypoctu). Z dokazané
shodnosti thlut A’AB, A’AD a ze shodnosti stiidavych ahlu A’AB, AA'D plyne
shodnost uhlat A’AD a AA'D, takze AA'D je rovnoramenny trojuhelnik se
zékladnou AA’, jejiz stied je pravé bod K. Uhel AKD je tudiz skuteéné pravy.]

6. Urcete vSechny mozné hodnoty souctu a+b+c+d, kde a, b, c, d jsou prirozend cisla
splnugjici rovnost

(a2 — b2) (c2 - d2) + (b2 - d2) (02 - az) = 2021.
(Méria Doményova, Patrik Bak)
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI1.

N2.

D1.

D2.

D3.

Pro ptirozena ¢isla a, b, ¢, d plati ab + bc + ¢d + da = 77. Urcete vSechny
mozné hodnoty jejich souctu. [Jedind hodnota 18. Plati ab + bc + cd + da =
=bla+c)+dla+c)=(a+c)(b+d). Protoze 77T =7-11,a+c>1,b+d > 1,
tak nutné {a + ¢,b + d} = {7,11}, tudiz a + b + ¢ + d = 18, pritom ctverice
(a,b,c,d) = (1,1,6,10) vyhovuje zadani.|

Pro prirozend ¢isla a, b, ¢ plati a(a + b + ¢) + be = 143. Urcete vSechny
mozné hodnoty |b — ¢|. [Jedind hodnota 2. Rozndsobenim levé strany rovnice
dostaneme a? + ab + ac + be, coz miZzeme postupnym vytykanim upravit takto:
ala+b)+cla+b)=(a+b)(a+c). Plati 143 =11-13, a+b>1laa+c > 1, tak
nutné {a+b,a+c} = {11,13}, odkud |b—c¢| = |(a+b) — (a+¢)| = |11 — 13| = 2,
pritom trojice (a, b, c) = (1,10, 12) vyhovuje zadani.|

V kazdém policku tabulky 2 x 2 je napsano prirozené cislo. Secteme-li soucin
¢isel v prvnim sloupci, soucin ¢isel ve druhém sloupci, soucin ¢isel ve prvnim
radku a soudin cisel ve druhém radku, dostaneme vysledek 2021. a) Urcete
vSechny mozné hodnoty souc¢tu vsech ¢tyt ¢isel v tabulce. b) Najdéte pocet
tabulek spliujicich zadani, které obsahuji ¢tyfi navzajem ruzna ¢isla. [a) Jedind
hodnota 90, b) 3528. a) Cisla v tabulce lze oznadit a, b, ¢, d tak, Ze ab + cd +
+ac+bd = (a+d)(b+c) = 2021 = 43-74. Odtud plyne {a+d, b+ c} = {43,47},
takze nutné a + b+ c+d = 43 + 47 = 90. b) Podle feSeni a) rozlisime dva
pripady: a +d = 43 a b+ ¢ = 47, resp. a +d = 47 a b+ ¢ = 43. V prvnim
pripadeé lze dvojici (a, d) zvolit pravé 42 zpusoby a dvojici (b, ¢) prave 46 zpusoby,
ve druhém pripadé jsou tyto pocty naopak. Dohromady tak existuje 2 - 42 - 46
riznych vyhovujici tabulek, ovSem vcetné téch, ve kterych se néktera dvé cisla
rovnaji. Jejich pocet potrebujeme zjistit, abychom ho pak mohli od celkového
poctu odecist. Protoze 43 a 47 jsou licha ¢isla, tak v kazdé vyhovujici tabulce
plati a # d a b # c. V kazdé tabulce se stejnymi Cisly proto musi platit aspon
jedna z rovnosti a = b, a = ¢, d = b, d = ¢, pritom diky a + d # b+ ¢ to bude
pravé jedna z nich (vyluéte dvé rovnosti rozborem vsech moZznosti jejich vybéru).
Jednotlivé z téchto ¢tyt rovnosti vzdy spliuje 42 vyhovujicich tabulek v kazdém
ze dvou rozlisenych pripadi, takze jejich celkovy pocet je 2-4-42 = 8-42. Hledany
pocet je proto 2-42-46 — 8- 42 = 3528. (CPSJ 2021)]

Na kazdé sténé krychle je napsano prirozené cislo. Ke kazdému jejimu vrcholu
je pripsan soucin t¥i ¢isel na prilehlych sténach. Soucet osmi ¢isel pti vrcholech
je 1001. Urcete vsechny mozné hodnoty souctu ¢isel na sténach. [31. Je-li (a,b)
dvojice ¢isel na predni a zadni sténé, (¢, d) dvojice ¢isel na horni a dolni sténé,
konecné (e, f) dvojice ¢isel na levé a pravé sténé, pak rozndsobenim soucinu
(a+b)(c+d)(e+ f) dostaneme osm s¢itancu, kterymi jsou pravé ¢isla pripsand
vrcholim krychle (v kazdém vrcholu se stykaji tfi stény, po jedné z popsanych
ti{ dvojic stén). Plati tedy (a +b)(c+d)(e+ f) = 1001 = 7-11-13, odkud nutné
{a+bc+dye+ f} ={7,11,13}, takze a+ b+c+d+e+ f =T+ 11+ 13 = 31|

Urcete pocet vsech trojic prirozenych cisel a, b, ¢, pro kterd plati a + ab + abc +
+ ac + ¢ = 2017. [Névod. Pri¢téte k obéma strandm rovnice ¢islo 1, abyste pak
levou stranu mohli rozloZit na soucin dvou ¢initel. Reseni: 67 B-1-4.]
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D4. Na tabuli je napsano pét (ne nutné ruznych) prvoéisel, jejichz soucin je 105krat
v&tsi nez jejich soucet. Urcete tato prvocisla. [Cést a) tlohy 70- A 1 1.]
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