71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/2022)

7/

Ulohy domaci &asti |. kola kategorie A

1. Je mozné vyplnit tabulku nxn jednickami a dvojkami tak, aby byl soucet cisel v kaZdém
radku deélitelng peti a soucet cisel v kazdém sloupci délitelny sedmi? Reste
a)pron=9, b)pron=12. (Tom&s Béarta)

RESENI. a) Dokéazeme sporem, ze zadné takové vyplnéni neexistuje. Pfipustme opak
a uvazme néjaké vyhovujici vyplnéni tabulky 9 x 9. Zamérme se na jeji libovolny sloupec.
Soucet ¢isel v tomto sloupci je alespon 9-1 = 9 a nejvyse 9 - 2 = 18. Jelikoz je to dle
predpokladu nésobek sedmi, musi byt roven éislu 2-7 = 14 (nebot 1-7 =7 < 9 a
3.7 =21 > 18). Soucet ¢isel v celé tabulce je proto roven 9 - 14 = 126. Protoze je
v kazdém tadku soucet cisel délitelny péti, musi byt délitelny péti i soucet cisel v celé
tabulce. Jelikoz vSak ¢islo 126 = 5 - 25 + 1 péti délitelné neni, dosahli jsme kyzeného
sporu.

b) Ano, takové vyplnéni existuje. Jeden z moznych prikladi je uveden na obrézku
vlevo.
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2 dvojky 9 dvojek

Takto zapsané Teseni je uplné, pro inspiraci ale jesté popiseme jeden mozny zpusob,
jak na takovy priklad ptijit.

Uvazme prozatim libovolné vyhovujici vyplnéni tabulky 12 x 12. V kazdém radku je
soucet Cisel alespon 12, nejvyse 24 a soucasné je délitelny péti. Je tedy roven 15 nebo 20,
coz odpovida zastoupeni tii nebo osmi dvojek. Podobné soucet ¢isel v kazdém sloupci
patii do téhoz rozmezi 12-24 a soucasné je délitelny sedmi. Je tedy roven 14 nebo 21, coz
odpovida zastoupeni dvou nebo deviti dvojek.

Oznacme r pocet fadkt se tfemi dvojkami a s pocet sloupcii se dvéma dvojkami. Pak
celkovy pocet D dvojek v tabulce mtizeme vyjadrit dvéma zpusoby jako

r-3+(12—-r)-8=D=s5-24+(12—15) -9,
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coz po upravé prejde na rovnici 7s — 5r = 12. Jejim feSenim (jedinym s ohledem na
podminky r, s € {0,1,...,12}) je dvojice r = 6, s = 6. Chceme tedy tabulku vyplnit tak,
aby v jedné poloviné radku byly 3 dvojky, v druhé poloviné jich bylo 8, v jedné poloviné
sloupcti byly 2 dvojky a ve druhé 9, jak je vyznaceno podél okrajui tabulky na obrazku
vpravo (na poradi fadki a sloupct ziejmé nezélezi).

Nabizi se pomyslné rozdélit celou tabulku 12 x 12 na ¢tyri podtabulky 6 x 6 a kazdou
z nich vyplnit tak, aby v kazdém radku i sloupci obsahovala stejny pocet dvojek. Jednou
moznosti je, aby tyto pocty dvojek (velké cislice na obrdzku) byly rovny 0, 3, 2 a 6
(s ohledem na to, Ze po¢ty museji byt v rozmezi 0-6, je to dokonce opét jedind moznost).
Staci tedy vyplnit jednu podtabulku celou jednickami, jednu celou dvojkami a zbylé dvé
naptiklad jako na obréazku.

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Lze tabulku 5 x 5 vyplnit celymi ¢isly tak, aby soucet ¢isel v kazdém Fadku byl lichy a
soucet ¢isel v kazdém sloupci sudy? [Nelze. Pro spor predpokladejme opak a ozna¢me S
soucet Cisel v celé tabulce. S¢itanim pres Ffadky je S rovno souctu péti lichych cisel, tedy
je liché. S¢itanim pres sloupce je S rovno souctu sudych ¢isel, tedy je sudé.]

N2. Pro kterd n < 8 lze tabulku n x n vyplnit zptisobem popsanym v soutézni tloze? [Pouze
pron=5an ="7.V piipadé n < 6 je soucet ¢isel v kazdém sloupci nejvyse 12, takze
kvili délitelnosti 7 musi byt roven 7. Soucet ¢isel v celé tabulce proto musi byt roven 7n,
podle soucti ¢isel v radcich to vsak musi byt nasobek péti, takze nutné n = 5. Priklad
pro n = 5: tfi fadky vyplnime jednickami, dva fadky dvojkami. Piiklad pro n = 7:
¢tyti sloupce vyplnime jednickami, tii sloupce dvojkami. V pripadé n = 8 je soucet cisel
v kazdém sloupci v rozmezi 8-16, takze kvtli délitelnosti sedmi musi byt roven 14. Soucet
vSech ¢isel v tabulce je pak 8 - 14, coz neni nasobek péti, takze takovy neni ani soucet
¢isel v nékterém radku.]

N3. Pro kterd d € {0,1,2,3,4,5,6} je mozné vybarvit nékolik poli¢ek tabulky 6 x 6 tak, aby
v kazdém Fadku i kazdém sloupci bylo préavé d vybarvenych polic¢ek? [Pro kazdé takové d:
Pro dané d lze napiiklad obarvit policka, kterd na obrazku obsahuji ¢isla nejvyse rovna d.
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D1. Udejte priklad vyplnéni tabulky 71 x 71, které vyhovuje zadani soutézni dlohy. [Protoze
¢islo 140 = 69 - 2 4+ 2 - 1 je nasobkem péti i nasobkem sedmi, vyhovuje kazdé vyplnéni,
kdy je v kazdém tadku i sloupci 69 dvojek a 2 jednicky. K tomu staci tabulku vyplnit
scyklicky“: do prvniho fddku napsat (1,1,2,2...,2), do druhého (2,1,1,2,2,...,2) atd.,
az do posledniho 71. fadku (1,2,2,...,2,1).]

D2. Dokazte, ze tabulku n x n lze vyplnit zptisobem popsanym v soutézni tiloze pro kazdé
n 2 18. [Podminka n = 18 zarucuje existenci celého ¢isla s, které je ndsobkem 35 a spliuje
nerovnosti n £ s < 2n. Soudet ¢isel v kazdém Fadku i sloupci tabulky n x n bude roven
urcenému ¢islu s, pokud v kazdém radku i sloupci bude 2n — s jednicek a s — n dvojek.
Dosahneme toho podobné jako v feseni tilohy D1, kdyz radky tabulky postupné vyplnime
scyklickymi“ zménami pozadované sestavy jednicek a dvojek.]

D3. Je mozné obarvit policka nekonecné ctvercové sité cerné a bile tak, aby v kazdém radku
bylo jen konecné mnoho policek ¢ernych a v kazdém sloupci jen kone¢né mnoho polic¢ek
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bilych? [Ano, naptiklad jako na obrazku:
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2. Je ddn lichobéeinik ABCD se zdkladnami AB a CD. Oznacme ki a ko kruznice
s prumeéery BC' a AD. Dadle oznacme P prusecik primek BC' a AD. Dokazte, Ze tecny

z bodu P ke kruznici ki sviraji stejny tuhel jako tecny z bodu P ke kruznici ks.
(Patrik Bak)

RESENI. Stfedy M;, M, zadanych kruznic ki, resp. ks jsou stiedy ramen BC),
resp. AD — viz obrazek. Jsou na ném oznacCeny i body dotyku Ti, Uy, resp. Ts, Us
posuzovanych tecen z bodu P.

Nasim tkolem je dokazat rovnost |<Ty PU;| = |<T2PUs|. Jelikoz dvé tecny vedené
z jednoho bodu bodu k téze kruznici jsou soumérné sdruzené podle spojnice tohoto
bodu se stredem kruznice,* plati |<T1PU;| = 2|<Ty PM;| a |<ToPUs| = 2|xT5PMs].
Proto nam stac¢i dokazat shodnost uhlu Ty PM; a ToPMs. Tu ziskdme z podobnosti
dvou pravouhlych trojihelniki podle véty Ssu, kdyz ovérime rovnost dvou pomért
|PM1| : |M1T1| a |PM2| . |M2T2|

Predné M;T7, My B jsou shodné poloméry kruznice k; a podobné MsTs, MyA jsou
shodné poloméry kruznice k. Navic podle znamé vlastnosti stfedni pricky lichobézniku**
v nasi situaci mame My M; || AB, tudiz trojuhelniky PMyM; a PAB jsou podobné podle
véty uu, a proto plati |[PM| : |PB| = |PMs| : |PA|, a tedy také |PM,| : |MiB| =
= |PMs| : |MaA|l.*** Spojenim téchto dvou pozorovani uz ziskdme, co jsme potiebovali
k dokonceni naseho Teseni:

[PMy| _ [PMy| _ |PMy| _ |PMy)
MTy|  [MyB| ~ [MaA| | MRTY|

NAVODNE A DOPLNUJicf ULOHY:

N1. Dokazte, ze tecny vedené z bodu A ke kruznici k se stfedem O jsou soumérné sdruzené
podle piimky OA. [Stadi dokdzat, ze soumérné sdruzené jsou body dotyku Ti, To
uvazovanych tecen. Jsou to vSak pruseciky dané kruznice k s Thaletovou kruznici nad
praumérem OA a obé tyto kruznice jsou podle piimky OA soumérné. Jinak rovnéz staci
oveéfit shodnost trojihelniktt 710 A a ToOA podle véty Ssu.]

* Viz ndvodnou tdlohu 1.
** Viz ndvodnou tlohu 2.
*#% V poslednim kroku jsme uplatnili uziteéné pravidlo: a/(a+c) =b/(b+d) = a/c = b/d. Ovéite, Ze plati
pro libovolné kladné hodnoty a, b, ¢, d.
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N2.

D1.

D2.

|PQ)|

D3.

D4.

Dokazte, ze v libovolném lichobézniku je spojnice stfedt jeho ramen rovnobézna s jeho
zdkladnami. [Rozdélme dany lichobéznik jednou jeho tihloptickou na dva trojihelniky
a uvazme jejich stfedni pricky rovnobézné se zikladnami lichobézniku. Odtud uzitim
znamych vlastnosti trojuhelnikovych pricek plyne, zZe spojnice streda ramen lichobézniku
je nejen rovnobézna s jeho zéakladnami, ale navic ma délku rovnou aritmetickému priumeéru
jejich délek.]

Uhlopiicky lichob&imiku ABCD se zékladnami AB, C'D se protinaji v bodé P a pi{mky
AD, BC v bodé Q. Dokazte, ze stiedy zdkladen AB, C'D lezi na pfimce PQ. [Bod P
je vnitinim stfedem stejnolehlosti tisecek AB a C'D, bod @ je vnéjsim stfedem jejich
stejnolehlosti. V obou stejnolehlostech si stiedy tsecek AB, C'D odpovidaji, takze lezi se
stiedy stejnolehlosti P, @ na téze piimce.

V lichobézniku ABCD se zakladnami AB, C'D ozna¢me P prisecik os vnéjsich thla
u vrcholi A, D a podobné @ priisecik os vnéjsich thli u vrcholt B, C. Dokazte, ze délka
usecky PQ je rovna poloviné obvodu ABCD. [Jelikoz body P, Q lezi na oséch dvou thlq,
jsou to stfedy kruznic dotykajicich se primek AB, C'D a po fadé ramen AD, BC. Body
P, @ proto lezi na ose pasu mezi rovnobézkami AB a CD, kterd prochézi stiedy M, N
ramen AD, BC. Snadno dopocitdme, ze |[XAPD| = 90° = |£BQC|, takze body P, Q
lez{ na kruznicich s praméry AD, BC. Pti obvyklém oznaceni délek stran ABCD tak
plati

11 1.1
=|PM|+|MN|+|NQ| = 5d+ §(a+c) + 5b = §(a+b+c+d). (Mexiko 1999)]

Je dén konvexni pétithelnik ABCDFE takovy, ze trojihelniky ABC, BCD, CDE, DEA
maji véechny shodny obsah. Usecky AC, AD protnou tsetku BE postupné v bodech M,
N.Dokazte, ze |BM| = |NE|. [Z rovnosti obsahtt BCD a CDE plyne BE || CD. Podobné
dokézeme BC || AD a DE || AC, takze trojihelniky BCM a NDE jsou podobné (uw).
Jelikoz BE || CD, vysky téchto dvou trojihelnika z vrcholtt C, D jsou shodné, takze jde
o dva shodné trojihelniky, a proto |BM| = |[NE|. (Jizni Afrika 2003)]

V te¢novém c¢tyiihelntku ABC'D ozna¢me P prusecik polopiimek AD a BC, dale @
prusecik poloptimek BA a CD a konetné R kolmy prumét bodu D na piimku PQ.
Dokazte, ze kruznice vepsané trojihelnikim ADQ@Q a CDP jsou z bodu R vidét
pod stejnym thlem. [Ozna¢me I, J stfedy kruznic vepsanych trojihelnikiim ADQ,
CDP a r;, rj jejich poloméry. Diky podobnym trojihelnikiim staci dokazat rovnost
|RI|/|RJ| = r;/rj. Dale ozna¢me K stfed a r polomér kruznice vepsané ¢tyfthelniku
ABCD a FE prusecik pfimek IJ a PQ. Body K, I lezi na ose thlu BQC tak, ze
|QK|/|QI| = r/r;. Podobné body K, J lezi na ose thlu APB tak, ze |PK|/|PJ| =1r/r;.
Po dosazeni za druhy a treti zlomek v rovnosti

Bl |PJ] QK| _

=1
\[EJ| [PK| QI

(Menelaova véta pro trojuhelnik I.JK) vychézi |EI|/|EJ| = r;/r;. Zarovei ziejmé plati
i |DI|/|DJ| = r;/r;. Kruznice s prumérem DE je tedy Apolloniovou kruznici pro body
I, J a pomér r;/r;. Jelikoz |[XDRE| = 90°, bod R lezi na této kruznici, a tak plati
|RI|/|RJ| = r;/rj, jak jsme chtéli dokazat. (Rusko 2008)]


https://artofproblemsolving.com/community/c691176_1999_mexico_national_olympiad
https://artofproblemsolving.com/community/c4616_2003_south_africa_national_olympiad
https://artofproblemsolving.com/community/c5168_2008_allrussian_olympiad
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3. Najdéte vsechna celd ¢isla n > 2 takovd, Ze ¢islo n™~2 je n-td mocnina celého ¢isla.

(Patrik Bak)

RESENI. Ukazeme, 7e vyhovuje jediné n = 4. Pro stru¢nost budeme budeme v celém
feSeni psat ,,n-t4 mocnina“ namisto ,,n-ta4 mocnina celého cisla“.

Plati, ze kladné celé cislo je n-tou mocninou pravé tehdy, kdyz se v jeho rozkladu
na prvocinitele vyskytuje kazdé prvocislo v . mocniné, kterd je nasobkem ¢isla n. Jsou-li
proto dvé celd cisla obé n-tymi mocninami a jejich podil je celé ¢islo, musi byt n-tou
mocninou i tento podil. PouZitim tohoto tvrzeni na n-té mocniny n" a n"~? (viz zadani
tilohy) dostavame, ze rovnéz ¢islo n™/n" =2

Nize dokazeme, ze pro kazdé celé n = 5 plati nerovnosti 1" < n® < 2", takze pro
zadné takové n nemiize ¢islo n? byt n-tou mocninou — muselo by totiz jit o n-tou mocninu
se zakladem lezicim mezi ¢isly 1 a 2. Kazdé n vyhovujici zadani ulohy tak nutné splnuje
nerovnost n < 5. Pro zbylé kandidaty n € {3,4} &slo n"~2 otestujeme pifmo: pro n = 3
vyjde 3372 = 3, coz neni tieti mocnina, zatimco pro n = 4 vyjde 4*72 = 16 = 2%, coz
tedy pozadovana ¢tvrta mocnina skutecné je.

Zbyvéa dokéazat (ostré) nerovnosti 1" < m? < 2" pro kazdé celé n = 5. Ta prvni je
ziejmd (dokonce pro kazdé n > 1). Dukaz té druhé provedeme matematickou induked.

= n? je n-tou mocninou.
2

1. Pro n = 5 nerovnost skuteénd plati: 52 = 25 < 32 = 2°.

2. Predpokladejme, ze pro néjaké n = 5 plati n? < 27, a dokazujme, ze pak také plati
(n + 1)% < 2" Z piedpokladané nerovnosti n? < 2" po vyndsobeni obou stran
¢islem 2 dostaneme 2n? < 2-2" = 271 takie kyZend nerovnost (n+1)% < 2"+ bude
dokdzéna, pokud ukéZeme, 7ze (n + 1)? < 2n? neboli 2n? — (n + 1)? > 0. To je viak
snadné, dokonce pro kazdé n = 3 mame

m?—(n+1)2?=n>-2n—-1=nn-2—-123-1-1=2>0.

Dukaz indukei je ukoncen.*

POzZNAMKA. V prvni ¢asti FeSeni mizeme postupovat s malou obménou bez tvahy
o ¢islu n?, kdyZ zapiSeme rovnici n® 2 = k" s nezndmymi celymi &sly n > 2 a k > 1.
V pripadé lichého n jsou exponenty m — 2 a n nesoudélna cisla, a tak z tuvahy
o prvocinitelich plyne, ze samo ¢islo n je n-t4 mocnina, coz dale vylou¢ime nerovnosti
n < 2". V pifpadé sudého n z upravené rovnice nz ' = k2 opét diky nesoudélnosti
zastoupenych exponenti vyplyvd, Ze ¢islo n je F-tou mocninou, coz pro n > 4 dale
vylouéime nerovnosti n < 27, ktera je ekvivalentni s nerovnosti n? < 2" z podaného
reseni.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Najdéte nejmensi kladné celé ¢islo n takové, Ze 75 - n je tfeti mocnina celého ¢isla. [Celé
Cislo je treti mocninou, pravé kdyz se v jeho rozkladu na prvocinitele vyskytuje kazdé
prvoéislo v mocniné, kterd je nasobkem tii. Jelikoz 75 = 3 - 52, hledané nejmensi n je
rovno 32 -5 = 45.]

* 7 nasSeho postupu vidime, zZe implikace z indukcniho kroku 2. plati dokonce pro kazdé n = 3. Dokazovand
nerovnost n? < 2" viak neplati ani pro n = 3, ani pro n = 4, takze v indukénim kroku 1. jsme museli zvolit
azn =>.
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N2.

N3.

D1.

D2

D3.

D4.

Uvazme celé k = 2. Dokazte, Ze pokud v rovnosti a - b = ¢ jsou dvé ze t¥{ zastoupenych
kladnych celych ¢isel a, b, ¢ rovna k-tym mocnindm celych ¢isel, je takové i Cislo treti.
[Vyjdeme z poznatku, Ze celé ¢islo je k-tou mocninou, pravé kdyz se v jeho rozkladu
na prvocinitele vyskytuje kazdé prvocislo v mocniné, kterd je ndsobkem c¢isla k. V nasi
situaci pro libovolné prvodéislo p oznacéme «, 3, v (nezdporné) pocty zastoupeni tohoto p
v rozkladech na prvocinitele po radé cisel a, b, c. Pak rovnost a-b = ¢ znamena a+ (5 = v,
takze dokazované tvrzeni plyne ze ziejmé poucky: jsou-li dvé z takovych cisel o, 3, v
délitelnd danym ¢islem k, je takové i ¢islo tteti.]

Dokazte, ze pro vSechna dostatecné velka kladna celd ¢isla n plati:

a) n? > 10n + 100, b) 2" >10n2, ¢) 3" >10-2". [a) Je-li n > 20, ziejmé plati
n?—10n —100 = n(n — 10) — 100 > 20 - 10 — 100 > 0. b) Pro n = 10 plati
210 = 1024 > 1000 = 10 - 10%. Navic pokud dokazovanid nerovnost plati pro néjaké
n 2 10, pak plati i pro n+1: Skutecné, 2"+ = 2.2 > 2.10n? = 10(n+1)?, kde posledni
nerovnost plati, protoze je ekvivalentni s nerovnosti n(n—2) = 1, zfejmé platnou dokonce
pro kazdé n =2 3. ¢) I kdyz i zde je diikaz induke{ snadny, ukazme, jak se obejit bez ni:
Nerovnost prepsana ve tvaru (%)” > 10 je splnéna (s ohledem na % > 1 a odtud plynouci
fakt, ze funkce y = (%)’” je rostouci), pravé kdyz plati n > log%(lo) = 5,68.]

Dokazte, ze pro libovolna cel4 ¢isla n, k vétsi nez 1 je éislo ¥/n budto celé, nebo iracionélni.
[Pfedpoklddejme, ze ¢islo {/n je raciondlni, takze &/n = u/v, kde u a v jsou celd kladnd
¢isla. Pak plati rovnost n-v*F = u* a z vysledku tlohy N2 plyne, Ze rovnéz &islo n je k-tou
mocninou celého &isla, tj. ¢islo {/n je celé.]

. Najdéte vSechna kladna celd &sla n, pro kterd je n? +mn — 11 druhou mocninou celého

¢isla. [Snadno ovéffme, Ze pro n > 11 plati n? < n?+n—11 < (n+1)2. Stadi tedy probrat
n < 11. Vyhovuji n € {3,4,11}.]

Uréete vSechny dvojice celjch kladnych éisel a a b, pro néz plati 4% + 4a® + 4 = b>.
[59-A-TIT-1]

Pro které dvojice celych &fsel z a y plati 1 + 2% + 2221 = ¢2? [Shortlist IMO 2006,
Problem N1. (IMO 2006) ]


http://www.matematickaolympiada.cz/media/440760/A59iii.pdf
http://www.imo-official.org/problems/IMO2006SL.pdf#page=56
http://www.imo-official.org/problems/IMO2006SL.pdf#page=56
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4. V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic

xy+1:z2,
yz—|—2:x2,
2+ 3 =y°

(Tom&s Jurik)
RESENI. Ode¢tenim druhé rovnice od prvni a drobnou tpravou dostaneme

ylx—2)—1=(z—x)(z+ ),
—1=(z—z)(z+z+y).

Obdobnou tpravou rozdilu druhé a treti rovnice ziskame

Wy —a)—1=(z—y)z+y)
—l=(@-y)lz+y+2).

Z kterékoliv z obou ziskanych rovnic plyne z 4+ y + z # 0, takze je mizeme obé vyrazem
x4y + 2z vydélit a pak jejich porovnanim dostat
-1
Z2—r=—"=20a—1.

r+y+z
Oznatme d = z —x = v —y. Pak 2z = v + d a y = = — d, takze vSechna feSeni ptivodni
soustavy jsou tvaru (x,y,z2) = (z,z — d,x + d). Dosadme takova y a z do jednotlivych
rovnic.

Dosazenim do druhé rovnice ziskame

(x—d)(x+d) +2=2> neboli d*=2, tj. d==+V2.

Dosazeni do prvni a tieti rovnice s naslednym vyuzitim vysledku d?> = 2 zapiSeme do
dvou sloupct vedle sebe:

z(r —d)+1=(x+d)? (z+d)r+3=(r—d)?
1= d*+ 3ud, 3ad = d* — 3,
Jxd = —1. 3xd = —1.
Pro d = +v/2 tak vyjde z = —3—\1@ = —% 2 aprod= —2 vyjde z = ﬁi = %\/5

Dopoétenim hodnot y = = — d, z = x + d ziskdme (jedind) dvé FeSeni tilohy, kterymi jsou

Dodejme, zZe pti nasem postupu zkouska nutna neni, protoze jsme pro odvozené trojice
(x,x —d,z + d) zpuisobem urceni hodnot z, d zarucili splnéni vsech tii pivodnich rovnic.

POzZNAMKA. Stejného mezivysledku (x,y, 2) = (x,x — d, x + d) lze rovnéz dosdhnout
porovnanim dvou rozdili jinych dvojic rovnic. Tak napiiklad porovnanim rovnosti
—l=(@@-y)lz+y+z)a-2=0E—-y)(r+y+z2) vyide z —y=2(z —y).
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JINE RESENI. Vyndsobime-li tfi zadané rovnice po fadé ¢isly x, y, 2z a vSechny je pak
seCteme, smisené cleny tretiho stupné se ve vysledném souctu navzajem zrusi:

vlzy+1) +ylyz +2) + 220 +3) =222 +y-22 +2- 9%
x4+ 2y+32=0.
Totéz se stane, pokud zadané rovnice vynasobime po tadé ¢isly y, z, x:
Yoy + 1)+ 2(yz +2) +a(ze +3) =y - 2>+ z-2° + 2 - ¢,
3r+y+2z=0.

Vidime, ze kazdé teseni ptvodni soustavy je nutné feSenim soustavy dvou linearnich
rovnic (o tfech neznamych)
x+2y+32=0,

3r+y+2z=0.

Reseni takové soustavy™® popiSeme pomoci jednoho parametru: Napiiklad odec¢tenim prvni
rovnice od dvojnasobku té druhé vylou¢ime nezndmou y a vyjde

0=23z+y+2z)— (r+2y+32) =bz+z,
tedy z = —5x. Podobné vylou¢ime neznamou z a ziskdme
0=3Bx+y+2z)—2(x+2y+3z) =Tz —y,

tedy y = 7x. VSechna feseni odvozené¢ linearni soustavy jsou tedy trojice tvaru
(x,y,z) = (t,7t,—5t) s libovolnym redlnym ¢islem ¢. Dosazenim takové trojice do puvodni
soustavy vyjde soustava

2+ 1 = 25¢2,
—35t% +2 = 12,
—5t% + 3 = 49¢%,
jejiz v8echny rovnice jsou ekvivalentni se stejnou rovnici 182 = 1, kterd mé kofeny

t = £1/2/6. Dochdzime tak ke stejnému zavéru jako v pivodnim feSeni: soustavu ze
zadani splnuji praveé dveé trojice

(x,y,2) € {(t, Tt,—5t) | t = i\/§/6}.

JINE RESENI. Pfi tfetim postupu vyuZzijeme pro feSeni zadané soustavy rovnic
standardni dosazovaci metodu, i kdyz pritom uplatnime méné standardni obraty (nize
zduraznéné kurzivou).

Nejdrive ukazeme, ze zaddna z neznamych z, y, z se nemize rovnat nule. Kdyby
napiiklad bylo y = 0, z prvnich dvou rovnic soustavy bychom dostali z = +1 a z = +/2.
Tyto hodnoty vsak nespliuji tfeti rovnici xz + 3 = 0. Podobné se vyloudi ptipady z = 0
az=0.

* Vysvétlete sami, pro¢ k této soustavé dvou rovnic nemé smysl pripojovat treti linedrni rovnici
2z —y — z = 0, kterd odpovida mezivysledku (z,y, z) = (z,z — d,z 4+ d) z ptivodniho Feeni.

9
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Diky odvozené podmince zxyz # 0 muzeme neznamou x vyjadrit z prvni a tieti

rovnice:
22 -1 y2 -3
= r = .
Y z
Dosadme oba krajni zlomky do pravé strany zbylé (druhé) rovnice a upravujme:
2 2
z¢—1 -3
yz +2 = Y ,
Y z

Y2t 4 2yz = (22 = 1)(y* - 3),
Y2 4+ 2yz+ 322 —3=0.

Eliminaci nezndmé x jsme tedy pro neznamé y a z obdrzeli soustavu rovnic

2—-1 y2-3

Y z
Y+ 2yz 4322 —3=0.

Y

Jeji feseni zahdjime tak, ze oba dusledky druhé rovnice
Y —3=—(32"+2yz) a 2°—1=—3(y"+2y2)

dosadime do ¢itatelti zlomki z prvni rovnice a upravime:

y? + 2z 322 4+ 2yz

3y z
Y+ 2z = 3(3z + 2y),
oy + 7z = 0.
Je tedy y = 7t a z = —5t pro vhodné realné ¢islo t. Dosazenim do druhé rovnice odvozené

soustavy pro nezndmé y a z dostaneme pro neznamou t rovnici 49t2 — 70t +75t2 =3 = 0
neboli 18t? = 1. To je rovnice z druhého postupu Feseni, a tak zavér tfettho postupu uz
zde vynechame.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:
Reseni soustavy rovnic ¢asto zahajujeme tak, Ze nékteré dvé jeji rovnice od sebe
odec¢teme nebo nékolik jejich rovnic secteme. Nékdy se pritom vyplati zminéné rovnice
predem vynésobit vhodnymi ¢isly nebo i vyrazy s neznamymi, abychom ziskali jejich co
nejjednodussi dusledek.

N1. Pouzijte popsanou metodu k vyfeseni soustav: a) 3z + 2y = 2% A 22+ 3y = 2,
b) 3zy — 10 = 222 A 22y + 15 = 3y* v oboru R. [a) (z,y) € {(0,0),(5,5)} a (z,y) €
€ {(2,-1),(-1,2)}. Ode¢tenim rovnic a tpravou vysledku dostaneme (z — y)(z +y —
—1) =0, odkud y = x nebo y = 1 — z. Po dosazeni takovych y vyjdou v prvnim, resp.
druhém piipadé vzdy dvé vyse uvedend feseni. b) (z,y) € {(2,3), (=2, —3)}. Vyndsobme
dané rovnice po radé vyrazy y a x. Po jejich nasledném secteni se ve vysledku kubické
¢leny navzajem zrusi a dostaneme tak rovnici 152 — 10y = 0, podle které x = 2t a y = 3t
pro vhodné reélné t. Po dosazeni takovych x a y vyjde rovnice t> = 1 s kofeny ¢t = +1,
kterym odpovidaji vySe uvedend TeSeni.]

N2. Ukazte, ze z prvnich dvou rovnic soustavy ze soutézni ilohy vyplyva, ze obé ¢isla z —x a
z+y+ 2z jsou riznd od nuly. Jaké jsou obdobné dusledky jinych dvou rovnic? [Posuzované
dvé rovnice od sebe odectéte a vysledek pak upravte.]
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D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic
z+y® =y’
Y+ x? =
[57-A-TI1-1]
V oboru realnych cisel reste soustavu
2 —yz =y — 2| +1,
y? —zx = |z — x| + 1,
22 —xy=|r—y|l+1.
[68-A-I11-1]
Najdéte vSechna redlnd feseni soustavy rovnic

1
+z =1, —+z=1,
r+y Y+ z zZ +x

+y=1

[69-A-1T-1]

Navzdjem ruznd redlnd ¢isla a, b, ¢ spliuji a + 1/b = b+ 1/c = ¢ + 1/a. Dokazte, ze
|abe| = 1. [Prvni rovnost pfepiSeme na a—b=1/c—1/b = (b—¢)/(bc). Podobné obdrzime
b—c = (c—a)/(ca) a c—a = (a —b)/(ab). Po vynasobeni tii odvozenych rovnosti
a nasledném vydéleni nenulovym &islem (a — b)(b — ¢)(¢c — a) uz z{skdme pozadované
(abc)? = 1]

Najdéte vSechna redlna ¢isla x = 3, pro kterd plati

4+ (x—1D(x—2)+(z—1)(z—-3)+/(z—2)(z—3) =5.
[Odeéteme jednicku a upravime na
(Vr—1+Ver—-2)Vz—-1++Vz—-3)=4
Po podobném odecteni dvojky, resp. trojky ziskdme
(Vo —1+Vz-2)(Vz—2++Vz—-3) =3,
Ve —1+Ve-3)Vz—-2+Vz —-3)=2.

Odvozenou trojici vztaht ted snadno vyresime jako soustavu: Vydélime-li vzdy soucin
dvou rovnic tou tfeti, dostaneme (s ohledem na nezapornost souc¢tu dvou odmocnin)

Vi—14+vVe—2=+/4-3/ =%@,
\/x—1+\/x—3:\/4-2/3:§\/ﬂ,
\/33—2—&-\/96—3:\/3-2/4:%\/%,

z ¢ehoz uz snadno (jako ze soustavy t¥{ linedrnich rovnic pro nezndmé hodnoty tii
zastoupenych odmocnin) ur¢ime

1
v — :2—74\/24, Vo — 25—4@, v — :ﬂ\/ﬂ

Témto tfem vztahim vyhovuje jediné ¢islo x = 73/24. Zkouska dosazenim do pavodni
rovnice je snadnd.]

Najdéte vSechna celd ¢isla m = 3, pro kterd existuji redlnd &isla aq, as, ..., @nio
takovd, Ze an+1 = a1, Gni2 = az a a;a;+1 + 1 = a;ye pro kazdé i € {1,2,...,n}.
[Jakékoliv n = 3 délitelné tfemi. Vyndsobime-li i-tou rovnici éfslem a;19 a vSechny
je pak seCteme, vznikne na levé strané soucet clent a;a;41a;4+2 & soucet ¢lentt a;4o.
Téhoz vysledku na levé strané lze dosdhnout, pokud pred se¢tenim vynasobime i-tou
rovnici ¢islem a;_1 (polozime pfitom ag = a,). Rovnost obou vzniklych pravych stran
SriaZ, =Y ai—1ai42 lze prepsat do tvaru £ 37 (-1 — ai12)? = 0, takZze musi
platit a;—1 = a;42 pro kazdé i € {1,2,...,n}. Odtud v ptipadé 3tn vidime, Ze
dokonce vsechna ¢fsla a; musi byt stejné, coZ nelze, nebot rovnice 22 + 1 =z nema

redlné feseni. Naopak v piipadé 3 | n podminkdm ze zaddni tdlohy zfejmé vyhovime
n-tici (a1, azg,...,a,) = (2,—1,-1,...,2,—1,—1). (IMO 2018)]
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5. V ruznostranném trojuhelniku ABC oznacme I stred vepsané kruznice a k kruznici
opsanou. Poloprimky BI a CI protnou kruznici k po radé v bodech Sy, # B a S, # C.
Dokazte, Ze tecna ke kruznici k v bodé A, primka vedend bodem I rovnobéiné se
stranou BC' a primka SpS. se protinaji v jednom bode. (Patrik Bak)

RESENI. Podle zadéni je trojihelnik ABC' rtznostranny. Budeme bez djmy na
obecnosti dale predpokladat, ze plati |[AB| < |AC|. V piipadé |AB| > |AC| totiz staci
vymeénit oznaceni vrcholi B a C' — takova zména nemé na dokazované tvrzeni vliv.

Oznacme P priisecik dvou primek ze zadani: tecny t ke kruznici k v bodé A a primky p
vedené bodem I rovnobézné se stranou BC'. Vysvétleme nejdiive, pro¢ prusecik P viubec
existuje a pro¢ pritom lezi v poloroviné opac¢né k poloroviné ABC', jak je tomu na obrazku.

X B C

Z predpokladu |AB| # |AC| plyne, Ze tetna t a sena BC kruznice k nejsou
rovnobézné. Protinaji se tedy v bodé, ktery oznacéime X a ktery je diky upfesnéni
|AB| < |AC| vnitinim bodem polopiimky opacné k polopiimce BC'. Protoze rovnobézka p
s primkou BC' prochazi vnitinim bodem I trojihelniku ABC jeji prusecik P s tecnou t
existuje a lezi uvnitr tsecky AX. Bod P proto navic — stejné jako bod X — skutecné lezi
v poloroviné opacné k poloroviné ABC'.

Vénujme se nyni jiz tkolu ze zadani ulohy. Jisté ho splnime, kdyz ovérime, ze zadané
body Sy a S, lezi na ose tsecky Al a ze na této ose lezi i nami zvoleny prisecik P.

Zaméime se nejdiive na bod Sp. Chceme dokézat |SpA| = |Spl| neboli overit, ze
trojahelnik Sy Al je rovnoramenny se zakladnou AI. To je pomérné znamé tvrzeni (déle
uvedené v navodné tloze N2), které pro uplnost nyni dokazeme.

Pri standardnim znaceni velikosti vnitinich 1hlt trojihelniku ABC' podle obrazku
vlevo plati

|{sz4]| = |{SbAC’ + |{CA]| = |{SbBC| + % = g + %
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Stejnou velikost ma i druhy thel ALS, pri zédkladné Al, ktery totiz je vnéjsim thlem
trojuhelniku ABI, a proto

%AIS)| = |<TAB| +|XABI| = & + g.
Skutecné tedy plati |SpA| = |SpI|. S ohledem na symetrii plati i potfebnd vlastnost
druhého bodu S, totiz rovnost |S.A| = |S.I|.

Také pro tfeti bod P k dukazu kyZené rovnosti |PA| = |PI| uvazime vnitini uhly
trojuhelniku PAI pri zdkladné Al a vyuzijeme tentokrat obrazek vpravo. Fakt, Ze jedna
z ptimek urcujicich bod P je tec¢na kruznice k, ndm umoznuje vyuzit vetu o usekovém
thlu.* Podle ni je tisekovy tthel PAB shodny s obvodovym thlem AC B.** Proto plati
a

|xPAI| = |xPAB| + |¥BAI| = | £ ACB| + % =7+

K potfebnému vyjddieni druhého thlu PIA vyuzijeme toho, ze PI || BC. Oznacme
jesté D prusecik poloprimky Al se stranou BC'. Ze shodnosti souhlasnych uhla AIP,
ADB*** a diky faktu, Zze ADB je vnéj$im thlem trojihelniku ADC, mame

| AIP| = |xADB| = [£DAC| + [XACB| = % Y

Jsme tak s celym fesenim hotovi.

POzZNAMKA. Znovu ukdzeme, ze oba body Sy, S. lezi na ose tsecky A, a to krat$im
postupem, pri kterém se obejdeme bez pocitani thli.

Jisté staci dokazat, ze trojihelniky ASyS. a I5,S, jsou shodné podle véty usu. Predné
SpSe je jejich spoleénd strana. K ni prilehlé tuhly AS,S. a 15,5, jsou shodné jakozto
obvodové thly, které prislusi shodnym obloukim AS. a S.B kruznice k. Stejné tak
nahlédneme i shodnost druhych dvou pfilehlych thla AS.Spy a I1S.S, (diky shodnym
obloukum AS, a SpC' kruznice k). Jsme hotovi.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokaizte tvrzeni ,o Surckové bodu“: V libovolném trojihelniku ABC prochézi osa
vnitiniho thlu BAC stfedem toho oblouku BC' kruznice opsané trojuhelniku ABC, na
kterém nelezi vrchol A. [Ozna¢me S # A druhy prusecik osy ihlu BAC s kruznici opsanou
trojuhelniku ABC. Kratsim obloukum SB, SC kruznice opsané prisluseji stejné velké
obvodové thly, takze tyto oblouky jsou shodné.]

N2. Dokazte tvrzeni , o trech prstech“: V daném trojihelniku ABC ozna¢me I stied kruznice
vepsané a S stfed toho oblouku BC' kruznice opsané trojihelniku ABC', na kterém nelezi
vrchol A. Pak plati [SB| = |SI| = |SC|. [S ohledem na symetrii staci dokdzat jen rovnost
|SB| = |SI|. Pti standardnim znaceni velikosti vnitinich @hla trojihelniku ABC plati

|<SBI| = |«<SBC|+ |«CBI| = |XSAC|+ 5/2 =«a/2+ /2.
Protoze SIB je vnéjsi tihel trojuhelniku ABI, plati rovnéz

| SIB| = |¥IAB| + |XABI| = a/2 + B/2.

* Viz ndvodnou tlohu N4.
** To je korektni zévér, pokud priimka AB body P a C oddéluje, coz podle Gvodni ¢asti naseho FeSent
skuteéné plati diky predpokladu |[AB| < |AC.
*Hk Zde vyuzivame toho, ze tsecka I P protind stranu AB (a ne stranu AC).
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N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Trojihelnik SIB tak skutetné mé shodnd ramena SB a S1.]

Dokazte, ze v soutézni tloze je piimka S,S. osou usecky AI. [Podle vysledku tilohy N2
plati |SpA| = |SpI| a |S.A| = |S:I|, takze S4, Sg jsou dva ruzné body osy usecky Al
Dokazte vétu o dsekovém uhlu: Uvazme trojihelnik ABC vepsany do kruznice k, tecnu
kruznice k vedenou bodem B a bod T na této te¢né v poloroviné opacné k poloroviné
BCA. Pak plati |¥TBC| = |£BAC|. (Uhel TBC je tzv. tsekovy thel pFisluiny tomu
oblouku BC kruznice k, ktery neobsahuje bod A.) [Oznacme Y libovolny vnitini bod toho
oblouku BC, ktery neobsahuje bod A. Pak Y BC' je obvodovy thel shodny s obvodovym
thlem Y AC. Limitnim pfechodem Y — B dostaneme, ze usekovy tithel T'BC ma stejnou
velikost jako obvodovy tthel BAC. (Te¢na T'B je totiz limitni polohou seény Y B.)]

V situaci ze soutézni tlohy oznacme dale S, # A prusec¢ik poloptimky Al s kruznici k.
Dokazte, ze bod I je priseéikem vysek trojihelniku S,S,S.. [Pfimka SpS. je jakozto osa
usecky AI (viz N3) kolmé na S,I. Podobné pfimka S,I je kolmé na S,S..|

Oznac¢me [ stied kruznice vepsané pravouhlému trojihelniku ABC' s pravym thlem pii
vrcholu A. Déle ozna¢me jako M a N stfedy tsecek AB a BI. Dokazte, ze primka C1T je
teénou kruznice opsané trojihelniku BMN. [70-A-TI1-2]

V tétivovém ctyithelniku ABCD oznaéme L, M stfedy kruznic vepsanych po fadé
trojihelnikim BC'A, BC'D. Déale ozna¢me R prusecéik kolmic vedenych z boda L a M po
fadé na piimky AC a BD. Dokazte, Ze trojihelnik LM R je rovnoramenny. [56-A-TIT-2]
Oznac¢me [ stfed kruznice vepsané ostrotihlému trojuhelniku ABC. Jeho vnitini bod P
spliiuje podminku | PBA| + |« PCA| = |<xPBC| + |£PCB|. Dokazte, 7e |AP| = |Al|,
pfifemZ rovnost nastane, pravé kdyz P = I. [Necht |[«PBA| = 1B + 6, pak
|xPBC| = %ﬁ — § a ze zadané dhlové podminky snadno plyne |XPCA| = %fy -0 a
|¥PCB| = v+ 6. Odtud |« PBC| + |<PCB| = 13+ 1y = 90° — 1+, takze tthel BPC
ma velikost 90° + %’y, coz je jak zndmo i velikost thlu BIC. Proto bod P z poloroviny
BC A lezi na oblouku BIC kruznice opsané trojihelniku BIC. Ta mé stred ve stfedu
kratsiho oblouku BC' kruznice opsané trojihelniku ABC, coz je bod na poloptimce Al,
takZe I je tim bodem oblouku BIC, ktery je k bodu A nejblize. (IMO 2006)]

Osy vnitfnich hla u vrcholu B, C ostrothlého trojtihelniku ABC protnou protéjsi strany
po fadé v bodech K, L. Ozna¢me M prusecik piimky BK s osou usecky C'L. Bod N lezi
na piimce CL tak, 7e NK || LM. Dokazte, ze [INK| = |[NB|. [Bod M jakozto prusecik
osy ostrého tthlu CBL a osy tsecky CL je stiedem kratsiho oblouku C'L kruznice opsané
trojuhelniku BCL. Odtud a ze zadané rovnobéznosti plyne |<MBC| = |[XMLC| =
= |[x K NC|, takze ¢tyithelnik BOCKN je tétivovy. Proto bod N lezi na krat$im oblouku
BK kruznice opsané trojuhelniku BC'K, ktery mé totiz ostry thel u vrcholu C, na
jehoz ose bod N rovnéz lezi. Je tak stfedem zminéného oblouku BK, odkud jiz plyne
INK| = |NB|. (Junior Balkan 2010)]
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6. UvazZujme nekonecnou posloupnost ag,ay, as, ... celych cisel, kterd splnuje podminky
ap = 2 a ant1 € {2a, — 1,2a, + 1} pro vSechny indexy n = 0. Dokazte, Ze kazdd
takova posloupnost obsahuje nekonecné mnoho sloZengch cisel.

(Martin Melicher, Josef Tkadlec)

RESENT. Dokézeme sporem, Ze takova posloupnost (a,)%, nemiize obsahovat jen
konecné mnoho slozenych ¢isel. Pripustme, Ze je jich jen konec¢né mnoho. Pak od urcitého
¢lenu a,, véetné obsahuje posloupnost uz jen prvocisla. Jelikoz posloupnost je diky svému
zadéani rostouci (z t = 2 totiz plyne 2t + 1 > 2t — 1 > t), miuZeme navic bez Gjmy na
obecnosti predpokladat, ze pro vybrany index m jiz plati a,, = 5, a tedy rovnéz a,, = 5
pro vSechna n = m.

Nejdifv si rozmyslime, Ze aby mezi ¢isly a, = 5 s indexy n = m nebyl Zadny
nasobek tii (jinak by takové a, nebylo prvocislo), musi bud pro vSechna n = m platit
apt1 = 2a, + 1, nebo musi pro vSechna n = m platit a,;1 = 2a, — 1. Skutecéné, samo
prvocislo a,, diky predpokladu a,, = 5 neni délitelné tfemi, takze mame dvé moznosti:

e Pokud clen a,, dava zbytek 1 po déleni tfemi, pak cislo 2a,, + 1 je délitelné tremi.
Musime proto mit a,,+1 = 2a,, —1, coz je prvocislo, které dava opét zbytek 1 po déleni
tfemi. Mizeme tak uplatnit matematickou indukci, podle které pak a,+1 = 2a, — 1
pro kazdé n = m.

e Podobné pokud ¢len a,, dava zbytek 2 po déleni tremi, pak ¢islo 2a,, — 1 je délitelné
tfemi. Musime proto mit a,,+1 = 2a,, + 1, coz je prvocislo, které dava opét zbytek 2
po déleni tfemi. Diky matematické indukeci pak a,y1 = 2a, + 1 pro kazdé n = m.

Zbyva tedy vytesit dva pripady:
1. Pro kazdé n = m plati a, 11 = 2a, — 1.
2. Pro kazdé n = m plati a,1 = 2a, + 1.

V obou pripadech dojdeme ke sporu tak, ze najdeme clen a,, kde n > m, ktery je
nasobkem prvodisla a,,, a neni tak prvocislem. Pro prehlednost dalSich zapist oznacime
samo prvocislo a,, pismenem p. Zopakujme, ze p = 5, tudiz p je liché.

Zamérme se nejdiiv na pripad 1, pripad 2 pozdéji vytesime obdobné.

V pripadé 1 postupnym dosazovanim dostavame

Am+1 = 2p — 1,
Ame2=2-(2p—1)—1=4p -3,
Amiz=2-(4p—3)—1=8p—T.
Matematickou indukei dokdZeme, 7e apy; = 2° - (p — 1) + 1 pro kazdé i = 0.* Skutecns,
pro ¢ = 0 rovnost plati a plati-li pro nékteré ¢ = 0, pak plati i pro i + 1, nebot
Umpiv1 =2- (20 (p =1 +1) =1=2"(p—-1) + 1.
Nyni volbou i = p — 1 a pouZitim malé Fermatovy véty**, podle které p | (21"_1 — 1),

nebof p je liché prvocislo, dostaneme

mip1=2""p—-1)+1=1-(p—1)+1=0 (mod p),

* O jiném urceni vzorcii pro a,,4; v pripadech 1 a 2 viz metodu z ndvodné tlohy N2.
** Viz ndvodnou tlohu N5. V ni i ve zbytku TeSeni pracujeme s kongruencemi. Pouceni o nich lze nalézt
v brozure Kongruence ze Skoly mladych matematikii.
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COZ je avizovany Spor , | amip—1 (pripomenme, ze p = a,,). V piipadé 2 zcela obdobné
dokdZeme vztah a,,; = 2° - (p+ 1) — 1 pro kazdé i = 0. Opé&tovnou volbou i =p — 1 a
stejnym uzitim malé Fermatovy véty dostaneme

mip1=2""p+1)—1=(p+1)—1=0 (mod p),

coz je stejny spor jako v pripadé 1.

JINE RESENI. UkéZeme jiny zptsob jak vytesit pripad 1, a to bez hledani vzorce pro
Qi a nasledného uziti malé Fermatovy veéty. I nyni dojdeme ke sporu, Ze totiz mezi
cleny a,, (kde n > m) se vyskytuje nasobek ¢lenu a,,. Stejny sporny zavér se v pripadé 2
odvodi analogicky.*

Sledujme, jaké zbytky davaji ¢leny posloupnosti (a,,)22,, po déleni lichym prvocislem
P = Q. Prvni ¢len a,, dava zbytek 0. Pokud stavajici ¢len a,, dava zbytek z, nasledujici
¢len a1 dava diky rovnosti a,41 = 2a,, — 1 zbytek 2z — 1 (mod p).

Klic¢ové pozorovani je, ze pro liché p je zobrazeni f:z — 2z —1 (mod p) prosté na
mnoziné M, = {0,1,2,...,p—1} vSech moznych zbytki po déleni p, tedy ze pro libovolna
z # 2 € M, plati f(z) # f(%'): Skutecné, pokud f(z) = f(2'), pak

p|(22—1)— (22 = 1) =2(z — 2

a jelikoz p je liché, plyne z toho p | z — 2/, coz pro zbytky z, 2" € M,, znamena z = 2’.

Jelikoz moznych zbytki po déleni ¢islem p je jen konecné mnoho (konkrétné p), musi
se v posloupnosti zbytka ¢lentt a,,, dpmi1, @mis, ... néktery zbytek zopakovat. Tvrdime,
ze prvni opakujici se zbytek je pravé zbytek 0 prvniho ¢lenu a,, = p: Skutecné, kdyby
prvonim opakujicim se zbytkem byly az zbytky dvojice @44, @m+j pro néjaka 1 < i < j,
byly by am4i—1, @m+j—1 dva ¢leny s riznymi zbytky, jejichz néslednici vSak davaji stejny
zbytek. To je ale ve sporu s dokdzanym klicovym pozorovanim. Tim je potifebna existence
indexu n > m s vlastnosti a,, | a,, dokdzana.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Najdéte vSsechna kladné cela cisla ¢ takova, ze cisla ¢, 2t —1 a 2t+4 1 jsou vSechna prvocisla.
[t =2at =3, kdy jde o trojice prvoéisel (2,3,5), resp. (3,5,7). Protoze ¢t = 1 nenf
prvocislo, zbyva vyloudit piipad ¢ = 4. Tehdy prvodislo ¢ dévd pri déleni tfemi zbytek 1
nebo 2. Pokud t = 3k + 1, kde k = 1, je ¢islo 2t + 1 = 6k + 3 = 9 délitelné tfemi. Pokud
t=3k+2 kde k =1, je &islo 2t — 1 = 6k + 3 = 9 délitelné tfemi.]

N2. Jsou déna redlnd ¢isla d a ¢ ¢ {0, 1}. Dokazte, Ze posloupnost ¢isel g, x1, . . . spliiuje pro
kazdy index i rovnost x;11 = qx; + d, pravé kdyZ je jeji obecny ¢len tvaru x; = K¢' + c,
kde ¢ = d/(1 — q) a K je libovolna konstanta (urcend prvnim ¢lenem ). [Cislo ¢ je
zadéno tak, Ze rovnosti ;11 = qx; + d lze prepsat do tvaru z; 11 — ¢ = ¢(x; — ¢). Tyto
upravené rovnosti znamenaji pravé to, ze ¢isla y; = x; — ¢ tvori geometrickou posloupnost
s kvocientem ¢, tj. Ze y; = K¢' pro kazdé i.]

N3. Uvazme jakékoliv zobrazeni f: M — M na kone¢né mnoziné M a prvek m € M. Dokazte,
ze posloupnost m, f(m), f(f(m)),... je od jistého ¢lenu periodickd. Déle dokazte, Ze
pokud zobrazeni f je prosté, pak tato posloupnost je periodickd od svého prvniho ¢lenu
m. [Podle Dirichletova principu se mezi prvnimi | M|+ 1 ¢leny posloupnosti alespori jeden
prvek musi opakovat. Od jeho prvniho vyskytu tak posloupnost bude periodicka, nebot
kazdy dalsi ¢len zadané posloupnosti je jednoznac¢né urcen predchozim clenem. Kdyby

* Vyuzije se k tomu zobrazeni z — 2z + 1 namisto zobrazeni z — 2z — 1.
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N4.

N5.

D1.

D2.

D3.

D4.

posloupnost nebyla periodicka od prvniho ¢lenu, nasly by se v ni dva vyskyty téhoz prvku,
kterému predchézi dva rizné ¢leny, coZ nenastane, je-li zobrazeni f prosté.]

Dokazte, ze pro kazdé liché &islo d se zbytky ¢isel 20,21, 22 ... po déleni &islem d
od prvniho mista periodicky opakuji. [UZijte obecny vysledek tlohy N3 pro zobrazeni
fiz+— 2z (mod p) na mnoziné {1,2,...,d — 1}.]

Dokazte malou Fermatovu vetu: Pro libovolné prvocislo p a celé ¢islo a nesoudélné s p plati
a?~! =1 (mod p). [Ukazte, Ze zobrazeni f,:t + a -t (mod p) je prosté na mnoziné
{1,2,...,p — 1}, takZe je to bijekce. Porovnanim soucinu vsech p — 1 vzoru a soucinu
vsech p — 1 obrazi dostaneme

p—D'=(-1)@a-2)...(a-(p—1)=a”(p—1)! (mod p).

Po vydéleni kongruence ¢éislem (p — 1)! (nesoudélnym s jejim modulem p) uz vychézi
potiebné.|

Dokazte, ze kazdé kladné celé ¢islo n ma nasobek, v jehoz desitkovém zapisu se vyskytuji
jen nuly a jednicky. [Z Dirichletova principu mezi ¢isly 1,11,111,... existuji dvé, kterd
dévaji stejny zbytek po déleni n. Jejich rozdil ma pozadovanou vlastnost.]

Dokazte, ze pro kazdé kladné celé cislo n existuje n-mistné ¢islo a,,, které je ndsobkem
5" a jehoz vSechny ¢islice jsou liché. [Dikaz provedeme matematickou indukei: Pron =1
vyhovuje a; = 5. Mé&me vyhovujici a,, pro nékteré n > 1. Cisla a, + i - 10" pro
i € {1,3,5,7,9} jsou vSechna ndsobky 5" a pritom ddvaji navzdjem ruzné zbytky po
déleni 5"t takze jedno z nich je nasobkem 571, Toto é&islo lze vzit za a,1, nebot je
zfejmé (n + 1)-mistné a vSechny jeho &islice jsou liché. (USA 2003)]

Dokazte, ze kazdé kladné celé ¢islo d mé nasobek, ktery je Fibonacciho ¢islem.
(Fibonacciho &isla jsou uréena vztahy Fy = F» = 1 a F,io = F,41 + F, pro
kazdy index n = 1.) [VSude dédle pod ,zbytky* rozumime ,zbytky po déleni danym
Cislem d“. Predradme posloupnosti Fibbonaciho ¢isel (Fz)zl jako jeji nulty ¢len ¢islo
Fy = F5 — F1 =0 (pak vztah ze zadani bude platit i pro n = 0) a sledujme zbytky jejich
dvojic po sobé nésledujicich ¢lenta. Téchto dvojic zbytka je nejvyse d - d ruznych, tedy
mezi prvnimi d? + 1 dvojicemi se nékterd dvojice musi zopakovat. Jelikoz navic zbytek
nasledujiciho ¢lenu je jednoznac¢né urcen zbytky dvou predchozich Clent, je posloupnost
vSech zbytki od jistého mista periodicka. Protoze navic ze zbytka dvou sousednich ¢lent
Ize jednozna¢né urcit i zbytky vSech predchozich ¢lent, je posloupnost zbytku periodickd
od svého nultého ¢lenu, kterym je ovSem zbytek 0 (nebot Fy = 0 je ndsobkem d, at je
dané d jakékoli). Zbytek 0 tak md dokonce nekoneéné mnoho Fibonacciho &isel.]
Dokazte, ze existuje nekonecné mnoho prvocisel, ktera davaji po déleni ¢tyimi zbytek 3.
[Dikaz sporem: Pripustme, Ze je takovych prvoéisel jen koneéné mnoho, a oznacme je
vSechna p1,...,pg. VSimnéme si, ze pokud nékolik ¢isel dava po déleni ¢tyfmi stejny
zbytek 1, ma tuto vlastnost i jejich soucin. Liché ¢islo

N=4-p1ps...pi — 1

vsak dava po déleni ¢tyfmi zbytek 3, takze takovy musi rovnéz byt aspon jeden z jeho
prvocinitel (mize jim byt i samo &islo N). Zadné z prvoéisel pi,...,pr ale neni
délitelem N, spor. (Dodejme pro zajimavost proslulou Dirichletovu vétu: Pro kazda dvé
nesoudélnd ¢&isla d a z (kde 1 £ z < d) existuje nekoneéné mnoho prvoéisel, kterd dévaji
po déleni ¢islem d zbytek z. Elementdrni dikaz Dirichletovy véty nenf zndm.)]
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