71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/2022)

Ulohy klauzurni &asti |. kola kategorie A

1. Najdéte nejvétsi celé ¢islo d, pro néz lze tabulku 43 x 47 vyplnit
jednickami a dvojkami tak, aby soucet cisel v kazdém radku i v kazdém
sloupci byl délitelny ¢islem d. (Dokazte také, ze zadné vétsi Cislo d
zadéani tlohy nevyhovuje.)

2. V trojuhelniku ABC oznac¢me [ stied kruznice vepsané. Primky BI,
C1I protnou kruznici opsanou trojihelniku ABC postupné v bodech

S 4 B, T # C. Usetka ST protne strany AB, AC v bodech K, L.
Dokazte, ze ¢tytihelnik AKTL je kosoctverec (pripadné ¢tverec).

3. Urcete vsechny dvojice kladnych celych c¢isel a a b, pro néz plati
a®b = p.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie A se kona
v utery 7. prosince 2021

tak, aby zacala nejpozdéji v 10 hodin dopoledne

a aby soutézici méli na Teseni tloh 4 hodiny cis-

tého casu. Za kazdou ulohu muze soutézici zis-

kat 6 bod1; hodnoti se pritom nejen spravnost vy-

sledku, ale i logicka bezchybnost a tplnost sepsa-

ného postupu, vysledky vsech potirebnych pisem-

nych nebo pamétnych vypocti musi byt zazname-

nany. Usp&Snym Fesitelem je ten 7k, ktery ziskd

10 bodl nebo vice. Povolené pomucky jsou psaci

a rysovaci potfeby a skolni MF tabulky. Kalku-

latory, notebooky ani zadné jiné elektronické po-

mticky dovoleny nejsou. Tyto tdaje se zakim sdéli

pred zahajenim soutéze.
Resi-li zdk klauzurni ¢dst distancéné, smi pouzit pocita¢ (tablet, telefon)
pouze ke zobrazeni zadani, pripadné k polozeni dotazu uciteli a ziskani
odpovédi. Zak musi sva nafocend ¢i naskenovand fesenf odevzdat do 14.20.
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1. Najdéte nejvétsi celé cislo d, pro néz lze tabulku 43 X 47 vyplnit jednickami a dvojkami
tak, aby soucet cisel v kazdém radku i v kazdém sloupci byl délitelny cislem d. (Dokazle
také, Ze Zddné vétsi ¢islo d zaddni ilohy nevyhovuje.) (Tomas Bérta)

RESENT. Odpoved je d = 47.

V prvni ¢asti feSeni dokazeme, ze pro d = 47 pozadované vyplnéni tabulky skutecné
existuje: Zapisme do kazdého tadku vsech 47 cisel stejnych, a to do 39 radka jednicky
a do zbylych 4 fadku dvojky (viz obrazek). Pak soucet ¢isel v kazdém tadku je roven 47
nebo 2-47 a soucet ¢isel v kazdém sloupci je roven 39-1+4-2 = 47, coz jsou vse nasobky
¢isla 47, jak jsme chtéli.
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Ve druhé casti reseni dokazeme sporem, ze pro zadné d > 47 pozadované vyplnéni
neexistuje. Pfipustme naopak, ze tabulku 43 x 47 médme vyplnénou jednickami a dvojkami
tak, ze pro néjaké d > 47 je soucet ¢isel v kazdém radku i kazdém sloupci nasobkem ¢isla d.
Protoze kazdy z téchto souctt je kladny a nejvyse roven 2-47, a tedy mensi nez 2d, musi
jit o nasobek ¢isla d rovny piimo ¢islu d. S¢éitanim vsSech ¢isel tabulky po fadcich tak
dojdeme k hodnoté 43d, zatimco pti s¢itani po sloupcich dostaneme hodnotu 47d. Musi
tedy platit 43d = 47d, coz je hledany spor.

P0OzZNAMKA. Podané feseni lze zfejmym zptisobem zobecnit na ditkaz vysledku, Ze
pro kazdou tabulku m x n, kde m < n < 2m, je nejvétsi vyhovujici d rovno ¢islu n.

Za Gplné Teseni udélte 6 bodd, z toho 2 body za diukaz prvni ¢asti (konstrukce pro d = 47) a 4 body
za dtikaz druhé ¢asti (dikaz nemoznosti pro kazdé d > 47). Z prvni ¢asti lze ziskat 1 ¢dstecny bod za
vyhovujici konstrukei pro nékteré celé d, 1 < d < 47. Z druhé casti 1ze ziskat 1 ¢astecny bod za dikaz
nemoznosti pro kazdé d = 86. Za uhodnuti odpovédi d = 47 udélte 1 bod, pokud neni dosazeno zadného
z vysSe uvedenych zisk.
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2. V trojuhelniku ABC' oznac¢me I stred kruznice vepsané. Primky BI, CI protnou
kruznici opsanou trojihelniku ABC' postupné v bodech S # B, T # C. Usecka ST
protne strany AB, AC v bodech K, L. Dokazte, Ze ctyruhelnik AKIL je kosoctverec
(pripadné ctverec). (Josef Tkadlec)

RESENI. Z navodné tlohy N3 k 5. tiloze doméctho kola vime, ze pifmka ST je osou
usecky AI.* Plati proto |KA| = |KI| a |LA| = |LI|, jak je vyznaceno na obrazku vlevo.
Ctyfthelnik AKIL je tudiz soumérny podle své thlopiicky KL, jedna se proto bud

o deltoid**, nebo o kosoctverec (i ¢tverec). Jelikoz vSak jeho druhd uhlopricka Al puli
Kok

thel K AL, musi to byt kosoctverec (¢i ¢tverec).

JINE RESENI. DokéZeme, Ze konvexni ¢tyithelnik AKTL m4 protéjsi strany rovno-
bézné. Ze je to nejen rovnobéznik, ale dokonce kosoctverec (¢ étverec), pak jako v prvnim
feseni zfejmé vyplyne z toho, ze jeho uhlopticka Al lezi na ose jeho vnitintho thlu u vr-
cholu A.f

Ze dvou rovnobéznosti AK || LI a AL || KI dokdzeme jen tu prvni v podobé
AB || LI; druha rovnobéznost AL || KI se dokéze zcela analogicky. Postup zalozime
na vlastnostech obvodovych thla. V kruznici k& (pfi obvyklém oznaceni v = |<ACB])
tak stejnou velikost %'y maji nejen thly ACT a TCB, ale i tthel TSB (viz obrazek
vpravo). Prvni a tfeti z nich jsou ale thly LCT a LSI, takze diky jejich shodnosti je
¢tytihelnik LIC'S tétivovy — jemu opsand kruznice je na obrazku vykreslena. V ni je
obvodovy tihel LIS shodny s tthlem LC'S, coz je vlastné obvodovy thel AC'S v kruznici &,
ktery je shodny s tthlem ABS. Zjistili jsme tak, ze tsecky LI a AB sviraji s primkou BS
shodné souhlasné thly*, a jsou proto rovnobézné, jak jsme potfebovali dokazat. ReSeni
je hotovo.

* Tento zndmy poznatek nemusi FesSitelé dokazovat. P¥ipomenme jen, Ze plyne ze shodnosti trojihelniku
ATS a ITS podle véty usu: Maji totiz spolecnou stranu ST a thly AT'S, ITS jsou shodné stejné jako thly
AST, IST — jde totiz o obvodové thly v kruznici k prislusné shodnym obloukim AS, CS, resp. shodnym
obloukim AT, BT.

** Zduraznéme, ze deltoidem se obvykle rozumi konvexni ¢tyfihelnik, ktery mé pravé dvé dvojice shodnych
sousednich stran. Kosoc¢tverec pak neni zvlastnim pripadem deltoidu. Nékdy se také Ctverec nepovazuje za
kosoctverec, proto v nasem textu dopisujeme dodatky o ¢tverci v zavorkach.

*** Tento zfejmy zdver nemusi Fesitelé dokazovat, presto jeho dikaz uvedeme: Rovnoramenné trojihelniky
AIK a AIL jsou shodné, nebotf maji pii spoletné zékladné AI shodné vnitini thly K AI a LAI. Odtud plyne,
ze ¢tyithelnik AKTL ma shodné vSechny ¢tyfi strany.

t Ze shodnosti thltt K AI a LAI pak totiz dostaneme, Ze jsou s nimi shodné i st¥idavé thly LIA, resp.
KIA, takze oba trojuhelniky AIK a AIL jsou skuteéné rovnoramenné se spole¢nou zakladnou AI. Ani toto
ziejmé vysvétleni nemusi fesitelé zapisovat.

I Misto pifmky BS jsme mohli uvazit i pifmku AC: |XILC| = |XISC| = |xBSC| = |xBAC).
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POZNAMKA. Zévéretnym krokem obou feSeni byly tivahy o druhé thlopricce ATl
¢tyfuhelniku AK L. Ty lze nahradit dikazem rovnosti | K A| = |LA|, ktery nyni uvedeme:
Staci ukéazat, ze jsou shodné thly AKL a ALK, na které pohlédneme jako na vnéjsi thly
trojuhelniki AKT, resp. ALS. Pro jejich vnitini ahly ovSem plati | AT K| = | ATS| =
= |XABS| = 38, |¥TAK| = |XTAB| = |¥TCB| = 1+ a analogicky |[¥xASL| = 1+,
|%xSAL| = 8. Uhly AKL, ALK tak majf tutéz velikost 13 + 1+.

Za tuplné feseni udélte 6 boda. V neuplnych fesenich udélte ¢astecné body za nasledujici poznatky
(dokdzané, nevztahuje-li se na né posledni odstavec pokynu):

a) Uhlop¥icka AT lezi na ose tthlu K AL — 0 bod.

b) Rovnost |KA| = |LA| (ze zévéreéné poznamky) — 2 body.

¢) Rovnosti |[KA| = |K1| a |LA| = |LI| — za jedinou 3 body, za obé 4 body (také pii konstatovani, ze
¢tyithelnik AKTL je soumérny podle své thlopticky KL).

d) Rovnobéznosti AK || LI a AL || KI — za jedinou 3 body, za obé 4 body.

e) Ctytihelnik LICS (pifpadné LIBT, piipadné oba) je tétivovy — 2 body.

Diléi zisky za polozky a)—e) nelze séitat, tj. po¢ita se nejvétsi z nich.

V poznamkach pod ¢arou jsme uvedli, které poznatky lze prohlasit za znamé nebo ziejmé. Plati to
i pro dalsi poznatky z feseni, navodnych a doplnujicich tloh k domacimu kolu, pokud se fesitel na text
k tomuto kolu odvola.
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3. Urcete vsechny dvojice kladngjch celijch c¢isel a a b, pro néZ plati a®=® = b®.
(Jaromir Simsa)

RESENT. Po vynasobeni zadané rovnosti ¢islem a’/b® dostaneme

Mocnina na levé strané je celociselnd, pravé kdyz je jeji zdklad k = a/b celé (v nasem
piipadé kladné) ¢islo.* Po dosazeni a = kb piejde piepsand rovnost do tvaru k¥ = (kb)®,
odkud po vydéleni exponentii ¢islem b dostaneme k* = kb neboli b = kF~!, tudiz
a = kb = k*. Viechny hledané dvojice jsou proto tvaru (a,b) = (kk, kkfl), kde k =2 1 je
libovolné celé ¢islo. Zkouska vzhledem k ekvivalentnim tpravam neni nutna.

PozNAMKA. Ukazme, jak klicovy poznatek o tom, Ze ¢islo a je ndsobkem ¢isla b,
lze ziskat i bez prepisu zadané rovnosti do tvaru se zlomkem a/b. Vyuzijeme k tomu
predpoklad, Ze ¢isla a a b jsou zaklady sobé rovnych mocnin a®~® a b%, pro jejichz
exponenty plati a — b < a.** K postupu uvazime libovolné prvocislo p a pocty jeho
vyskyti v rozkladech ¢isel a, b na prvocinitele. Mame vlastné ukazat, ze pro tyto pocty,
které oznac¢ime a, a by, plati nerovnost b, < a,. Porovnanim vyskytt prvocisla p v obou
strandch rovnosti a®~® =b® ziskdme vztah (a — b) - a, =a - b,. Odtud v pifpadé a, = 0
mame i b, = 0; v piipadé a, > 0 pak dostavame b,/a, = 1 —b/a < 1. Tim je kyzena
nerovnost b, < a, dokdzana.

JINE RESENI. Oznac¢me d nejvétsi spolecny délitel ¢isel a a b. Pak a = pd a b = qd,
kde p,q = 1 jsou nesoudélnd celd ¢isla. Dosazenim do zadané rovnosti a naslednymi
ekvivalentnimi upravami postupné dostaneme

(pd) P~ 9 = (qd)™,
(pd)’™1 = (qd)?,
P4 =P o

Jelikoz p = 1, je ¢initel z pravé strany posledni rovnosti ndsobkem ¢, takZe nasobkem ¢
je i celo¢iselnd mocnina pP~? z levé strany. Ta je vSak soucasné s cislem ¢ nesoudélna,
nebof takovy je jeji zaklad p. Proto musi byt nutné ¢ = 1. Dosazenim tohoto ¢ do
upravené rovnosti dostaneme pP~! = d, takze vSechna TeSeni jsou tvaru a = pd = pP
ab=qd=p" ! kde p je libovolné celé kladné ¢islo. Dochazime tak ke stejnému zavéru
jako v prvnim teSeni. Zkouska opét neni nutné.

Za Gplné feseni udélte 6 bodi, z toho:

a) 1 bod za spravny popis vsech TeSeni (i bez dikazu, uhodnutim ¢ experimentovinim),

b) 1 bod za poznatek (i bez dikazu), Ze a je ndsobkem b (resp. Ze ¢ = 1 pfi znaceni z druhého Feseni),
dalsi 2 body za jeho dlkaz,

¢) 2 body za postup vedouci od poznatku z bodu b) k popisu z bodu a)

Body za a)—c) lze séitat. Za chybé&jici zkousku body nestrhévejte.

* Toto zfejmé tvrzeni nemusi FeSitelé dokazovat. Plyne z toho, Ze mé-li zlomek a/b po zkraceni zdkladni
tvar u/v, je kazda jeho mocnina (a/b)" zlomkem se zédkladnim tvarem u"/v".
** Zatimco nerovnost b < a je za takového predpokladu ziejma (,vétsi exponent — mens{ zdklad“), méné
zrejmou délitelnost b | a je tieba v TeSeni dokdzat.



