71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/2022)

Ulohy krajského kola kategorie A

1. Je mozné vyplnit tabulku 8 x 8 Sestkami a sedmickami tak, aby soucet ¢isel v kazdém
radku byl délitelny péti a soucet Cisel v kazdém sloupci byl délitelny sedmi?

2. V oboru kladnych redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

2?2+ 2% = x4 2y + 3z,
Y2+ 22% =20 + 3y + 4z,
22+ 227 =32 + 4y + 52

3. Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC' se zakladnou AB a bod P uvnitt jeho
vysky z vrcholu C. Piimka AP protne kruznici opsanou trojuhelniku ABC' v bodé
@ # A. Rovnobézka se zakladnou AB vedena bodem P protne rameno BC' v bodé R.
Dokazte, ze poloprimka QR je osou uhlu AQB.

4. Uvazujme nekonecnou posloupnost ag, ay, as, . .. celych ¢isel, ktera splinuje podminky
ag =1 a ant1 € {2022a, — 1,2022a,, + 1}

pro vSechny indexy n = 0. Dokazte, ze kazd4d takova posloupnost obsahuje nekoneéné
mnoho slozenych cisel.

Krajské kolo kategorie A se kona
v utery 11. ledna 2022

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-

tézici méli na teseni uloh 4 hodiny cistého casu. Za kazdou

ulohu mize soutézici ziskat 6 bodi; hodnoti se pritom nejen

spravnost vysledku, ale i logické bezchybnost a tiplnost sepsa-

ného postupu, vysledky vsSech potrebnych pisemnych nebo

pamétnych vypoctl musi byt zaznamenany. Bodova hranice

k urceni uspésnych resitelt bude stanovena centralné po vy-

hodnocenti statistik bodovych vysledki ze vsech kraji. Povo-

lené pomtcky jsou psaci a rysovaci potieby a skolni MF ta-

bulky. Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické po-

mucky dovoleny nejsou. Tyto udaje se zaktim sdéli pred za-

hajenim soutéze.
Regi-li zak krajské kolo distancné, smi pouzit pocitaé (tablet, telefon) pouze ke své
nepretrzité kontrole, k zobrazeni zadani, pripadné k polozeni dotazu uciteli a ziskani

odpovédi. Zak musi sva nafocena ¢i naskenovana reseni odevzdat do 14.20.
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1. Je mozné vyplnit tabulku 8 x 8 Sestkami a sedmickamsi tak, aby soucet cisel v kazdém
radku byl délitelny peti a soucet cisel v kazdém sloupci byl délitelny sedmi?
(Josef Tkadlec)

RESENI. Nenf to mozné, ditkaz provedeme sporem.

Predpokladejme tedy, ze tabulku 8 x 8 mame pozadovanym zptisobem vyplnénu.
Postupné zjistime, kolik radki a sloupcti obsahuje kolik Sestek a sedmicek. Spor nakonec
vyplyne z toho, ze takové kombinace po¢tl nelze dosdhnout.

Zamérme se nejprve na libovolny radek vyplnéné tabulky. Soucet vsech ¢isel v ném
je alespon 8 - 6 = 48 a nejvyse 8 - 7 = 56. Jelikoz je to podle predpokladu nésobek péti,
musi byt roven jednomu z ¢isel 50 nebo 55. Ziejmé je v prvnim pripadé v radku 6 Sestek
a 2 sedmicky, ve druhém pripadé v ném je 1 Sestka a 7 sedmicek.

Podobné soucet vsech ¢isel v libovolném sloupci je podle zadani nasobek sedmi opét
z intervalu (48;56), musi byt proto roven jednomu z ¢isel 49 nebo 56. Zfejmé je v prvnim
pripadé ve sloupci 7 Sestek a 1 sedmicka, ve druhém pripadé v ném je 8 sedmicek (a neni
zadna Sestka).*

Zkoumejme dale jen pocty Sestek (stejné tispésné lze pracovat jen s pocty sedmicek).
S ohledem na jejich vyse urené mozné pocty oznacime k € (0;8) pocet radku, které
obsahuji 6 Sestek, a [ € (0;8) pocet sloupct, které obsahuji 7 Sestek. Jak vime, zbylych
8 —k radki obsahuje 1 sestku a zbylych 8 —[ sloupcii neobsahuje zadnou Sestku. Prehledné
to zachytime nasledujicim obrazkem (poradi fadka ani sloupcii nejsou podstatnd).

o~
X
6 Sestek

(8 — k)x

1 Sestka

7 Sestek 0 Sestek
% (8 =1)x

Nejdrive ukdzeme, ze nutné plati £ = [ = 4 (jak mame na obrazku). Z pocitani po
sloupcich plyne, zZe celkovy pocet Sestek v tabulce je 7l, tedy nasobek sedmi, ktery je
z pocitani po fadcich roven ¢islu k-6 + (8 — k) - 1 = 5k + 8. Pro mozna k € (0;8) je
vsak ¢islo 5k + 8 délitelné sedmi zfejmé pouze pro k = 4, kdy je rovno 28. To vSak uz
znamena, ze také [ = 4.

Situace k = [ = 4 ovSem nastat nemuze (jak napovidd pohled na nasi tabulku):
Z rovnosti [ = 4 plyne, ze ve 4 sloupcich neni zadna Sestka, takze v zddném tadku
nemohou byt vice nez ¢tyti Sestky. To je ve sporu s rovnosti £ = 4, kterd znamena, ze ve
¢tytech Tadcich je Sestek dokonce 6.

* Okamzité to plyne i z ivahy, Ze pocet Sestek v kazdém sloupci musi byt délitelny sedmi.
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P0zZNAMKA. Poznatek, ze nutné plati k = [ = 4, lze odvodit i ndsledujici ivahou
o souctu S vsech cisel v tabulce.

Jelikoz soucet cisel v kazdém radku je délitelny péti, je i ¢islo S délitelné péti. Stejnou
uvahou pro s¢itani po sloupcich zjistime, ze ¢islo S je rovnéz délitelné sedmi. Jelikoz ¢isla
5 a 7 jsou nesoudélnd, je soucet S délitelny i ¢islem 5-7 = 35. Navic ze s¢itani po radcich
(osm scitancu, kazdy jak vime roven 50 nebo 55) zjistujeme, ze ¢islo S lezi v intervalu
(8 -50;8 - 55) = (400;440). V ném se vsak nachdzi jediny ndsobek ¢isla 35, totiz ¢islo
12 - 35 = 420. Proto plati nutné S = 420, takze pocet Sestek N v celé tabulce splnuje
rovnici N -6+ (64— N)-7 = 420, ze které vychazi N = 28. V celé tabulce je tak 28 Sestek
(a 36 sedmicek), coz uz vede k rovnostem k = [ = 4.

Za uplné Feseni udélte 6 bodu. V nedplnych fesenich (véetné pokusi o dikaz sporem) ocelite ¢asteéné
vysledky nasledovné.

A1l. Spravna (tj. negativni) odpovéd (i bez zdiavodnéni, avsak slovné zapsand): 1 bod.

B1. Urc¢eni obou moznosti (6,2) a (1,7) pro pocty Sestek a sedmicek v kazdém radku: 1 bod.

B2. Uréeni obou moznosti (7,1) a (0,8) pro pocty Sestek a sedmicek v kazdém sloupci: 1 bod.

B3. Duikaz rovnosti k =1 = 4 (tj. pravé ¢tyii fadky jsou typu (6, 2) a pravé ¢tyti sloupce jsou typu (7, 1),
viz B1, resp. B2): 2 body.

B4. Spor v pripadé k =1 = 4: 1 bod.

C1. Spor v kazdém z pripadi, kdy neplati £ =1 = 4: 5 bodu.

Celkové pak udélte max (A1, B1 + B2 + B3 4+ B4, C1) boda.

Urcovani poctu Sestek a sedmicek v jednom Fadku nebo sloupci (¢ v celé tabulce) podle jejich
zadaného souctu je natolik zfFejmé, Ze je neni nutné popisovat (jako jsme to udélali my az pro soucet ¢isel
v celé tabulce v pozndmce za FeSenim).
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2. V oboru kladnych redlnijch cisel reste soustavu rovnic

2?2 +2y% = x4 2y+ 3z,
Y2+ 222 =20 + 3y + 4z,
22 4+ 22% = 3z + 4y + 52,

(Patrik Bak)

RESEN{. DokaZeme, Ze tiloha mé jediné feseni (z;y; 2) = (10/3;5/3;10/3).

Vsimnéme si, ze prava strana druhé rovnice je aritmetickym priimérem pravych stran
zbylych dvou rovnic. Odecteme-li proto podobné jako ve ¢tvrté tloze domaciho kola od
souctu prvni a tfeti rovnice dvojnasobek druhé rovnice, vyjde rovnice s nulovou pravou
stranou

(2% 4+ 2y%) + (2% 4+ 22%) — 2(y* +22°) =0 neboli 3z% — 32% = 0.

Jelikoz x a z jsou kladna cisla, plyne z toho x = 2. Po dosazeni = za z prejde puvodni

soustava do tvaru
2+ 2% = da + 2y = 2(22 + 1),

)
22 4 9% = 62 + 3y = 3(2z + 7)),
322 = 8w + 4y = 4(2x +y).
Porovnanim prvni a tietf rovnice dostavame 2(2?+2y?) = 4(2z+y) = 322, tedy 2% = 492,

z ¢ehoz s ohledem na x,y > 0 plyne z = 2y. Po dosazeni 2y za x prejde upravend soustava
do tvaru

6y* = 10y,
9y* = 15y,
1242 = 20y.

Jelikoz y # 0, je kazda ze t¥i rovnic ekvivalentni s y = 5/3. S ohledem na odvozené vztahy
x =2y a z = x tak nutné plati (z;y;2) = (10/3;5/3;10/3). Zkouska pti tomto postupu
neni nutna.

P0ozNAMKA. Pokud si nevSimneme z4vislosti mezi pravymi stranami zadanych rovnic,
muzeme na danou soustavu pohlédnout jako na soustavu tii linearnich rovnic s nezna-
mymi 22, 32, 2% a parametry z, y, z. Jejim feSenim dostaneme vyjadieni

9 3w +4y+52 9 Y+2z o 3r+4y+52
CTT e Y T T T

Ted uZ je ocividné, Ze plati 22 = 22 neboli z = z. Po dosazeni x za z tak z odvozenych
vyjadreni dostaneme

x2:8m—|—4y:4(2m—l—y) o 2x+vy

3 3 &y 3

Nyni vidime, ze 22 = 4y? ¢ili x = 2y. Nutné tedy plati rovnosti z = 2y = z. Dale uz
postupujeme stejné jako v ptuvodnim reseni.
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Doplime tuto poznamku jesté zminkou o jinych disledcich zadané soustavy rovnic,
kterymi jsou kvadratické rovnice pro dvé ze tii neznamych x, y, z. Pokud napiiklad od
dvojnasobku treti rovnice odec¢teme druhou rovnici, dostaneme

4o —y* = 2(3x + 4y + by) — (22 + 3y + 42) = 4x + 5y + 62.

Dosadime-li sem za z (¢i rovnou za 3z) z prvni rovnice, ziskdme pro nezndmé x, y po
snadné tipravé kvadratickou rovnici 422 — 5y? = 2z +y. Podobné po odecteni tfeti rovnice
od dvojnéasobku prvni rovnice lze uzitim druhé rovnice ziskat pro neznamé y, z rovnici
3y% = y+2z. Nejlepsi vysledek oviem dava odecteni prvni rovnice od dvojnasobku druhé
rovnice, kdy s prihlédnutim ke t¥eti rovnici ziskdme pro neznamé x, z rovnici 2% — 22 = 0.

Za Gplné feseni udélte 6 bodi. V zadném feseni absenci zkousky nalezeného feseni nepenalizujte.
V neuplnych fesenich ohodnotte ¢astecné vysledky nésledovné.

A1. Uvedeni feseni (x;y;z) = (10/3;5/3;10/3) (i bez zduvodnéni): 1 bod.

A2. Odvozeni alespon jedné z kvadratickych rovnic pro dvé nezndmé, kterd neni dusledkem vztahu
x = 2y = z, jako napt. 422 — 5y? = 22 + y nebo 3y% = y + 22z: 1 bod.

B1. Odvozeni vztahu = z: 3 body.

B2. Odvozeni vztahu x = 2y nebo z = 2y: 2 body.

Celkové pak udélte max(Al + A2, B1 + B2) bodu.
Pokud resitel eliminuje jednu z nezndmych, napriklad z, a to tak, ze vyjadreni z z prvni rovnice
dosadi do zbylych dvou rovnic, zadny bod neudélujte, neni-li pti pokusu o feseni ziskané soustavy dvou

rovnic ¢tvrtého stupné o dvou neznamych dosazeno vyznamného pokroku, jakymi jsou vztahy z A2, B1
nebo B2.
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3. Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC' se zdkladnou AB a bod P uvnitr jeho viysky
z vrcholu C. Primka AP protne kruznici opsanou trojuhelniku ABC v bode () # A.
Rovnobezka se zakladnou AB vedend bodem P protne rameno BC' v bodé R. Dokazte,
ze poloprimka QR je osou ihlu AQB. (Jaroslav Svréek)

RESENT. Z rovnobé&nosti PR || AB a ze shodnosti obvodovych thlt BAQ a BOQ
v kruznici k opsané trojihelniku ABC' plyne shodnost tthlit RPQ a RCQ. Skutecné,

[¥RPQ| = |¥BAQ| = |xBCQ| = |XRCQ).

Body P, R, Q a C tudiz lezi v tomto pofadi na jedné kruznici (tj. ¢tyfihelnik PRQC' je
tétivovy). Uvedeme dva zpusoby, jak feseni dokondit.

Proni zpusob. V kruznici opsané c¢tyruhelniku PRQC' jsou shodné obvodové thly
PQR a POR (viz obrazek 1 vlevo). Uhel PCR je vsak také shodny s tihlem PCA,
nebof v rovnoramenném trojuhelniku lezi vyska z hlavniho vrcholu na ose vnitiniho
uhlu. Konecné s prihlédnutim ke shodnym obvodovym thlim AC'B a AQB v kruznici k
dohromady dostavame

1 1
[¥PQR| = |xPCR| = 5|xACB| = |xAQB|,

a proto poloprimka QR je osou thlu AQ B, jak jsme méli dokazat.

Druhy zpisob. Oznacme S takovy bod, Ze tsecka C'S je prumérem kruznice k (viz
obrézek 1 vpravo). Jelikoz ¢tyitihelnik PRQC je tétivovy, je pravy nejen thel CPR,
ale i thel CQR, navic je pravy i thel C'QS v kruznici k. Shodnost thlt CQR a CQS
znamend, ze polopfimky QR a QS splyvaji. Diky rovnosti |AC| = |BC| plati i rovnost
|AS| = |BS|, tudiz bod S je stfedem toho oblouku AB kruznice k, ktery neobsahuje
bod @. Polopiimka @S neboli QR je tak skutecné osou thlu AQB, nebof shodnym
obloukiim AS a BS kruznice k prisluseji shodné obvodové thly AQS a BQS.

Obr. 1

JINE RESEN{. Ulohu vytesime, kdyz dokazeme, Ze bod R je stfedem kruZnice vepsané
trojuhelniku PBQ. K tomu staci oveérit, ze poloptimky PR a BC' jsou osami vnitinich
thla BPQ, resp. PBQ (viz obrazek 2). Provedeme to oddélené ve dvou odstavcich.

e K ose tuhlu BP(Q: Potrebnou shodnost thla BPR a QPR odvodime z toho, ze
PR || AB a 7e AB je zakladna rovnoramenného trojihelniku ABP. Odtud uz mame

|%BPR| = |«xPBA| = |*PAB| = |<QPR).
6
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e K ose uhlu PBQ): Pottebnou shodnost thli PBC a QBC odvodime z toho, ze tihel
PBC je podle osy C'P soumérné sdruzeny s thlem PAC a ze QAC a (QBC jsou
shodné obvodové thly v kruznici k. Odtud uz mame

|XPBC| = |xPAC| = |[¥QAC| = |xQBC]|.

Obr. 2

Za uplné reseni udélte 6 bodu. V neuplnych resenich ohodnotte ¢astecné vysledky nasledovneé.

Al. Ctyfihelnik PRQC je tétivovy: 3 body s ditkazem, 0 bodi bez dikazu.
A2. Dokonéeni dikazu za predpokladu Al (i nedokdzaného): 2 body.

B1. Poloptimka PR je osou ihlu BPQ: 2 body s dikazem, 0 bodu bez dikazu.
B2. Poloprimka BC' je osou thlu PBQ: 2 body s dikazem, 0 bodu bez dukazu.
B3. Dokonceni diukazu za predpokladi Bl a B2 (i nedokézanych): 1 bod.

Celkové pak udélte max(Al + A2, Bl + B2 + B3) bodu.
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4. UvazZujme nekonecnou posloupnost ag,ay, as, ... celych cisel, kterd splnuje podminky
ap 2 1 a anqq € {2022a, —1,2022a,+1} pro vsechny indexy n = 0. Dokazte, Ze kazdd
takova posloupnost obsahuje nekonecné mnoho sloZenych cisel. (Martin Melicher)

RESENI. Tvrzeni dokdZeme sporem. Piipustme proto, ze posloupnost obsahuje jen
konecné mnoho slozenych ¢isel, tedy ze od urc¢itého ¢lenu a,, véetné obsahuje posloupnost
uz jen prvodisla. JelikoZ posloupnost je rostouci (nebot pro kazdé ¢ = 1 plati 2022t +1 >
> 2022t — 1 > t), muzeme zminény index m vybrat tak, aby navic platilo a,, > 5, a tedy
i a; > 5 pro vSechny indexy 7 = m.

Zkoumejme zbytky clent a,,, Gyi1, G2, ... po déleni péti. Schéma na obrazku
vpravo znazornuje, které zbytky po déleni péti davaji ¢isla 2022¢ + 1 (modré Sipky)
a 2022t — 1 (Cervené Sipky) v zavislosti na tom, ktery zbytek dava cislo t. Protoze nami
zkoumané ¢leny a; (i = m) nejsou ndsobky péti (diky vybéru indexu m to jsou totiz
prvocisla vétsi nez 5), nezakreslili jsme do naseho grafu Sipky vychézejici z uzlu ¢t = 0.

2022t +1 (mod 5) o e

B

2022t — 1 (mod 5)

to/
\

Jelikoz nekonecna posloupnost prvocisel a,, @mi1, Gmao, . .. neobsahuje zadné ¢islo
delitelné péti, je ze schématu patrné, ze nastane praveé jeden ze tii pripadi:

a) Vsechny jeji ¢leny davaji zbytek 4.
b) Vsechny jeji ¢leny dévaji zbytek 1.
¢) Od jistého jejiho ¢lenu davaji ¢leny stiidaveé zbytky 2 a 3.

Kazdy z téchto tii pripadi dovedeme ke sporu podobnym zptisobem. Za tim tcelem
vzdy vyuzijeme pomocné tvrzeni, které v obecné podobé nejprve zformulujeme a doka-
zeme.

TVRZENI. Uvazujme nekonec¢nou rostouci posloupnost ¢isel xg, 1, T2, . .., kterd pro
kazdy index i = 0 spliiuje rovnost x;11 = q - x; +d, kde x9 =2 2, ¢ 2 1 a d jsou cela disla.
Pak néktery jeji clen x; je sloZené cislo.

Diikaz tvrzeni provedeme sporem podobné jako ve druhém feseni Sesté tlohy domé-
ciho kola. Predpokladejme tedy dale, Ze vSechny ¢leny xg, 1 x9, ... z naseho tvrzeni jsou
prvocisla.

JelikoZ je dand posloupnost rostouci, vybereme index i = 0 takovy, Ze ¢len z; je
roven takovému prvocislu p, které je s ¢islem ¢ nesoudélné. Dokazeme, ze se pak néktery

nasobek tohoto prvocisla p = z; rovna jednomu z vétsich prvocisel x;11, 249, ... Dikaz
sporem tak bude hotov.
Uvazme zobrazeni f:z — gz + d na mnoziné M, = {0,1,2,...,p — 1} vSech zbytka

po déleni p. Ukazme, ze zobrazeni f je prosté. Skutecné, ze vztahu

plf(z) = f(Z) = (gz + d) — (¢’ + d) = q(z — %)
8
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diky nesoudélnosti p a ¢ plyne p | z — 2/, takze pro riazné zbytky z,2’ € M, plati
f(z) # f(2/) (mod p). Podle ndvodné tlohy N3 k sesté tloze doméciho kola se proto
zbytky ¢isel x;, xi41, Tit2, . . . opakuji periodicky od prvniho mista (tj. bez predperiody).
Protoze zbytek prvniho ¢lenu z; = p je roven 0, ma stejny zbytek 0 po déleni prvocislem p
dokonce nekonecné ¢lent z; s indexy j > 7. Tim je ditkaz tvrzeni hotov.

Nyni uzitim dokazaného tvrzeni rozebereme vyse urcené pripady a)—c).

a) Pro kazdé i = m plati a;11 = 2022a; + 1, takze sporny zavér plyne okamzité z naseho
tvrzeni pro posloupnost @, @m,11, ... a hodnoty ¢ = 2022, d = 1.

b) Pro kazdé i = m plati a; 11 = 2022a; — 1, takZe sporny zavér plyne okamzité z naseho
tvrzeni pro posloupnost @, @m+1, ... a hodnoty ¢ = 2022, d = —1.

¢) Oznacme n = m néktery index, pro ktery plati a,, = 2 (mod 5). Pak posloupnost
(p, Ant2, Apayg, . .. pro kazdé k = 0 spliuje rovnosti

Ap4+-2k+2 = 20226Ln+2k+1 +1=2022- (2022an+2k — 1) +1=
= 2022% - a9 — 2021,

takze sporny zavér plyne z naseho tvrzeni pro posloupnost a,, a,12,dpig, ... a hod-
noty ¢ = 20222, d = —2021.

Tim je celé TeSeni tlohy hotovo.

Za Gplné TeSeni udélte 6 bodu. Poznatky z Feseni Sesté ulohy doméciho kola (véetné ndvodnych
a dopliujicich tdloh) lze prohlésit za zndmé. V neuplnych fesenich podle vzorového postupu ohodnotte
castecné vysledky nasledovneé.

A1l. Rozhodnuti uvazovat zbytky ¢lenu a; po déleni ¢islem 5: 0 bodu.

A2. Dtikaz, Ze nastane jeden ze t¥{ piipadu a), b), ¢): 3 body.

A3. Vyfeseni alespon jednoho z pfipada a), b): 1 bod.

A4. VyteSeni piipadu c): 1 bod.

Za neuplna reseni pak udélte A2 + A3 + A4 boda.



