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Ulohy doméci &asti . kola kategorie B

1. Pravouhly trojuhelnik mad celociselné délky stran a obvod 11990. Navic vime, Ze jedna
jeho odvésna md prvociselnou délku. Urcete ji. (Patrik Bak)

RESENI. V dotyéném trojihelniku oznaéme pismenem p prvodiselnou délku jedné
odvésny a pismeny a, b celociselné délky druhé odvésny, resp. prepony.

Rovnost z Pythagorovy véty p? + a? = b* piepiseme do tvaru

P =0"—a*=(b—a)(b+a).

Oba ¢initelé b+ a a b — a jsou ziejmé piirozend &sla. Cislo p? 1ze ovsem takto rozlozit na
soucin jen dvéma zptisoby: jako p-p a 1-p?. ProtoZe navic b — a < b+ a, musi nutné byt
b—a=1ab+a=p°

Podle zadani pro obvod naseho trojihelniku plati p4+a+b = 11 990. Dosadime-li sem
za a + b hodnotu p?, dostaneme p + p? = 11 990. Nyni mame nékolik moznosti, jak odtud
urc¢it hledané prvocislo p.

e Cislo p + p> = p(p + 1) je rovno ¢&islu 11990, jehoz rozklad na prvocinitele je
2-5-11-109. Odtud plyne, Ze p je jedno z prvocisel 2, 5, 11 nebo 109. AvSak rovnost
p(p+ 1) = 11990 z nich spliuje pouze p = 109 (kdy ptitom p+1=110=2-5-11).

e Uhodneme-li, ze rovnice z(z+ 1) = 11990 m4 feSeni x = 109, pak stac¢i dodat, Ze jina
kladnd Teseni v oboru kladnych realnych ¢isel neexistuji, nebot funkce y = z(z + 1)
je na intervalu (0, 00) zfejmé rostouci.™

e Kvadratické rovnice p? + p — 11990 = 0 m4 kofeny

—14++/1+47960 —14219

2 2
tj. p1 = 109 a ps = —110, z nichz prvocislem je pouze cislo 109.

P12 =

Zaver. Hledana délka odvésny je rovna 109.

POzZNAMKA. Zadani tlohy konstatuje, Ze trojihelnik popsanych vlastnosti existuje;
nasi ilohou bylo jen najit prvociselnou délku jeho odvésny, kterou jsme v nasem feseni
oznacili p. Vysla ndm jedind mozna hodnota p = 109. Provedme az nyni zkousku, ktera
ukaze, zda tloha byla zadana spravné, zda tedy popsany trojuhelnik skutecné existuje.
(Pokud bychom ovSem v feSeni dospéli k zavéru, ze v ivahu piipadd vice hodnot p, museli
bychom zkousku provést v samotném feseni, abychom zjistili, pro ktera z nalezenych p
trojihelnik zadanych vlastnosti existuje.)

Pro p = 109 z nagich rovnic b —a = 1 a b+ a = p* vychdzl a = %(p2 — 1) = 5940

ab=a+1 = 5941, coz jsou skutecné dvé prirozena c¢isla. Zbyva ovérit, ze urcena
¢isla p, a jsou odvésny a b je prepona nékterého pravouhlého trojuhelniku. To podle
obracené Pythagorovy véty nastane, pokud bude platit rovnost p? 4+ a? = b? neboli

p? = (b—a)(b+ a). Tuto rovnost oviem neni nutné ovéfovat numericky, nebof vime, Ze
plati b —a =1 a b+ a = p?. Zadani tlohy tedy bylo v poradku.

* Je-li totiz 0 < u < v, je také 0 < u+ 1 < v+ 1, a proto podle pravidla o nasobeni nerovnosti plati
u(u+1) <ov(v+1).
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NAVODNE A DOPLNUJicCT ULOHY:

NI.

N2.

D1.
D2.
D3.

D4.

Pro dané prvocislo p najdéte vSechny dvojice celych ¢isel ¢ a d, pro néz plati ¢ > d
acd = p? [(¢,d) = (p*,1) a (¢,d) = (—1,—p?). Protoze &1, £p a +p? jsou jedini
délitelé ¢isla p?, rozlozit p? na soudin dvou ridzngch celych ¢isel lze dvéma zpiisoby:
p>=1-p> = (=1) - (—p?). Uloze tak vyhovuji jen dvé vyse uvedené dvojice.]

Najdéte vSechna feseni (p, q) rovnice p? = ¢ — 28¢ + 52 v kladnych celjch éislech takova,
7e p je prvodislo. [(p,q) = (5,27) a (p,q) = (5,1). Po rozkladu pravé strany rovnice na
sou¢in mame p? = (¢—2)(q—26). Protoze pro ¢isla ¢ = ¢—2 a d = ¢—26 plati ¢ > d, jsme
v situaci z ilohy N1. Moznosti ¢ —2 = p?> Aq —26 =1, resp. ¢ —2 = —1 A q — 26 = —p?
vedou k vyse uvedenym TeSenim.]

Uréete viechny dvojice prvoéisel p a ¢, pro néz plati p + ¢® = q + p?. [55-B-11-1]

Uréete viechny dvojice prvoéisel p a g, pro néz plati p + ¢® = g + 145p%. [55-C-11-4]
Najdéte vSechny trojice a, b, ¢ kladnych celych ¢éisel takovych, Ze soucin (a+b)(b+c)(c+a)
je roven mocniné nékterého prvoéisla. [Ndvodnd tloha N2 k 69-A-1-6]

Najdéte vSechny trojice (p,q,r) prvoéisel, pro néz plati (p + 1)(g + 2)(r + 3) = 4pgr.
[60-A-111-2]


http://www.matematickaolympiada.cz/media/440701/B55ii.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/440704/C55ii.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/5435527/a69i.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/440775/A60iii.pdf
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2. Necht ABC' je ostrouhly trojihelnik s nejdelsi stranouw BC'. Uvnitr stran AB a AC
lezi po radé body D a E tak, Ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Oznacme F takovy bod,
zZe ABFC' je rovnobéznik. Dokazle, Ze |FD| = |FE|.  (Patrik Bak, Josef Tkadlec)

RESEN{. Protoze CE || BF a |BE| = |BA| = |FC| (viz obrazek vlevo), tak BFCE
je bud rovnoramenny lichobéznik, nebo rovnobéznik.* Rovnobéznik to ale byt nemuze,
protoze FC || BA }f BE. Je to tedy rovnoramenny lichobéznik. Podobné se ukaze, ze
CFBD je také rovnoramenny lichobéznik. Protoze thlopticky kazdého rovnoramenného
lichobézniku jsou stejné dlouhé,** mame |BC| = |FE| a |BC| = |FD|. Odtud uz plyne
|FD| = |FE|.

A

F

JINE RESENI. Z rovnobézniku ABFC' a rovnoramennych trojuhelniki ADC, AEB
plyne, Ze stejnou velikost o maji ¢tyti hly BAC, BFC, ADC a AEB (vyznacené na
obrézku vpravo obloucky). Proto thly BDC a CEB (vedlejsi k ADC| resp. AEB) maji
velikost 180° — av. Jelikoz jejich vrcholy D a E lezi v opacné poloroviné s hranici BC' nezli
vrchol F ihlu BFC' o velikosti a, jsou oba ¢tyithelniky BFCD a BFCE tétivové. ***
Odtud dostavame, ze body B, F', C', E, D lezi na jedné kruznici. Ze shodnosti jejich
obvodovych thla FBD a FCFE (jakozto protéjsich vnitinich hli rovnobézniku ABFC)
plyne shodnost tétiv F'D a F'E. Jsme hotovi.

JINE RESEN{. Z porovndni rovnoramennych trojihelniki ADC a AE B plyne, Ze thly
ADC a AEB jsou shodné. Proto jsou také shodné s nimi stiidavé thly FCD a EBF.
Pro trojuhelniky FCD a EBF to spolu s rovnostmi |CF| = |BE| a |CD| = |BF| (viz
prvni Teseni) znamend, ze jsou shodné podle véty sus. Proto jsou shodné i jejich treti
strany F'D a F'E, jak jsme meéli dokéazat.

* Viz ndvodnou tlohu NT.

** Viz navodnou tlohu N3.
o Konvexni ¢tyithelnik je tétivovy, prdvé kdyz je soudet velikosti dvou jeho protéjsich vnitinich hla roven
180°. Toto tvrzeni a jeho diikaz najdete najdete na str. 20 brozury Kruznice ze Skoly mladych matematik.
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Dokazte zndmé tvrzeni: Pokud v konvexnim étyithelniku PQRS plati PQ || RS a |QR| =
= |PS|, pak je PQRS bud rovnobéznik, nebo rovnoramenny lichobé&znik. [Rozlisme, zda
kromé obou podminek ze zadani plati jesté |PQ| = |RS| ¢i nikoliv. Pokud ano, jsou
trojihelniky PQR a RSP shodné podle véty sss, a tak jsou shodné stiidavé thly PRQ)
a RPS; plati tudiz QR || PS, ¢ili PQRS je rovnobéznik. V piipadé, kdy |PQ| # |RS]|,
muzeme s ohledem na symetrii predpokladat, ze |[PQ| > |RS|. Tehdy uvniti strany PQ
zvolime bod T tak, aby platilo |PT| = |RS|. Spolu s PT || RS to pak znamend, ze
konvexni ¢tyfthelnik PT RS je rovnobéznik. Z ného a z trojihelnitku TQR vidime, ze
PS || TR} QR, takze PQRS je rovnoramenny lichobéznik.]

Uvazme situaci ze soutézni ulohy. Najdéte dva rovnoramenné lichobézniky s vrcholy
v bodech A, B, C, D, E, F. [BFCD a BFCE. Plyne to z tvrzen{ uvedeného v tloze
N1.]

Dokazte znamé tvrzeni o shodnosti thlopricek kazdého rovnoramenného lichobézniku.
[Mé&jme rovnoramenny lichobéZnik PQRS s delsi zékladnou PQ a pokracujme v tivahdch
z TeSeni 1lohy N1: Protoze v trojihelniku TQR méme |TR| = |QR], je thel RQT shodny
s uhlem RTQ, ktery je rovnéz shodny se souhlasnym thlem SPQ. Lichobéznik PQRS
tak m4 shodné oba vnitini thly pfi zdkladné PQ, a proto kyZend rovnost |PR| = |QS]
plyne z trojihelniki PQR a QP.S, shodnych podle véty sus.]

Necht D je libovolny vnitini bod strany AB trojuhelniku ABC. Na poloptimkich BC
a AC zvolme po fadé body E a F tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| = |AF|. Dokazte,
ze body C, E, F a stfed I kruznice vepsané trojuhelniku ABC lezi na téze kruznici.
[63-B-1-3]

V ostrotihlém trojihelniku ABC jsou AA’ a BB’ jeho vysky. Kolmy primét bodu A’ na
vysku BB’ ozna¢me D. Predpokladejme, Ze kruznice prochézejici body B, C, D protne
stranu AC' v jejim vnitinim bodé E. Dokazte, ze |DE| = |AA’|. [70-B 1 3]

Je dén pravouhly trojihelnik ABC' s pravym thlem pfi vrcholu C'. Necht D je libovolny
vnitini bod odvésny AC a p kolmice z bodu D k preponé AB. Oznac¢me E # D bod
piimky p takovy, Zze body A, B, D, E lezi na kruznici. Oznacme jesté F' prusecik piimek
p a BC. Dokazte, ze |AE| = |AF|. [70-B-11-3]

V konvexnim ¢tyfthelniku ABCD plati [XABC| = [XACD| a |XACB| = |XADC|.
Predpokladejme, ze stifed O kruznice opsané trojihelniku BCD je ruzny od bodu A.
Dokazte, ze ihel OAC je pravy. [67-A-T-5]

Necht ABCD je tétivovy Ctyfuhelnik s navzdjem kolmymi dhlopfickami. Ozna¢me po
fadé p, q kolmice z bodi D, C na pifimku AB a ddle X prusecik primek AC a p a Y
prusecik pfimek BD a g. Dokazte, ze XY CD je kosoctverec nebo ¢tverec. [55-A-1-3]


http://www.matematickaolympiada.cz/media/1429511/b63i.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/6631128/b70i.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/6636725/b70ii.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/4189617/a67i.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/440695/A55i.pdf
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3. Urcete pocet devitimistniych cisel, v nichZ se cislice 0 — 9 vyskytuji nejvyse jednou
a v nichZ se soucty cislic na 1. aZ 3. misté, na 3. aZ 5. misté, na 5. aZ 7. misté a na
7. aZ 9. misté vSechny rovnaji témuz cislu 10. Najdéte rovnézZ nejmensi a nejvétsi
z téchto cisel. (Jaroslav Zhouf)

RESEN{. Uvazme libovolné vyhovujici éslo. Podle zadéani je v jeho dekadickém zépisu
abede f ghi devét riuznych ¢islic. Desdtou (nezastoupenou) ¢islici oznadime j.
Vime, ze plati

a+b+c=10, c+d+e=10, e+ f+g=10 a g+ h+i=10.
Sec¢teme-li tyto ¢tyTi rovnosti, dostaneme
(a+b+c+d+e+ f+g+h+i)+ (c+e+g)=40. (1)
Zaroven vime, ze
a+b+ctd+etf+g+h+itji=0+1+2+4...+9=145

tj,a+b+c+d+e+ f+g+h+i = 45— j. Po dosazeni do (1) dostavame
(45 — j) + (c+ e+ g) = 40, odkud j = 5+ (¢ + e + g). Protoze vSak j < 9
acte+g=0+1+42=3, prorovnost j =5+ (¢ + e+ ¢g) madme jen dvé moznosti:
bud plati j = 8 a {¢,e,g} = {0,1,2}, nebo plati j = 9 a {c,e,g} = {0,1,3}. Oba tyto
navzajem se vylucujici pripady ted posoudime oddélené.

1. Pripad j = 8 a {c,e,g} = {0,1,2}. Protoze ¢islice j = 8 v uvazovaném ¢isle chybi,
nemohou v ném ¢islice 0 a 2 byt spolu v zadné trojici, ktera dava soucet 10. Proto
z rovnosti c+d+e =10 = e+ f + g plyne {0,2} # {c,e} a {0,2} # {e, g}, takze
podle {c, e, g} = {0, 1,2} musi platit {0,2} = {c, ¢}, a tudiz e = 1. Z obou moZnosti
(c,9) = (0,2) a (¢,g9) = (2,0) podrobné rozebereme tu prvni. Poznamenejme i zde
ziejmy fakt, ze obé moznosti se navzajem vylucuji.

Necht tedy ¢ = 0 a g = 2. Pak ¢tyfi podminky na soucty ¢islic (zapsané ivodem
feseni) budou (rovnéz s prihlédnutim k e = 1) splnény, pravé kdyz bude soucasné
platit a+b=10,d =9, f = 7 a h+ 1 = 8. Pro dosud neurcené cislice navic plati
{a,b,h,i} = {3,4,5,6}. Je proto {a,b} = {4,6} (dvé moznosti - bud a =4 a b =6,
nebo naopak) a {h,i} = {3,5} (také dvé moznosti). Tim ziskdavame 2-2=4 vyhovujici
¢isla (460917235, 460917253, 640917235, 640917 253).

Podobnym zptisobem lze rozebrat druhou moznost ¢ = 2, g = 0 a ziskat tak dalsi
¢tyti vyhovujici ¢isla. Misto toho si vSak stac¢i uvédomit, ze volbou ¢ = 2, g = 0
ziskame praveé ta cisla, ktera maji opacné poradi ¢islic nezli ¢isla ziskand pri prvni
volbé ¢ = 0, g = 2; bude jich tedy stejny pocet. Piipadu 1 tedy odpovida celkem
4 4+ 4 = 8 vyhovujicich ¢isel.

2. Pripad j =9 a {c,e,g} = {0,1,3}. Postupujme podobné jako v piipadé 1 a pisme
proto misty strucnéji: Protoze cislice j = 9 v hledaném ¢isle chybi, nemohou v ném
¢islice 0 a 1 byt spolu v zaddné trojici, ktera dava soucet 10. Proto z rovnosti
c+d+e =10 = e+ f + g tentokrat plyne {0,1} = {c,g} a e = 3. Prvni
moznost (¢,g) = (0,1) vede k podminkdm a +b = 10, d =7, f =6, h+1i =9
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a {a,b,h,i} = {2,4,5,8}. Tedy {a,b} = {2,8} a {h,i} = {4,5}, coz davd opét
¢tyti vyhovujici ¢isla. Druhd moznost (¢, g) = (1,0) dava diky symetrii ¢tyfi dalsi
vyhovujici ¢isla, takze v pripadé (2) je jich dohromady opét 8.

Shrnéme vysledky obou piipadii 1 a 2: Protoze jsme zadné ¢islo nikde nezapocitali
dvakrat, vyhovujicich ¢isel je celkem 8 + 8 = 16. Nejvétsi z nich bude podle naseho
rozboru zacinat Cislici @ = 8 z pripadu 2, kdy b = 2 a {h,i} = {4, 5}, bude to tedy ¢islo
820736 154. Podobné nejmensi vyhovujici ¢islo bude zac¢inat ¢islici a = 2 z pripadu 2
a bude to ¢islo 280 736 145.

Zaver. Pocet vyhovujicich ¢isel je roven 16. Nejvétsi a nejmensi z nich jsou 820 736 154
a 280736 145.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Soucet deviti navzdjem ruznych &islic je 42. Které jsou to ¢islice? [VSechny kromé trojky.
Protoze 0 + 142+ ... 4+ 9 = 45, musi chybét ¢islice rovna 45 — 42 = 3]

N2. Navzajem ruzné d¢islice a, b, ¢, d splnuji rovnost a + b + ¢ + 6 = d. Které jsou to ¢islice?
{a,b,c} ={0,1,2} a d =9. Plyne to z nerovnosti a + b+¢=20+1+2=3ad < 9]

N3. Pétimistné ¢islo obsahuje kazdou z ¢islic 1, 3, 5, 7, 9 pravé jednou a soucet prvnich
ti{ ¢islic tohoto €isla je roven soucétu poslednich t¥{ éislic. Kolik je takovych &isel? [24.
Cislo se zapisem abcde, kde {a,b,c,d,e} = {1,3,5,7,9}, je vyhovujici, pravé kdyz plati
a+b+c=c+d+eneboli a+b = d+ e. Z posledni rovnosti dvou sudych cisel
plyne, Ze soucet ¢isel ve Ctyfprvkové mnoziné {a,b,d, e} je délitelny Ctyfmi, takZe z péti
podmnozin ptichézeji v ivahu pouze tii: {3,5,7,9}, {1,3,7,9} a {1, 3,5, 7}. Odpovid4 jim
vzdy jediné rozdéleni na dvé dvojice se stejnym souctem: 3+9 =547, resp. 1+9 = 3+7,
resp. 1 +7 = 3 + 5. Kazdou vyhovujici ¢tvefici (a, b, d, e) tedy uréime tak, ze nejprve
vybereme jednu z téchto rovnosti (3 moznosti), pak jednu jeji stranu prifadime mnoziné
{a, b} a druhou stranu mnoziné {d, e} (2 moznosti) a nakonec rozhodneme, ktery ze dvou
prifazenych s¢itanci je a a ktery ze dvou prifazenych s¢itanci je d (2 - 2 = 4 moznosti).
Hledany podet vyhovujicich ¢isel je tedy 3 -2 -4 = 24,

N4. Pokud bychom v zadani soutézni ulohy pozadovali, aby se uvazované soucty cislic
rovnaly 9 namisto 10, pak by takové ¢islo neexistovalo. Dokazte. [Pfipustme existenci
vyhovujictho ¢isla se zapisem abede fghi, a nezastoupenou ¢islici ozna¢me j. Pak plati

36=4-9=(a+b+c)+(c+d+e)+(e+f+g)+(g+h+i)=
=(a+btctdt+e+f+g+h+it+j)—j+(ctetyg) =
=45—j+(c+e+g)245—-9+ (0+1+2) =39,

a to je spor.]

D1. Pétimistné cislo obsahuje kazdou z dislic 0, 1, 3, 5, 8 pravé jednou a soucet prvnich
tTi ¢islic tohoto cisla je roven souctu poslednich tri ¢islic. Urcete Cislici na misté stovek
takového éisla. [Cislice 1. Pro takové &islo abede se stejné jako v tiloze N3 odvodi podminka
a+b = d+e. Ukdzeme, ze to pri zadanych cislicich to musi byt rovnost typu 0+8 = 3+5
(,typu“ znamend ,az na poradi s¢itanct i obou sou¢tia*). Nejdiive rozhodneme, zda ¢islice
a, b (a tedy ¢islice d, e) maji stejnou ¢i riznou paritu. Protoze mame k dispozici dvé sudé
Cislice 0, 8 a t¥i liché ¢islice 1, 3, 5, v pfipadé ruznych parit éislic v obou dvojicich (a, b)
a (d, e) by rovnost a+b = d+e byla typu 0+ = 8+y s vhodnymi &islicemi z, y € {1, 3,5},
coz je ziejmé spor. V obou dvojicich (a, b) a (d, e) jsou tedy €islice téze parity, takze zfejmé
to jsou jednou dvé sudé a jednou dvé liché ¢islice. Rovnost a+b = d+ e je tak nutné typu
0+ 8 =z +y, kde zfejmé = 3 a y = 5. Odtud plyne {a,b,d,e} = {0,3,5,8}. Cislice c
na misté stovek tedy nutné musi byt ,,zbyla“ ¢islice 1. Dodejme, Ze zkoumané pétimistné
¢islo skutefné existuje, napt. to je 80135.]

D2. Najdéte vsechna ¢tyfmistnd ¢isla abed s cifernym souctem 12 takova, ze ab — cd = 1.
[69-C-T-1]


http://www.matematickaolympiada.cz/media/5435714/c69i.pdf
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4. Urcete pocet redlnijch koreni rovnice x|x + 6A| = 36 v zdvislosti na redlném parame-
tru A. (Vojtéch Balint)

RESEN{. PopiSeme nejprve, jak ziskat graf funkee f(z) = x|z +6A| z grafu kvadratické
funkce g(x) = x(x+6A). Jeji souvislost s funkei f je ziejma: Je-li x =2 —6A4, jex+6A = 0,
a proto |x + 6A| = = + 64, tudiz f(x) = g(z). Je-li naopak z < —6A, je z + 6A < 0,
a proto |[z+6A| = —(z+6A), tudiz f(z) = —g(z). Na intervalu (—6A, co) tak grafy obou
funkei f a g splyvaji. Na ,dopliikovém* intervalu (—oo, —6A) jsou oba grafy soumérné
sdruzené podle osy x, takze tuto c¢ast grafu f dostaneme, kdyz prislusnou c¢ast grafu g
»preklopime” podle osy x. V dalsim odstavci tento postup konkretizujeme.

Vime, e grafem kvadratické funkce g(x) = z(z +6A) = 22 + 6 Az je parabola s osou,
kterou je piimka z = —3A. Parabola je pritom diky kladnému koeficientu u ¢lenu z?
yrozeviena nahoru a protind osu x v bodech x =0 a x = —6A, které v pripadé A =0
splyvaji v bod dotyku paraboly s osou x. Tato parabola je na néasledujicich tfech obrazcich
vykreslena jako seda cara bez popisku. Modfie je pak prikreslen vysledny graf funkce f
s popiskem y = z|x + 6A|.

N vy
y==k - y==k
—6A4, —3A . .
/O T 19) T O\ —3A /—6A4 T
y = x|z + 64 y = z|z| y = x|z + 64
Pripad A > 0 Piipad A =0 Piipad A <0

Nasim tkolem je uré¢it pocet redlnych kofent rovnice x|z + 6A| = 36. Geometricky
vzato, je to vlastné pocet prisecikt grafu funkce f s ptimkou o rovnici y = 36. Do kazdého
ze tii obrazki je proto uz ¢ervené prikreslena i jedna z ptimek y = k s (bliZe neurcenym)
parametrem k > (. Predstavime si totiz polohu této primky pro rizné hodnoty £k a odtud
ucinime potiebné zavéry.

Piedné z prvnich dvou obrézkiu vidime, ze pro piipady A > 0 a A = 0 je pocet
prusecikt je roven 1, a to nejen pro k = 36, ale pro jakékoli k > 0. Z tietiho obrazku
vysledku porovnani hodnoty k = 36 s y-ovou souradnici vrcholu ,,modré“ paraboly. Tato
soufadnice je rovna hodnoté f(—3A) = —3A4 .| — 3A + 64| = 9A% Pocet priseciki
tak bude 3, resp. 2, resp. 1, bude-li zaporny parametr A spliiovat podminku 36 < 9A42,
resp. 36 = 9A2, resp. 36 > 9A42, bude-li tedy platit A < —2, resp. A = —2, resp.
—2 < A < 0. Posledni pripad mtuzeme ve shrnujici odpovédi spojit do jednoho s drive
vyresenymi pripady A =0a A > 0.

Zdver. Pro kazdé A < —2 maé rovnice praveé tii feseni, pro A = —2 pravé dvé feseni
a pro kazdé A > —2 pravé jedno Teseni.
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JINE RESENI. Zadanou rovnici x|z + 6A| = 36 vyfesime standardnim algebraickym
postupem, pri kterém se ,,zbavime“ absolutni hodnoty tim, Ze rovnici vyfesime oddélené
na intervalech, kde plati x +6A > 0, resp. x + 6A < 0. Zbyld moznost x + 6A = 0 je
tvarem rovnice zfejmé vyloucena.

1. Necht z € (=64, 00). Resfme rovnici x(z + 6A4) = 36 neboli 2% + 64z — 36 = 0. Pro
jeji diskriminant D plati D = (6A4)2+4-36 > 0, takZe rovnice m4 pro kazdou hodnotu
parametru A dva redlné kofeny xo < x; dané vzorci

_ —6A+VD

T12 =
2

Diky ostré nerovnosti D > (6A4)? plati i nerovnosti v'D > 64 a VD > —6A, které
po fadé znamenaji, ze

_ —6A—-VD

_ —64+VD
2

) < —6A a T = 9 —6A.
V uvazovaném oboru (—6A4, c0) ma tedy rovnice pravé jeden kofen — ¢islo z1, at je
hodnota A jakakoli.

2. Necht z € (—o0, —6A4). Resime rovnici z(—z — 6A4) = 36 neboli 22 + 6Az + 36 = 0.
Jeji diskriminant D’ ma hodnotu D' = (6A)? — 4 - 36 = 36(A? — 4). Pro parametr A
nyni musime rozlisit t¥i pripady:

(i) Pokud |A| < 2, je D’ < 0 a rovnice tak nemé realné koteny.
(ii) Pokud |A| = 2, je D" = 0 a rovnice tak mé dvojndsobny koten rovny ¢islu —3A.
Ten vsak lezi v uvazovaném oboru (—oo, —6A4), pravé kdyz plati —3A < —6A ¢ili
A < 0. Ze dvou hodnot A = £2 to spliuje pouze A = —2.
(iii) Pokud |A| > 2, je D' > 0 a rovnice tak ma dva redlné kofeny x4 < x3 dané vzorci

—6A+ VD

xr34 =
2

Vsimnéme si, ze VD' = 6V A2 —4 < 6V A% = 6|A|. RozliSme nyni, zda A > 2,
nebo zda A < —2. Pokud A > 2, je v D' < 6A, odkud mame

—6A — VD'
$3>$4:#>—6A,

takze v uvazovaném oboru (—oo, —6A) nema rovnice zadny koren. Pokud A < —2,
je vV D' < —6A, odkud mame

—6A+ VD' -

—6A
2

Ty < X3 =

takze v nasem oboru (—oo, —6A) m4 rovnice dva kofeny — obé ¢isla x5 4.

Shrneme-li zjisténé skutecnosti, dojdeme ke stejnému zavéru jako u prvniho reseni.
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NAVODNE A DOPLNUJicCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

Najdéte minimum funkce f(z) = z(z + 6). [f(—3) = —9. Kvadratickd funkce s kladnym
koeficientem u z?, kterd ma dva realné kofeny, nabyva svého minima presné uprostied
mezi témito kotreny, v daném pripadé mezi body x = 0 a x = —6. Lze také vyuzit identitu
z(r+6) = (z+3)%—-9]

Urcete pocet feSeni rovnice z(z 4+ 6) = K v zdvislosti na redlném parametru K. [Grafem
kvadratické funkce na levé strané rovnice je parabola. Dle N1 nabyvd tato funkce
minimélni hodnoty —9. Odtud plyne, Ze rovnice ma pro K = —9 jedno feseni, pro K > —9
dvé feSenf a pro K < —9 nem4 zédné feSeni.]

Nadrtnéte graly funkel f(z) = x|z + 6] a g(z) = x|z — 6|. |

¥4 WY

O.VZ‘ ) 6 = }

y=x(x —06)

y = x|z + 6| y = x|z — 6

V oboru realnych éisel z feste rovnici (a—2)2? —2az+2a—3 = 0, kde a je redlny parametr.
[Jak algebraické, tak geometrické FeSeni najdete na str. 45-50 brozury O rovnicich
s parametry ze Skoly mladych matematiki.]

Najdéte vSechny dvojice (a, b) redlnych parametri, pro néz ma soustava rovuic |z|+y = a,
2|y| —x = b pravé tfi feseni v oboru redlnych ¢isel, a pro kazdou z nich tato fesen{ urcete.
[66-B-1-2]

V kartézské soustavé souradnic Ouv zndzornéte mnozinu vSech bodu [u,v], kde u > 0,
pro néz m4 rovnice |22 — uz| + vz — 1 = 0 s nezndmou x pravé tii rlizna redlnd Feseni.
[52-B-1-6]

Urcete nejmensi redlné c¢islo m, pro néz lze najit redlna cisla a, b tak, aby nerovnost
|22 4 azx + b| < m platila pro kazdé = € (0,2). [65-A-1-2]


https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403490
https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403490
http://www.matematickaolympiada.cz/media/3308689/b66i.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/440660/B52i.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/2046298/a65i.pdf
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5. Pravidelny n-tuhelnik oznacme AjAs...A,. Bod Az zobrazime v osové soumeérnosti
s osou AsAy, ziskdme bod Af. Pak bod A} zobrazime v osové soumérnosti s osou
Ay As, ziskdme bod Af. Pro kterd n 2 4 je bod A% totozng s prisecikem primek Ay A
a AsAs? (Jaroslav Zhouf)

RESENI. Ozna¢me S stied kruznice opsané n-thelniku A; As...A,,. Protoze stiedovy
uhel A;SA;11 je roven @ pro kazdé ¢ = 1,...,n — 1, vSechny ostré obvodové thly nad
tetivami A; A; 11 maji velikost %. Ctyfi z nich jsou na obrazku vyznacené Gervené. Pro
n = 4 je soucet velikosti téchto 4 cervenych tthli roven 180°, a tedy piimky A; Ay a A3Ay
jsou rovnobézné, coz nejmensi hodnotu n = 4 vylucuje. Pro déle uvazovana n = 5 je
soucet velikosti ¢tyT cervenych tthli mensi nez 180°, tedy prusecik piimek Ay Ay a AzAy
lezi na ,,sbihajicich se* poloprimkach A; Ay a A4A3z jako na obrazku 1.

Podle dvou shodnych cervenych thlia u vrcholu A4 je polopiimka A4As osou thlu
A3A4Aq, a tudiz bod A% (obraz Az v osové soumérnosti podle A4As) lezi na poloptimce
A4Aq, ato, jak napovida obrazek 1 a jak dale bude vyuzito, uvnitt isecky A4 A;. Skutecné,
potfebnd nerovnost |AsAy| < |A;A4| plyne z trojihelniku A; AsAy4, ve kterém diky
nasemu predpokladu n = 5 plati

AL A) Ay = 180 <(n—3)- 180 _180° — 3 - 180
Podobné nyni ze shodnych thli u vrcholu A; plyne, Ze bod A} (obraz Aj v osové
soumérnosti podle A; As) lezi na polopfimce Ay As. Jelikoz toto plati pro kazdé n 2 5, je
nasi tlohou zjistit, kdy bod A% lezi také na polopiimce A4As, neboli kdy thel A5 A3A,
je primy.

— |2 A AsAyl.

180°

n

Z rovnoramenného trojihelniku Az A5 A4 mame |KA5A3A,| = 90° —

| A1 AsAY| = |5 A1 AsAy| — | A A3 Ay =

.1 o 1 o o
:(1800—3 80 )_(900_ 80):900_360'

a proto

n n n

Urceny thel A3 AsA% je vSak shodny se soumérné sdruzenym thlem A; A3 A%, takze tihel
Af A3 AL mé dvojnasobnou velikost. Mame tak vSe pripraveno k potfebnému vyjadieni
uhlu AgA3A42

| X AGA3Ay| = | X AFA3AL| + | X AL A3 Ay = 2 - | X A1 A3 AL| + [ XA A3 Ay| =

[0) 1 o .1 [0) _1 .1 o
:2'<900_360)+(900_ 80):3.900_5 80° _ (3n—10) - 180°

n n n 2n

10
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Posledni vyraz ma ziejmé pozadovanou hodnotu 180°, prave kdyz plati 3n — 10 = 2n
neboli n = 10. Tedy pouze pfi tomto n lezi bod A% na obou piimkach A; Ay a AsAy.

Zaver. Jediné vyhovujici ¢islo n je rovno 10.

JINE RESENI. V prvni ¢asti feseni{ budeme predpokladat, ze bod Aj splyva s priise-
¢ikem primek A;Ag a AszAy,, a ukdzeme, ze pak nutné n = 10.

Nejprve se jako v prvnim feseni zduvodni, ze n = 5 (jinak zminény prusecik
neexistuje), ze Aj lezi na polopfimce A4A; a ze prusecik Af primek A; Ay a AsAy je
presnéji prusecikem polopiimek A;As a Ay4As. Uvazme jesté bod A}, ktery je obrazem
bodu Ay v soumérnosti s osou AjAs, takze lezi na poloptimce Ay A4. Lze dokazat, zZe
body Af, As, A%, As, A} jsou vrcholy pravidelného pétithelniku. Nam vsak bude stacit
ukazat, ze se jedna o pétithelnik s péti navzdjem shodnymi vnitinimi tihly.*

Nyni podrobné vysvétlime, jak je nase situace ,symetricka”. Jelikoz thly Ay AszAs
a A3Ai1 Ay jsou shodné, jsou tétivy A1 A4 a As Az kruznice k opsané nasemu n-ihelniku
rovnobézné. Osy obou tétiv jsou tedy také rovnobézné a obé prochazi stredem kruznice k,
jsou tedy nutné totozné. Tato spolecnd osa, kterou oznacime o, je tedy osou soumérnosti
rovnoramenného lichobézniku Ay As A3 Ay, takze na ni lezi i prasecik A% polopiimek A; Ay
a AsAy. Podle osy o jsou navic soumérné sdruzené i body A, a A§ (plyne to z jejich
konstrukce). Diky tomu jsou body A) a Af soumérné sdruzené podle primky AsA,.
Skutecne, jelikoz primka A;As je osa tsecky A5A%, po uplatnéni soumérnosti s osou o
dostaneme totéZ pro obraz piimky A; As a obraz usecky A4 A4, kterymi jsou piimka Ay Ay
a usecka A5 AY.

Povsimnéme si nyni, ze vzdéalenost bodu A4 od osy o je mensi nezli délka tisecky A4 A%,
kterd je shodna s tiseckou A4A%. Tudiz bod A), polopiimky A4A; lezi ve stejné poloroviné
s hranici o jako bod A; (a symetricky bod Aj ve stejné poloroviné jako bod A4). Tim jsme
dokazali, ze A4 As AL A3 A% je skuteéné pétithelnik (jehoz hranice sama sebe neprotind).

Konecné ukazeme, ze vSechny vnitini tthly tohoto pétitthelniku jsou shodné. Shodnost
thlt u vrcholi Ay a A plyne ze soumérnosti s osou A;As. Z téZe soumérnosti plyne
i shodnost thli u vrcholt A5 a A%. Podobné ze soumérnosti s osou Ay A4 ziskdme shodnost
thli jak u vrcholi Az a Aj, tak u vrchola A% a Af. Tim je dokdzano, ze vSech pét thla
ma stejnou velikost.

* Takovy pétithelnik je zFejmé pravidelny, pokud mu lze opsat kruznici. V nasi situaci je jeji existence
patrna z obrazku 2. Skutecné, pro prusecik P uzitych os As A4, A1 A3z totiz plati |[PAs| = |PAS| = |PAY|
a |PAs| = |PAS|; ovSem ze soumérnosti naseho n-thelniku plyne rovnéz |PAs| = |PAs|, takze P je stied
kyzené kruznice.
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Jelikoz soucet vnitinich thli libovolného pétithelniku je 3-180°, maji vSechny vnitini
uhly naseho pétithelniku velikost 3 - % = 3-36° = 108°. Uzijme to pro thel AyAfA;
neboli thel A1 A5 A,. Z trojuhelniku Ay A5 Ay tak ziskdme

180° 180°

= 180°, mneboli
n n

108° +4 -

= 18°,

a tedy nutné n = 10, jak jsme slibili ukazat.

V druhé ¢asti feseni dokazeme, zZe hodnota n = 10 skutec¢né vyhovuje. V pravidelném
desetitthelniku A;As ... Ajg ozna¢ime pismenem B prusecik polopiimek A;As a AyA3
a uvazime bod A% ze zaddni tlohy (obraz bodu As v soumérnosti s osou AsA,), viz
obrazek 3.

Obr. 3

Protoze velikost Cervené oznacenych uhla je % = % = 18°, lze z trojuhel-
niku A; BA, dopocitat [€A; BA4| = 180° — 4 - 18° = 108°. Z rovnoramenného troji-
helniku AjA3A4 pak ziskdme [5A4A5A3| = £(180° — 2 - 18°) = 72°. Velikost vedlejstho
thlu A3 A5 A, je tedy 108°. Proto jsou trojuhelniky AsA; A5 a A3Ay B podle véty uu po-
dobné, a tedy (diky spole¢né strané A; Ag) shodné. Odtud uz plyne, ze body B a Aj§ jsou

soumeérné sdruzené podle piimky A;As, a tudiz B = A%, jak jsme chtéli dokazat.

JINE RESENI. Nejprve se jako v prvnim feSeni ukdze, Ze n # 4 a Ze pro kazdé n = 5
se polopiimky A;As a A4Asz protinaji. Ozna¢me B jejich prusecik, S stied strany AsAs
a P prusecik uhlopricek A; Az a AsAy.

Osa strany As Az je osou soumeérnosti pravidelného n-thelniku, dvojice primek A;As,
A3Ay, resp. A1As, Ay Ay jsou dle ni soumérné sdruzené, body P, S, B tak na této ose
lezi a thel PS Az je pravy.

12
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Je znamo, zZe slozeni osovych soumérnosti podle piimek Ay A4 a A; A3 je otoceni kolem
jejich pruseciku P o dvojnasobek uhlu, ktery tyto primky sviraji; ozna¢me o = | A4 P As|
jeho velikost. Pokud je bod B obrazem bodu Az v tomto otoceni, je velikost ihlu A3 PB
rovna 2q, ze soumérnosti je velikost thlu A, PB rovnéz 2«. Primy thel A4PA; ma tak
velikost Ha, proto @ = % = 36°. Velikost tthlu PA3S je z pravouhlého trojihelniku
PSAs tudiz rovna 90° — 20 = 18°.

Stejné jako v prvnim fteSeni si uvédomme, zZe pravidelny n-thelnik ma velikost
stredového thlu nad jednou stranou rovnu % a velikost obvodového 1ihlu nad ni %.
Dostaneme tak 18° = [£PA3S| = |¥ A1 4345| = BE | odtud nutné n = 10.

Nyni dokézeme, ze n = 10 skutecné vyhovuje zadani tlohy. V pravidelném deseti-
thelniku plati |£A;AzAs| = % = 18°, z pravouhlého trojuhelniku PSAj3 je velikost
shodnych thli BPA3 a BPAs rovna 72°, tedy velikost ithlu A3P Ay je 36°. K tomu, aby
bod B byl obrazem bodu Az v otoceni se stfedem P o thel 72° (a tedy jeho obrazem ve
slozeni osovych soumérnosti), tak sta¢i dokdzat, ze |PAs| = |PB|. Velikost vnéjsiho thlu
As A3 B pravidelného desetitthelniku je 36°, tedy velikost ithlu PA3B je 18° 4 36° = 54°
a z trojuhelniku PA3B dopocitame, ze velikost thlu PBAj3 je také 54°. Tento trojuhelnik

je tak rovnoramenny se zdkladnou BAs, coz jsme potfebovali ukazat.

POZNAMKA. V pravé podaném feSeni jsme se odvolali na obecny vysledek o slozeni
dvou soumérnosti s navzajem riznobéznymi osami. Potvrdme nyni jeho diisledek pro nasi
situaci primo.

A
Obr. 5

Ze zadané konstrukce bodu Af, A% uzitim soumérnosti s osami Ay A4, A1 Az plyne, Ze
pro prusecik P téchto os plati |PAs| = |PAS| = |PAS|, ze PAy je osa uhlu AsPAS a ze
PAs je osa thlu A5 PAY. Proto pfi uzitém oznaceni o = | £ A4 P As| postupné dostaneme

X 4| = a, | 3| = 2a a |L A3 = 2a. bo e tedy obrazem bodu Ajs

ALPA ALPA 2 AsPAY| = 2a.. Bod Af je tedy ob bodu A
v otoceni se stftedem P a thlem 2q, ktery je orientovan stejné jako orientovany tihel
A4PAs. To je vSe, co jsme v nasem reSeni potirebovali.

JINE RESEN{. Stejné jako v prvnim feseni nejdiive vyloucéime n = 4 a pro kazdé
n 2 5 zduvodnime existenci pruseciku polopiimek A;As a A4Az, ktery nyni oznacime B.
Déle jesté budeme vyuzivat poznatky, ze bod A% lezi na polopiimce A; Ay a ze A; AyB je
rovnoramenny trojuhelnik, jehoz vnitini thly pii zakladné A; A4 maji velikost %.

Méame zjistit, pro kterda n = 5 plati rovnost B = A%. Tu lze vyjadrit také takto:
Bod Aj polopiimky A; A4 splyvé s tim bodem polopfimky A; Ay, ktery je obrazem bodu B
v soumérnosti s osou AjAs, tj. ktery ma od bodu A; vzdélenost |A; B|. Ekvivalentné
feceno: Bod Aj lezi na tiseéce A1 Ay aplati |A; B| = | A1 Ag|—| A5 Ay|. Posledni rovnost vSak
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sama zarucuje, ze |A5A4| < |A1 A4, a tedy A% je bodem tsecky A Ay, tudiz s ohledem
na |A5Ay| = |A3A4| mizeme konstatovat: Hleddme praveé ta n = 5, pro néz plati

|A1B| = |A1Ay4| — |A3 Ayl (1)

V trojihelniku A; A4 B ozna¢me z = |A1Ay4] a r = |A1B| = |A4B|. Bod Aj strany
A4B lezi na ose uhlu A4A1 B, tudiz jak zndmo™ plati

|BA3| : |A3A4| = |AlB| . |A1A4| =Tr::z.

Odtud s ohledem na |BAs| + |A3A4| = r snadno uréime délky

7“2 rz

a ‘A3A4‘ =

r+z r+z

|BAs| =

Dosadme nyni do rovnosti (1) a rovnou ji dale ekvivalentné upravujme:

rz
r+z
r(r+z)=z(r+z)—rz,

22 —rz—1r2=0.

r=z—

Tato kvadraticka rovnice s nezndmou z > 0 a parametrem r > 0 ma jediny kladny koren

1++5
9

z = -7
Zdtraznéme, ze posledni rovnost je pro kladné r, z ekvivalentni s rovnosti (1). Ta proto
bude splnéna, pravé kdyz (podle ivodniho odstavce tohoto feseni) bude platit

360° 2z VB+1

Cosn—Zr_ 4

Posledni iraciondlni ¢islo je vSak zndméd hodnota** cos36°, takze jedind vyhovujici
hodnota n je zfejmé rovna 10 (nebot funkce kosinus je na intervalu <0; 90°> prosta).

PozNAMKA. Ukazme, jak lze ¢tvrté feseni dokoncit bez uziti funkce kosinus s odkazem
na znamou hodnotu cos 36°, kterou jinak neni tak snadné odvodit.

Po odvozen{ rovnosti 2% —rz —r? = 0 ji pfepiSeme jako z(z —r) = r?. Posledni vztah
podle vyznamu délek r, z znamend praveé to, Ze na tiseéce Ay Ay (délky z) existuje bod B,
pro ktery plati |A; B’| = r a zaroven

|A1Au] - [B'Aa| = | BA4J”. (2)

Ukéazeme, ze za predpokladu B’ € A; A4 je délkova rovnost (2) ekvivalentni s tthlovou
rovnosti

|xBA1 Ayl = | B'BA,|. (3)

* Plyne to z dvojiho vyjadien{ poméru obsahti trojuhelniktt A; BA3s a A1 A3A4: jednou pres totozné vysky
z vrcholu A; a jednou pres shodné vysky z vrcholu As.
** Je uvedena i s odvozenim, zaloZenym na uvahdch o pravidelném pétithelniku, na str. 50-54 knihy
Goniometrické funkce v elementarni matematice.
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/ _
Ay r B A A,

B
Obr. 6

Skutecné, rovnost (2) ve tvaru |B'Ay4| : |BA4| = |BA4| @ |A1A4| zarucuje podobnost
trojuhelniki B'A4B a BA4A; podle véty sus, zatimco rovnost (3) ji zaruCuje podle
véty uu (viz obrazek 6).*

Hleddme proto pravé ta celd n = 5, pro kterd bod B’ polopfimky A;A4 urceny
rovnosti | A1 B'| = | A1 B| lezi na tisecce A; A4 a spliiuje rovnost (3).

Jelikoz jak vime |€BAjAy| = [« BAJA;| = g, plati

360°  (n—4)-180°
- n

|5 A1 BA,| = 180° — 2

a z rovnoramenného trojuhelniku A; BB’ zase vychdzi

1 360° —2) - 180°
|« A BB'| = = (180° — _n=? .
2 n 2n

Odtud predné snadno zjistime, ze nerovnost |£A; BAy| 2 |< A1 BB’| (vyjadiujici fakt, ze
B’ je bod usecky A;Ay) plati, pravé kdyz n =2 6. Pro takova n pak méame

|xB'BA4| = |xA1BAy| — |XA1BB'| =
(n—4)-180° (n—2)-180° (n—06)-180°
n 2n N 2n ’

takze dosazenim do (3) dostavame rovnici

360 :(n—6)~180 il 2:71—6’
n 2n 2

které ziejmé vyhovuje jediné n = 10.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

N2.

N3.

Pfipometite si vétu o stredovém a obvodovém thlu a jeji dukaz. [Viz str. 3—4 brozury
Kruznice ze Skoly mladych matematikil, nebo také komentovany vyklad na https://
www.youtube. com/watch?v=REi-iU5500g.]

V pravidelném n-thelniku A; As... A, se stfedem S vyjadiete v zdvislosti na ¢isle n = 7
velikosti thla AlSAQ, AlAgAQ, A1A7A5. [|{A15’A2‘ = S(i?o, |{A1A3A2| = % (Z Véty
o stfedovém a obvodovém tihlu), | A; A7As| = |KXA1 A7 As| + | XA A7 As| + | X A3 A7 Agl +
+ | X AsAr A5 = 200 ]

Uvazme pravidelny n-tthelnik A; As...A,. Dokazte, Ze obraz vrcholu Ai_; v osové sou-

mérnosti podle primky A; Ay lezi na primce A; Agyy, kdykoli 4, k, [ jsou prirozena ¢isla

* Ekvivalence ovSem také plyne okamzité z mocnosti bodu A4 ke kruznici opsané trojihelniku A; BB’

a porovnani jejtho obvodového tthlu BA; A4 s tisekovym thlem B’BAy. S témito pojmy a jejich uplatnénim
pii FeSeni geometrickych tiloh se miZete sezndmit v brozufe Kruznice ze Skoly mladych matematiki.
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N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

splinjici I < k < k41 < i < n. [Podobné jako v N2 ukdzeme, ze | Ax_1A; Ag| = % =
= | ArA;Ag1il, a jsme hotovi.]

V situaci ze soutézni ulohy dokazte, Ze pro kazdé n 2 5 lezi bod A5 uvnitt Gsecky A; Ay.
[Vyuzijte toho, Zze polopfimka A4As je osa thlu A3A4A; a Ze |A3A4| < |A1Ay|, nebot
A% trojﬁhelniku A1A3A4 je |{A4A1A3| < |{A1A3A4H

Urcete, pro kterd cela ¢éisla m = 3 plati: V pravidelném n-thelniku A;A5... A, se
stfedem S puli uhlopricka A; A5 tisecku A2S. [Jediné n = 6. A1 A2 A3S je deltoid, v némz
se uhlopficky navzajem pili. Je to tedy kosoctverec. Proto |SAs| = |SA;| = |A1 As|, takze
S A1 A5 je rovnostranny trojtihelnik, tudiz nutné n = 6. Toto n naopak zfejmé vyhovuje,
nebot A3 A2 A3S je tehdy kosoctverec.)

Je dan pravidelny sedmithelnik ABCDEFG. Piimky AB a CE se protinaji v bodé P.
Urcete velikost thlu PDG. [90 stupiii. Oznaéme @ prisecik thlopficek DG a CE. Ze
soumérnost{ pravidelného sedmithelniku plyne AB || CG, AC || DG a AG || CE. Proto
APCG a ACQG jsou rovnobézniky, a tudiz shodné tsecky AG, C'D jsou rovnéz shodné
s useckami C'P a CQ. Bod C je tak stfedem tsecky PQ a podle Thaletovy véty je tihel
PDQ neboli PDG pravy. (CPSJ, 2021)]

Je dan pravidelny sedmithelnik ABCDFEFG. Kolmice vedend bodem D k primce DFE
protind piimky CG a AB po fadé v bodech P a Q. Dokazte, ze |AQ| + |EF| = |GP)|.
[70-B-1-5]

Uvazujme pravidelny 18thelnik A As...A1s. UkazZte, Ze obrazec ohraniceny thlopiickami
A2A77 14314157 A6A12 a A10A17 je obdélnik (mkoh étverec). [A2A7 || A10A17 plyne Z tOhO7
7€ ‘{A7A2A10| = %8 - 180° = |{A2A10A17|. Podobné A3A15 || A6A12. Ozna¢me X
prﬁseéik A2A7 S A6A12. Protoze |{A2A7A6| = % -180° a |{A7A6A]_2| = 1% . 18007 plyne
z trojihelniku X A7 Aq, Ze |<AsX A7| = 19—8 -180° = 90°, tj. AgA12 L AsA;. Zatimco
vzdélenost stran AgAjo, AsAis je rovna |Aj2Ass| (nebot tsecka A12A4;5 je na obé strany
kolm4, protoze je rovnobéznd s AsAr), tak vzddlenost zbyvajicich dvou stran je mensi
nez |AjA1s| = |A7 A0, protoZe tsecka A7A;p na né kolmd neni. (Polsko OMJ/OMG,
2010)]
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6. Je dana Sachouvnice m X n, jejiz policka jsou obarvena cerné a bile
klasickym zpusobem, pricemz levé horni policko je cerné. Tahem ro-
zumime vzdjemnou vymenu dvou radkiu nebo vzdajemnou vyménu dvou
sloupciu sachovnice. Skvrnou rozumime takovou meprdzdnou mnozinu
cerngjch policek, kterda je tvorena vSemi policky, do nichZ lze z jed-
noho jejiho policka prejit po cesté sestdvajici ze stranou sousedicich cernych policek.
Napriklad na obrazku je sachovnice 4 X 4 s pravé ctyrmi skvrnami. V zavislosti na
prirozenych cislech m a n urcete, kolik nejméné skvrn mizZe byt na Sachovnici m X n
po provedeni konecného poctu tahii. (David Hruska)

RESENT. V dané sachovnici ozna¢ime fadky (shora dol) i sloupce (zleva doprava),
a to v obou pripadech stiidavé pismeny A a B.* Nazveme je ,typ* rddku, resp. sloupce.
Vsimneme si, Ze ¢erna policka jsou pravé ta, ktera lezi v priniku radku a sloupce, které
oba maji stejny typ. Podle ného budeme mluvit o (¢erném) policku typu A, resp. B. Typy
radki, sloupct a policek vychozi Sachovnice jsou vyznaceny na obrazku (rozméry m a n
zatim nejsou podstatné).

ABABABABA

solie=cilvelie-dvu i

Obr. 1

Zavedené typy radku a sloupcii s nimi pevné ,spojime*, tj. budeme je pri popsanych
tazich také premistovat. Uvédomme si, ze kazdé policko neméni pri tazich sviij radek ani
svij sloupec (muze v nich pouze zménit své misto). Proto po libovolném poctu tahi plati
to, co na zacatku: cerna policka jsou praveé ta, kterd lezi v pruniku fadku a sloupce téhoz
typu A ¢i B, a tento typ s nimi sdileji.

Jisté uhodneme, jak na Sachovnici dosdhnout ,malého“ poctu skvrn: nejprve vza-
jemnymi vymeénami fadku dosdhneme toho, aby vsechny radky typu A lezely nad radky
typu B (obrézek 2 vlevo) a poté zaridime, aby vSechny sloupce typu A lezely pted sloupci
typu B (obrazek 2 vpravo). Do obou obrazku jsme vyznadili rozmisténi i typ vSech ¢ernych
policek — vyuzili jsme k tomu vyhodné vyse zdivodnéné pravidlo.

ABABABABA AAAAABBBB

seliov vt gie e S
seliov v e e

Obr. 2

* Motivaci k takovému znaceni fadku a sloupct je jednak pravidlo k ur¢ovani ¢ernych poli z konce druhého
odstavce TeSeni, jednak vysledek navodné tlohy N4.
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Na sachovnici z obr. 2 vpravo jsou dvé skvrny, v jejim levém hornim rohu a v pravém
dolnim rohu. Tak to dopadne vzdy, pokud ovSem radky i sloupce obou typtu existuji.
V opac¢ném pripadé, kdy m = 1 nebo n = 1, bude po nasich tazich vysledna skvrna
pouze jedna; méné to ovSem byt nemize (Cerné policko ze zadani ulohy je vzdy prvkem
néjaké skvrny), takze tento pripad je vyTesen.

Zabyvejme se nyni pripadem, kdy ndm zkusmo vysly skvrny dvé, tj. pripadem, kdy
m > 1an > 1. Pro¢ tehdy nelze nikdy dojit k jediné skvrné na celé sachovnici? Plati totiz
obecné to, co vidime na obou obrazcich: V kazZdé skvrné, kterd kdy vznikne, jsou vsechna
policka téhoZ typu A ¢i B. Toto tvrzeni dokazeme sporem: Pripustme, Ze po urcitém poctu
taht vznikne na Sachovnici néjaka skvrna, ktera obsahuje jak policko typu A, tak policko
typu B. Pak na cesté z ¢ernych policek, kterd takova dvé policka spojuje, jisté najdeme
dvé stranou sousedici policka takova, ze jedno je typu A a druhé typu B. Jejich rizny
typ vSak znamend, ze nelezi ani ve stejném fadku (ten by musel byt typu A i B), ani ve
stejném sloupci (podobné). To je ale ve sporu s tim, ze jde o dvé policka se spole¢nou
stranou. U konce je tak nejen diikaz, ale i celé TesSeni.

Zaver. V pripadé, kdy m = 1 nebo n = 1, je hledany miniméalni pocet skvrn roven 1.
V pripadé, kdy m > 1 a n > 1, je hledany minimalni pocet skvrn roven 2.

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Reste soutézni tlohu pro sachovnici 1 x 7. [V8echna ¢ernd pole lze snadno spojit do jedné
skvrny.]

N2. Reste soutézni tlohu pro Sachovnici 2 x 2. [Dvé Eernd pole budou vzdy v protilehlych
rozich, vidy tedy budou tvorit dvé skvrny.]

N3. V soutézni tloze pro sachovnici 3 x 3 ukazte, Ze jeji prostiedni policko bude po libovolném
poctu taht tvorit jednoprvkovou skvrnu. [Prostfedni policko bude vzdy ve svém fadku
i ve svém sloupci jedinym ¢ernym polickem, takze nikdy nebude s zddnym jinym ¢ernym
polickem stranové sousedit.]

N4. V soutézni tloze pro obecnou Sachovnici m X n najdéte vSechny dvojice cernych policek,
ktera 1ze kone¢nym poétem tahii presunout tak, aby spolu sousedila stranou. [Jde o prévé
ty dvojice ¢ernych policek, kterd lezi v jednom radku nebo v jednom sloupci. Skutec¢né,
lezi-li ve stejném Tadku (sloupci), vystacime s jednou vzajemnou vyménou dvou sloupct
(fadkt). Lezi-li naopak ve dvou rtznych fadcich i dvou riznych sloupcich, tak tento fakt
se nezméni po zaddném tahu.|

D1. V radé 2021 cernych a bilych policek je prvni cerné a kazdé dalsi ma jinou barvu nez to
predeslé. Jednim krokem rozumime vzajemnou vyménu jednoho bilého a jednoho ¢erného
policka, kterd spolu nemusi sousedit. Jaky nejmensi pocet krokti potiebujeme, aby ¢ernd
policka vytvorila jednu skvrnu? [505 kroku staci, éernd policka na lichych pozicich 1013
az 2021 pfesuneme na sudé pozice 2 az 1010. Méné nestaci, protoze ptivodné je skvrn 1011
a kazdym krokem se pocet skvrn zmensi nejvys o 2 (nejvys dvé skvrny se spoji do jedné
a nejvys jedna skvrna zanikne, pfipadné zmény ostatnich skvrn jejich pocet nesnizuji).]

D2. Uvazujme Sachovnici 8 x 8 s obvyklym obarvenim policek. V jednom kroku mtizeme
,prevratit® barvy vsSech policek jednoho radku, jednoho sloupce nebo jednoho ¢tverecku
2 x 2. Muzeme po konecném poctu kroku dojit k Ssachovnici s jedinym ¢ernym polickem?
[Ne. Uvédomte si, ze pocet Cernych policek se v kazdém kroku zméni o sudy pocet, tedy
zustane sudy po libovolném poctu kroki.]
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