71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/2022)

Ulohy klauzurni &asti |. kola kategorie B

1. Rekneme, Ze piirozené &islo je strakaté, pokud je v jeho dekadickém zépisu kazda
c¢islice jind a vSechny soucty tii sousednich c¢islic daného ¢isla nabyvaji prave dvou
ruznych hodnot. (Napriklad ¢islo 162735 neni strakaté, protoze posuzované soucty
146+2=9,6+2+7=1524+7+3=12a 7+ 3+ 5 = 15 nabyvaji tii riznych
hodnot.)

a) Udejte priklad Sestimistného strakatého ¢isla.
b) Existuje sedmimistné strakaté ¢islo?

2. Je dan ostrouhly trojihelnik ABC' s nejdelsi stranou BC'. Uvnitt jeho stran AB a AC
lezi po fadé body D a F tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Uvazujme déle body F
a G tak, ze ABCF a BCAG jsou rovnobézniky. Dokazte, ze |FD| = |GE)|.

3. Pravouhly trojihelnik mé celociselné délky stran. Jeho obvod je druha mocnina
prirozeného c¢isla. Také vime, Ze jedna jeho odvésna ma délku rovnou druhé mocniné
prvocisla. Urcete vSsechny mozné hodnoty této délky.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie B se kona
v utery 25. ledna 2022

tak, aby zacala nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-

tézici méli na feseni loh 4 hodiny cistého casu. Za kazdou

ulohu miuze soutézici ziskat 6 bodii; hodnoti se pritom nejen

spravnost vysledku, ale i logické bezchybnost a tiplnost sepsa-

ného postupu, vysledky vsech potirebnych pisemnych nebo

pamétnych vypocti musi byt zaznamendny. Uspésnym Fesi-

telem je ten zdk, ktery ziskda 10 bodt nebo vice. Povolené

pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby a skolni MF tabulky.

Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomtcky

dovoleny nejsou. Tyto udaje se zaktim sdéli pred zahdjenim

soutéze.
Regi-li zak klauzurni ¢ast distanéné, smi pouzit pocitac (tablet, telefon) pouze ke zobra-
zeni zadani, pfipadné k polozeni dotazu uéiteli a ziskani odpovédi. Zak musi sva nafocend
¢i naskenovana teseni odevzdat do 14.20.
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1. Rekneme, Ze prirozené cislo je strakaté, pokud je v jeho dekadickém zdpisu kaZdd
cislice jind a vsechny soucty tri sousednich cislic daného cisla nabyvaji pravé dvou
riuzngych hodnot. (Napriklad cislo 162735 neni strakaté, protoZe posuzované soucty
1464+2=9,6+2+7=15,24+74+3=12 a 7+ 3+ 5 = 15 nabyvaji tri riznych
hodnot.)

a) Udejte priklad sestimistného strakatého cisla.
b) Existuje sedmimistné strakaté cislo? (Josef Tkadlec, Martin Melicher)

RESENT. a) Sestimistné strakaté ¢islo je napifklad 573482, nebot soucty 5 + 7 + 3,
T+3+4,34+44+8,4+ 8+ 2 maji pravé dvé rizné hodnoty 14 a 15.

b) Dokazeme, ze zadné sedmimistné strakaté ¢islo neexistuje.

Diitkaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze takové cislo existuje, vyberme jedno
z nich a jeho sedm navzajem raznych ¢islic oznac¢me zleva doprava a, b, ¢, d, e, f, g.
Navic jeho trojicim sousednich ¢islic, kterych je celkem pét, priradime poradova cisla:
prvni bude trojice (a, b, ¢), druhé trojice (b, ¢, d) atd., az pata bude trojice (e, f, g).

Vsimneme si, Ze soucet prvni trojice je a + b + ¢ a soucet druhé trojice je b + ¢ + d.
Kdyby se tyto dva soucty rovnaly, muselo by platit a = d, coz odporuje tomu, ze kazda
zastoupend ¢islice je jind. Soucet prvni trojice je tedy rizny od souc¢tu druhé trojice. Ze
stejného divodu musi byt rtzné soucty cisel i v kazdych dvou dalsich trojicich, které
spolu v nasi pétici sousedi (nebot maji vzdy dvé ¢isla spoleénd).

Protoze vybrané c¢islo je strakaté a jiz soucty prvnich dvou trojic, oznacme je
S=a+b+ca R =>b+ c+d, jsou navzdjem ruzné, musi podle zavéru predchoziho
odstavce platit: soucet tieti trojice je S (sousedni druhd trojice ma totiz soucet R), a tak
soucet Ctvrté trojice je zase R, a tudiz soucet paté trojice je znovu S. Zapisme to prehledné
do jednoho radku:

a+b+c=Sb+c+d=R, c+d+e=S, d+e+f=R a e+ f+g=2>5.
Vyjadreme odtud rozdil S — R jednak z prvnich dvou, jednak z poslednich dvou rovnosti:

S—R=(a+b+c)—(b+c+d) =a—d,
S—R=(e+f+g9g) —(d+e+f)=g—d.
Porovnanim dostavame a — d = g — d neboli a = g, prestoze a a ¢ jsou navzajem
ruzné cislice. To je definitivni spor, kterym je existence sedmimistného strakatého cisla
vyvracena.
P0OzZNAMKA. Obé ¢&sti a) a b) podaného Feseni ted oddélené okomentujeme.

a) I kdyZ lze na Sestimistné strakaté ¢islo prijit zkusmo, popiSme zpusob, jak do
jeho hledani vnést urcity systém. Pokud si uvédomime, ze soucty trojic sousednich cislic
musi nabyvat stridavé dvou rtznych hodnot, dojdeme k zavéru, ze ¢islice Sestimistného
strakatého ¢isla musi byt zleva doprava tvaru

a,b,c,a+x,b—x,c+x, kde x#0. (1)

Skutecné, podminka x # 0 pro tvar a + = c¢tvrté Cislice musi byt splnéna, aby se
tato ¢tvrta cislice nerovnala prvni ¢islici a. Tvar paté cislice b — x je pak Tesenim y
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rovnice ¢ + (a + z) +y = a + b+ ¢, tvar Sesté Cislice ¢ + x pak Fesenim 2z rovnice
(a+z)+(b—2z)+2=b+c+ (a+x).

Zduraznéme, ze jsme nasli nutné vyjadreni (a,b,c,a + x,b — x,c + x) ¢islic kazdého
Sestimistného strakatého cisla. Potrebujeme vsak jesté, aby takova Sestice neobsahovala
dveé stejné cislice. Zvolime-li naptiklad @ = 1 a x = 1, dostaneme Sestici (1,b,¢,2,b — 1,
¢+ 1) a vidime, ze b musi byt aspon 4. Volbou b = 4 obdrzime Sestici (1,4,¢,2,3,c+ 1),
kterd bude zrejmé vyhovovat pro libovolné ¢ € {5,6,7,8}. Tak pro ¢ = 5 ziskdme strakaté
¢islo 145 236.

Dodejme jesté, ze Sestimistné cislo abedef s navzajem riznymi cislicemi je strakaté,
praveé kdyz plati a —d = e — b = ¢ — f. Jsou to totiz zjednodusené zapsané rovnosti

(a+b+c)—(b+c+d)=(c+d+e)—(b+c+d)=(c+d+e)—(d+e+ f),

které vyjadruji prave to, ze soucty trojic sousednich ¢islic nabyvaji stridavé dvou hodnot
(jez jsou ruzné diky a # d).

b) Po odvozeni soustavy rovnosti v podaném feSeni
a+b+c=8 b+c+d=R, c+d+e=S,d+e+f=R e+ f+g=S5 (2

lze také dojit ke sporu jinymi algebraickymi manipulacemi, jakymi jsou naptiklad po-
rovnavani riznych vyjadieni hodnot S nebo R. Nebudeme je zde uvadét, misto toho
objasnime, pro¢ kratké odvozeni sporné rovnosti a = ¢g v podaném reseni neni tak tri-
kové, jak by se na prvni pohled mohlo zdat.

Budeme-li hledat co nejjednodussi dusledky soustavy rovnosti (2), nemuzeme po-
minout moznost odec¢itat od sebe soucty sousednich trojic (dojde totiz ke zruseni dvou
sc¢itancu v kazdé trojici). Dostaneme tak ¢tyfi ruzna vyjadreni téhoz rozdilu S — R, totiz

S—R=a—-d=e—-b=c— f=g—d.

Tak objevime spornou rovnost a —d = g — d neboli a = g. Nebo jinak: Vime-li z ¢asti a)
této poznamky, ze prvnich Sest ¢islic sedmimistného strakatého cisla je nutné tvaru a, b,
c,a+x,b—xac+z (viz (1)), musi byt sedmd ¢islice opét rovna a, aby se soucet paté,
Sesté a sedmé ¢islice rovnal a 4+ b + c.

Za uplné reseni udélte 6 bodl. V neuplnych resenich ocente castecné kroky néasledovné.

A1. Uvedeni piikladu Sestimistného strakatého ¢isla (i bez zdvodnéni): 2 body, z toho 1 bod, pokud se
priklad nepovede najit, avsak je dosazeno néjaké parametrizace Sestice ¢islic podobné jako v ¢ésti a)
poznamky, nebo jsou odvozeny tamni rovnosti a —d=e—b=c— f.

B1. Negativni odpovéd na otdzku b): 0 bodu.

B2. Volba metody dukazu sporem: 0 bodi.

B3. Zdtvodnéni, ze sousedni trojice maji rizné soucty: 1 bod.

B4. Zdavodnéni, ze stejné soucty maji prvni, tfeti a patd trojice a rovnéz druhd a ¢tvrta trojice: 1 bod.

Celkem pak udélte A1 + B3 4+ B4 bodu.
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2. Je ddn ostrotuhly trojuhelnik ABC' s nejdelsi stranou BC'. Uvnitr jeho stran AB a AC
lezi po Tadé body D a E tak, Ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Uvazujme ddle body F

a G tak, Ze ABCF a BCAG jsou rovnobézniky. Dokazte, Ze |FD| = |GE)|.
(Patrik Bak)

RESENI. Uvazme jesté bod H takovy, ze CABH je rovnobéznik. Tvrzeni tlohy
ziskdme jako ziejmy disledek dvou analogickych rovnosti |[HA| = |GE| a |[HA| = |FD|.
K dikazu prvni z nich vyuzijeme obrazek 1 bez vyznaceného bodu D.

G A

Obr. 1

Protoze tsecky GB a BH jsou protéjsimi stranami ke strané AC' v rovnobéznicich
GBCA, resp. BHCA, jsou usecky GB, AC a BH shodné a rovnobézné. Bod B je
tudiz stfedem tusecky GH a navic plati GH || AC, a tedy i GH || AE. Jelikoz
ABE je rovnoramenny trojihelnik se zakladnou AF, lezi jeho hlavni vrchol B na ose
zékladny AFE. Tato osa je vsak i osou usecky GH (je totiz na ni kolméd a prochézi
jejim stfedem). Podle této spolecné osy je tedy soumérny lichobéznik GHFE A, ktery je
tudiz rovnoramenny. Protoze thlopricky rovnoramenného lichobézniku jsou shodné, je
avizovana rovnost |HA| = |GE| dokazéna.*

Stejnym zptsobem se dokaze, ze také tsecky AD a F'H maji spole¢nou osu (neboli
FADH je rovnoramenny lichobéznik, viz obrazek 2, odkud vyplyne druhd potifebna
rovnost |HA| = |F'D|. Tim je podle tivodniho odstavce celé feseni hotovo.

JINE RESENI. UkédZeme, Ze trojihelniky GBE a DCF jsou shodné podle véty sus,
uplatnéné k dvojicim jejich stran se spole¢nym vrcholem B, resp. C' — viz obrazek 3. Tak
budeme s fesenim hotovi, nebot shodnost tretich stran GE a DF je pravé tim tvrzenim,
které méame dokazat.

Zacnéme s dikazem shodnosti thli GBE a DCF. K tomu budeme shodné thly
na obrazku vyznacovat obloucky téze barvy. Nejdiive porovname vSechny vnitini thly
rovnoramennych trojiuhelnikit ADC a FAB. Ty pfi jejich zdkladnach AD, resp. E'A jsou

* ReSeni lze zakonéit i bez zminky o rovnoramenném lichobé&zniku: Podle spoleéné osy tsedek AE a GH
jsou totiz tsecky HA a GE soumérné sdruzené, a tudiz shodné.

4



71. ROCNIK MO (2021/2022) KLAUZURNI CAST I. KOLA KATEGORIE B

G A F

L

B C
Obr. 3

na obrazku vsechny vyznaceny modrie, nebof pro jejich velikosti plati:
|XCDA| = |«xCAD| = |«CAB| = |<xEAB| = |xBEA].

Odtud plyne také shodnost zbyvajicich vnitinich ihla DCA a ABE, vyznacenych na
obrazku ¢ervené. Kromé nich jsou tam jesté vyznaceny modre uhly GBA a ACF, které
jsou totiz stfidavé (a tudiz shodné) s thlem CAB diky tomu, ze GB || AC a AB || FC.
Ted uz vidime, ze plati

|«GBE| = |¥GBA| + |¥ABE| = |¥ACF| + |xACD| = |« DCF]|,

jak jsme meéli dokazat.

Zbyva dokazat, ze jsou shodné jak strany GB a DC, tak i strany BE a C'F. To je ale
snadné, nebot |GB| = |AC| = |DC| (prvni rovnost plyne z rovnobézniku GBC A, druha
z definice bodu D) a |BE| = |BA| = |CF| (zde prvni rovnost plyne z definice bodu E
a druhd z rovnobézniku ABCF'). Tim je dikaz shodnosti trojihelniki GBE a DCF,
ktery jsme slibili v ivodnim odstavci, ukoncen.

Za uplné feseni udélte 6 bodl. V netuplnych resenich ocente ¢astecné kroky néasledovné.

Al. Prikresleni tfetiho rovnobézniku CABH: 1 bod.

A2. Konstatovani, ze GHEA a HFAD jsou rovnoramenné lichobézniky (piipadné étyfihelniky se
soumérné sdruzenymi ihlopfickami): bez dikazu 2 body, s dikazem 4 body.

B1. Hypotéza o shodnosti AGBE = ADCF (déle jen ,hypotéza“): 0 bodi.
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71.

B2.
B3.
B4.

B5.

ROCNIK MO (2021/2022) KLAUZURNI CAST I. KOLA KATEGORIE B

Zduvodnéné rovnosti |GB| = |DC| a |GB| = |CF| (bez hypotézy): 0 bodu.

Zduvodnénd shodnost thlt GBE a DCF (bez hypotézy): 0 bod.

Hypotéza a zduvodnéné rovnosti |GB| = |DC| a |GB| = |CF|: 2 body, z toho 1 bod za jednu
rovnost.

Hypotéza a zdivodnénd shodnost thli GBE a DCF": 3 body.

Celkem pak udélte max (A1, A2, B4 4+ B5) bodu.
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3. Pravotuhly trojiuhelnik md celociselné délky stran. Jeho obvod je druhd mocnina pri-
rozenc¢ho cisla. Také vime, Ze jedna jeho odvésna mda délku rovnou druhé mocnine
prvocisla. Urcete vSechny mozné hodnoty této délky. (Patrik Bak)

RESENT. Hleddme vechna prvocisla p, pro ktera existuje popsany trojihelnik s délkou
jedné odvésny p?. Délku jeho druhé odvésny ozna¢me b a délku prepony c. Pak podle
Pythagorovy véty plati rovnost ¢? = p* + b2, kterou upravime do soucinového tvaru

pt=c = b = (c+b)(c—D). (1)

Protoze ¢ > b > 0 (pfepona je delsi nez odvésna), stoji na pravé strané (1) soucin dvou
piirozenych ¢isel ¢ + b a ¢ — b, pricemz ¢ + b > ¢ — b. Cislo p* z levé strany (1) lze oviem
rozlozit na sou¢in dvou ruznych ptirozenych ¢isel pravé dvéma zptusoby (kdyz vétsi cinitel
zapiSeme jako prvni): p*- 1 a p3 - p. Tedy soudet ¢+ b je roven bud p*, nebo p®. V prvnim
pifpadé mé obvod o = p? 4+ b + ¢ naseho trojihelniku hodnotu o = p? + p*, ve druhém
piipadé je o = p? + p3.

Podle zadéani je obvod o druhou mocninou prirozeného ¢isla. Kdyby takova byla
hodnota p? + p* = p?(p? + 1), pak s ohledem na ¢initel p? by musel byt druhou mocninou
i 0 jednicku vétsi ¢initel p? + 1, coZ je zjevné nemozné — je to &slo o 2p mensf nez kvadrat
(p+ 1)2, ktery po kvadratu p* nasleduje.*

Musi tedy nastat druhy piipad, kdy je druhou mocninou hodnota o = p? + p? =
= p?(p+1). To nastane, pravé kdyz bude druhou mocninou ¢initel p+ 1, coZ splituje, jak
vzapéti ukazeme, jediné prvocislo p = 3. Skuteéné, z rovnosti p + 1 = k2 pro celé k > 1
mame p = (k—1)(k+1), odkud vzhledem k0 < k—1 < k+1plynek—1=1ak+1=p,
tj. k=2ap=23.

Zjistili jsme, ze v ivahu pripadd jediné prvocislo p = 3, pritom musi platit ¢ + b =
=p3=2Tac—b=p=3, odkud c = 15 a b = 12. Trojthelnik se stranami délek 15, 12
a 9 (=p?) je skutecné pravouhly a jeho obvod 36 je druhou mocninou éfsla 6.%*

Zaver. Délka odvésny rovné druhé mocniné prvocisla ma jedinou moznou hodnotu,
kterou je ¢islo 9.

POZNAMKA. Zachovejme oznaceni p, b, ¢, o a strucné popiSme jiné, ponékud kom-
plikovanéjsi feSeni. Tentokrat rovnost p* + b?> = ¢? upravime do soudinového tvaru
b2 = (c + p2) (c — p2). Zdtraznéme, 7e zde (obecné vzato soudélnd) éisla ¢ + p? a ¢ — p?
nemusi byt kvadraty (i kdyz jejich soucin takovy je). Pokud ovsem uvazime jejich nejvétsi
spolecny délitel d, budeme mit ¢+ p* = du?, ¢ — p? = dv?, b = duv a 0 = du(u + v), kde
u > v jsou nesoudélnd prirozena ¢isla. Nyni z rovnosti

2p2 = (c+p2) — (c —p2) = du?® — dv® = d(u2 — UQ)

vidime, Ze d je délitel ¢isla 2p?, ktery je pfitom mensi nez p?, neboft jisté u?2 —v? > 2. Mame
tak nutné d € {1,2,p,2p}. Tyto hodnoty lze jednotlivé posoudit dosazenim do rovnosti

* ZY¥ejmé tvrzeni, Ze dvé po sobé nésledujici prirozend ¢isla nemohou byt obé druhymi mocninami, nemusi
resitelé v protokolech dokazovat.
** Provérka téchto dvou vlastnosti v uvedeném postupu neni nezbytnd: mame zaruc¢enu rovnost z Pythago-
rovy véty a vime, Ze obvod p?(p + 1) je druhou mocninou, protoze je takové ¢islo p + 1 = 4.
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2p2

ROCNIK MO (2021/2022) KLAUZURNI CAST I. KOLA KATEGORIE B

= d(u+v)(u—w). Z ni pak vzdy urc¢ime ¢initele u+v a u —v.* Zapisme to zde pouze

pro hodnotu d = 2p (kterd jedina nevede ke sporu): Pro ni dostaneme (u+v)(u—v) = p,
takze u —v =1 a u+v = p. Kdyz odtud plynouci hodnoty u, v dosadime spolu s d = 2p
do vzorce o = du(u +v), dostaneme po tipravé o = p?(p+ 1) a postup snadno dokonéime
stejné jako v ptvodnim TFeseni.

Za uplné reseni udélte 6 bodl. V netplnych resenich ocente ¢astecné kroky nasledovné.

Al.
A2.
A3.
A4.
A5.
B1.
B2.

B3.
B4.

Odvozeni rovnice (1) (v souc¢inovém tvaru!l): 1 bod.

Odvozen{ zavéru, ze b+ ¢ € {p*,p*}: 1 bod.

Vylouéeni piipadu b+ ¢ = p*: 1 bod.

Odvozeni, ze v piipadé b+ ¢ = p? plati p = 3: 2 body.

Ovéteni, ze hodnota p = 3 (tfeba i uhodnutd) vyhovuje: 1 bod.

Odvozen{ rovnice b? = (¢ + p?)(c — p?): 0 bodii.

Pozorovani, Ze nejvétsi spoleény délitel ¢initelit ¢ + p?, ¢ — p? (z rovnice v B1) je délitel &isla 2p?, tj.
jedna z hodnot 1, 2, p, 2p, p?, 2p?: 1 bod.

Vylouéeni hodnot 1, 2, p, p%, 2p? z bodu B2: 3 body

VyteSeni pripadu s hodnotou 2p z bodu B2 (véetné zkousky): 2 body

Celkem pak udélte max(Al + A2 4+ A3+ A4+ A5, B2 + B3 + B4) boda.
Reseni, které neobsahuje pozadovany zavér, Ze totiz jedind mozné délka doty¢éné odvésny je 9, miize

byt ohodnoceno nejvyse 5 body.

* Pro hodnoty d = 1 a d = 2 si pritom vypomuzeme poznatkem, ze diky nesoudélnosti ¢isel w, v mohou
mit ¢isla u + v, u — v jediného spolecného délitele vétsiho nez 1, totiz ¢islo 2.
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