71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/2022)

Ulohy klauzurni &asti |. kola kategorie C

1. Tabulka 10 x 10 je vyplnéna cisly 1 a —1 tak, ze soucet ¢isel v kazdém
radku i sloupci je délitelny tfemi. Urcete nejveétsi mozny soucet cisel
v tabulce a ukazte, ze vétsi byt nemuze. Uvedte rovnéz priklad tabulky
s uréenym nejvétsim souctem.

2. V rovnobézniku ABCD plati, ze osa thlu ABC prochazi stredem L
strany C'D. Dokazte, ze AL | BL.

3. Najdéte vsechny ¢tverice a > b > ¢ > d celych cisel se souctem 71,
ktera splnuji rovnici

(a—b)(c—d)+ (a—d)(b—c)=26.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie C se kona
v utery 25. ledna 2022

tak, aby zacala nejpozdéji v 10 hodin dopoledne

a aby soutézici méli na Teseni tloh 4 hodiny cis-

tého casu. Za kazdou ulohu muze soutézici zis-

kat 6 bod1; hodnoti se pritom nejen spravnost vy-

sledku, ale i logickd bezchybnost a tplnost sepsa-

ného postupu, vysledky vsech potirebnych pisem-

nych nebo pamétnych vypocti musi byt zazname-

nany. Usp&Snym Fesitelem je ten 74k, ktery ziska

10 bodl nebo vice. Povolené pomucky jsou psaci

a rysovaci potfeby a skolni MF tabulky. Kalku-

lacky, notebooky ani zadné jiné elektronické po-

mticky dovoleny nejsou. Tyto tdaje se zakim sdéli

pred zahajenim soutéze.
Resi-li zak klauzurni ¢ast distanéné, smi pouzit pocitac¢ (tablet, telefon)
pouze ke zobrazeni zadani, pripadné k polozeni dotazu uciteli a ziskani
odpovédi. Zak musi sva nafocend ¢i naskenovand fesenf odevzdat do 14.20.
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1. Tabulka 10 x 10 je vypinéna cisly 1 a —1 tak, Ze soucet cisel v kaZdém radku i sloupci
je delitelny tremi. Urcete nejvétsi mozny soucet cisel v tabulce a ukazte, Ze vétsi byt
nemuze. Uvedte rovnézZ priklad tabulky s urcenym nejvétsim souctem.

(Michal Rolinek)

RESENI. Uvazme jakoukoli tabulku 10 x 10 vyplnénou podle zadéni a odhadnéme
soucty jejich cisel v jednotlivych radcich, kdyz vime, Ze to jsou nasobky cisla 3. Totéz
bude zfejmé platit i pro soucty cisel ve sloupcich.

V jednom tadku je deset ¢isel £1, takze pro jejich soucet pripadaji v ivahu hodnoty,
které urc¢ime sestupné podle podle poctu zastoupenych plus jednicek: 10 (deset jednicek),
8 (devet jednicek), 6 (osm jednicek), atd. Vidime, ze délitelna tfemi je az treti nejvets
hodnota 6. Soucet ¢isel v libovolném tadku je proto nejvyse 6. Odtud plyne, Ze soucet
vSech ¢isel v tabulce (kterda ma 10 fadkt) nepfevysuje hodnotu 10-6 = 60. Pokud uvedeme
priklad spravné vyplnéné tabulky se souctem ¢isel rovnym 60, bude to skuteéné jeho
nejvetsi mozna hodnota a tloha bude vytesena.

Najit pozadovany priklad ndm pomtize poznatek z predchoziho odstavce, podle
kterého tabulku mame vlastné vyplnit tak, aby v kazdém radku i sloupci bylo pravé osm
jedni¢ek. Muzeme to provést mnoha zpusoby. Dva z nich (vykazujici jistou pravidelnost)
jsou uvedeny na obréazku, ve kterém jsme vSechna policka s ¢isly 1 vybarvili (takze bild
zustala policka s ¢isly —1).

Za 1plné feseni udélte 6 bod. V netplnych fesenich ocente ¢astecné kroky nasledovneé.

A1. Pozorovani, ze v jednom fadku (nebo sloupci) je soucet ¢isel nejvyse 6 (nebo ekvivalentné, je v ném
nejvyse 8 jednicek): 2 body.

A2. Dukaz toho, Ze soucet ¢isel v tabulce je nejvyse 60: 3 body.

B1. Zformulovani tikolu najit tabulku, kterd ma v kazdém fadku i sloupci 8 jednicek: 1 bod.

B2. Uveden{ tabulky se sou¢tem ¢&isel 60 (nebo jeji kompletn{ popis): 3 body.

C1. Uhodnuti odpovédi: 0 bodi.

Celkové pak udélte max(Al, A2) + max(B1, B2) bodu.



71. ROCNIK MO (2021/2022) KLAUZURNI CAST I. KOLA KATEGORIE C

2. V rovnobézniku ABCD plati, Ze osa uhlu ABC prochazi stredem L strany CD.
Dokazte, ze AL 1 BL. (Jaroslav Svréek)

RESENT. Podle zadani lezi bod L na ose thlu ABC, takze |XABL| = |«CBL|.
Podle véty o stiidavych thlech plati rovnéz | ABL| = |« CLB|. Dohromady dostavdme
|xCBL| = |«CLB]|, takze trojihelnik C'LB je rovnoramenny se zakladnou LB, tj.
|BC| = |LC|.

A B

Jelikoz v rovnobézniku ABCD plati |[AD| = |BC| a bod L je sted strany CD, lze
dokdzanou rovnost |BC| = |LC| prepsat na |AD| = |LD|. Trojthelnik ALD je tedy
rovnoramenny se zakladnou AL, a proto |XDAL| = |<DLA|. Uhel DLA je vSak shodny
se stiidavym uhlem BAL, tudiz |<DAL| = |<BAL|. To znamend, ze bod L lezi nejen
na ose ihlu ABC, ale také na ose tthlu BAD. Tim padem plati

|¥BAL| + |¥LBA| = 1 |¥xBAD| + 1 |xABC| = 1 (|¥BAD| + |xABC|) = 90°,

kde jsme vyuzili toho, ze diky BC' || AD plati |xBAD|+ |£xABC| = 180°.
Dosli jsme k zaveru, ze v trojuhelniku ABL je soucet vnittnich thla u vrchola A a B
roven 90°, takze u tretiho vrcholu L je tihel pravy, jak jsme meéli dokéazat.

JINE RESENI. Ozna¢me K stfed strany AB. Protoze ¢tyfuhelnik KBCL je rov-
nobéznik®, plati v ném |KL| = |BC|. Pokud proto stejn¢ jako v prvnim feseni do-
kdzeme rovnosti |BC| = |CL| = 1|CD| = |KA| = |KB|, budeme dohromady mit
|KL| = |KA| = |KB|. Odtud diky Thaletové vété uz dostavame, ze ABL je pravouhly
trojuhelnik s preponou AB.

POZNAMKA. Z rovnosti uvedenych v druhém feSeni plyne, Ze rovnobéznik K BC'L
je kosoctverec (pripadné ¢tverec), a proto plati KC' L BL. Po tomto zjisténi lze TeSeni
dokonéit takto (viz dalsi obrézek): Protoze také AKC'L je zfejmé rovnobéznik (ze stejného

* Toto pozorovani neni nutné dokazovat — plyne z toho, Ze prot&jsi strany KB a LC' jsou shodné
a rovnobézné.
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A K B

duvodu jako KBCL, viz poznamku pod ¢arou), plati v ném AL || KC, odkud uz diky
KC 1 BL mame AL | BL.

Za uplné reseni udélte 6 bodl. V neuplnych resenich ocente castecné kroky néasledovneé.

Al

. Ditkaz rovnosti |[BC| = |LC|: 2 body.
A2.
B1.
B2.
B3.
B4.
B5.

Dukaz rovnosti |« DAL| = |XBAL|: 2 body.

Zavedeni stredu K strany AB: 0 bodu.

Pozorovani, ze K BC'L je rovnobéznik: 1 bod.

Dikaz shodnosti isecky KL s iseckami KA, K B: 5 bodu.
Ditkaz kolmosti KC' 1 BL: 4 body

Pozorovani, ze AKC'L je rovnobéznik: 1 bod

Celkové pak udélte max(A1l+ A2, B2, B3, B4 + B5) bod.
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3. Najdéte vsechny ctverice a > b > ¢ > d celych cisel se souctem T1, ktera splnuji
rovnict

(a—0b)(c—d)+ (a—d)(b—c) = 26.
(Josef Tkadlec)

RESEN{. Levou stranu zadané rovnice roznasobime a upravime:

(a=b)(c—d)+ (a—d)(b—c) = (ac—bc—ad+bd) + (ab—bd — ac+ cd) =
=—bc—ad+ab+cd=(a—c)(b—d).

Mame tedy rovnici (a — ¢)(b — d) = 26 = 2 - 13. Z podminky a > b > ¢ plyne, Ze celd
¢isla a > ¢ se lisi o aspon 2, tj. a — ¢ = 2. Podobné z b > ¢ > d plyne b —d = 2. Tim
padem v rovnici (a — ¢)(b — d) = 2 - 13 se ¢initelé a — ¢, b — d rovnaji ¢islim 2 a 13
v néjakém poradi (nebot 13 je prvocislo). Tyto dvé moznosti ted rozebereme.

ea—c=2ab—d=13. Pak platia =c+2 a d = b — 13. Podminka a > b > c tak
prejde do tvaru ¢+ 2 > b > c. Jelikoz vsak mezi celymi ¢isly ¢+ 2 a ¢ lezi jediné dalsi
celé cislo ¢ + 1, tak nutné plati b = ¢+ 1, odkud d = b — 13 = ¢ — 12. Nase ¢tverice
(a, b, c,d) ma tedy tvar (c+2,c+1,¢,c—12). Z podminky a+b+c+d = 71 pak plyne
4¢ — 9 = 71 neboli ¢ = 20, a proto (a,b, ¢, d) = (22,21, 20,8). Zkouska neni nutn4.

e b—d=2aa—c = 13. Obdobné jako v prvnim pripadé diky b = d + 2 prejde
podminka b > ¢ > d do tvaru d + 2 > ¢ > d, podle kterého ¢ = d + 1, a tudiz
a = c+ 13 = d+ 14. Nase Ctvefice (a,b,c,d) = (d+ 14,d+2,d + 1, d) po dosazeni do
rovnosti a + b+ ¢+ d =71 dava 4d + 17 = 71, odkud d = 27/2, coz ovSem neni celé
¢islo. Tento pripad je tak vyloucen.

Zaver. Zadani ulohy vyhovuje jedina ctvetice (a, b, ¢, d), a to (22,21, 20, 8).

Za tuplné teseni udélte 6 bodlh. V zadném feseni nepenalizujte absenci zkousky. V netplnych fesenich
ohodnofte castecné kroky nasledovné.

A1. Rozklad levé strany rovnice na souéin (a — ¢)(b — d), piipadné (¢ — a)(d — b): 2 body.

B1. Vylouéeni piipadi, kdy {a —¢,b — d} = {1,26}: 1 bod

B2. Vyfeseni jednoho ¢ obou pripadu, kdy {a — ¢,b — d} = {2,13}: 1 pfipad 2 body, 2 ptipady 3 body.
B3. Pozorovani, ze pro cela ¢isla z, y, z plyne ze vztahli 2> y>2z a * — 2=2 rovnost y=2z + 1: 1 bod.
B4. Uhodnuti odpovédi: 1 bod.

Celkové pak udélte Al 4+ max(B1, B2, B3, B4) bod.



