71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/22)

. kolo kategorie Z9

Z9-11-1

Trojmistné ¢islo méa ciferny soucet 16. Jestlize v tomto ¢isle zaménime dislice na
mistech stovek a desitek, ¢islo se o 360 zmensi. Jestlize v ptivodnim c¢isle zaménime
¢islice na mistech desitek a jednotek, ¢islo se o 54 zvétsi.

Najdéte ono trojciferné éislo. (L. Hozovd)

Mozné feSeni. Oznac¢me ptivodni trojmistné &islo abc = 100a + 10b + ¢. Podle prvni
informace ze zadani plati
a+b+c=16. (1)

Podle druhé informace plati bac = abc — 360, tedy

1006 + 10a + ¢ = 100a + 10b + ¢ — 360,
360 = 90a — 900,
4=a-0. (2)

Podle t¥eti informace plati achb = abc + 54, tedy

100a 4 10c 4+ b = 100a + 10b + ¢ + 54,
9c — 9b = 54,
c—b=06. (3)

Pokud ze druhé, resp. tfeti informace vyjadiime a = b + 4, resp. ¢ = b+ 6 a do-
sadime do prvni, dostaneme 3b + 10 = 16, tedy b = 2. Dosazenim tohoto vysledku do
predchozich vyjadieni ziskdAme a = 6 a ¢ = 8. Pavodni trojmistné ¢islo bylo 628.

Hodnoceni. Po 2 bodech za kazdou z rovnic (2) a (3); 2 body za dofeSeni soustavy
a urceni neznamého ¢isla. Spravné feSeni bez dalsitho komentaie hodnofte 1 bodem.

Poznamky. Rozdily ¢isel vzniklych zaménou dvou déislic jsou vzdy nésobkem deviti,
pricemz pftislusny nasobek odpovidd mistiim zaménovanych cislic. Napi. v predchozim
fegeni vidime abc —bac = 90(a—b) a abc—achb = 9(b— c), obdobné abc—cba = 99(a —b).
Takova ¢i podobné rozvaha pred samotnym fesenim tlohy dovoluje rychlejsi odvozeni
vztaht (2) a (3).

Druhou, resp. tteti informaci ze zadani lze nazorné zapsat takto:

a b c acb
—bac —abec
360 5 4

Porovnanim mist u nejvyssich fadu zjistujeme, Ze rozdil a—b je 3 nebo 4, resp. rozdil c—b
je 5 nebo 6 (dvé moznosti u kazdého rozdilu odpovidaji tomu, zda uvazujeme prechod
pres desitku ¢i nikoli). Tato omezeni spoleéné s (1) davaji jediné feseni, které lze odhalit
systematickym zkousenim moznosti. Napt. podminkdm a—b = 4 a a+b+c = 16 vyhovuji
¢isla 952, 844, 736 a 628, z nichz pouze posledni uvedené vyhovuje téz omezeni na rozdil
c—b.



Z9-11-2
Deltoid ABCD je soumérny podle thlopricky AC. Délka AC' je 12 cm, délka BC'
je 6cm a vnitini thel u vrcholu B je pravy. Na strandch AB, AD jsou dany body F,

F tak, ze trojuhelnik EC'F' je rovnostranny.
Urcete délku tsecky EF. (K. Pazourek)

Mozné feSeni. Trojuhelniky ACB a ACD jsou soumérné podle spole¢né strany AC,
body E, F lezi na stranach AB, AD a trojuhelnik ECF' je rovnostranny, tedy také
tento trojuhelnik je soumérny podle AC. Zejména tsecky FF a AC jsou kolmé; jejich
prusecik oznacime G.

D

Vnitini thly rovnostranného trojuhelniku maji velikost 60°. Osa soumérnosti, resp.
vyska rovnostranného trojihelniku tento ihel ptli a rozdéluje trojihelnik na dva shodné
pravouhlé trojuhelniky se zbylymi vnitinimi thly 30°a 60°. Pomér prepony a kratsi
odvésny v téchto mensich trojihelnicich je prave 2 : 1. Tyto obecné poznatky vyuzijeme
v nasi tloze nékolikerym zptisobem:

Jednak piimka AC je osou soumérnosti trojihelniku ECF, tedy thel ACE ma
velikost 30°. Jednak pomér piepony a krats$i odvésny v pravouhlém trojuhelniku ABC
je podle zadani 2 : 1, tedy se jedna o polovinu rovnostranného trojihelniku, jehoz zbylé
vnitini ihly BAC a AC B maji velikosti 30°a 60°.

Odtud vyvozujeme, Ze thel BC'E ma velikost 30°(rozdil thlat ACB a ACE). Tedy
trojuhelnik ABC' sestava ze tfi navzajem shodnych pravouhlych trojahelniki AGE,
CGE a CBE (shoduji se ve vnitinich thlech a kazdé dva maji spole¢nou stranu).
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Delsi odvésna v kazdém z téchto tii trojuhelnikti se shoduje se stranou BC, ktera
ma délku 6 cm. Navic pomér piepony a kratsi odvésny je 2 : 1. Pokud velikost pirepony
oznacime a, potom podle Pythagorovy véty plati

a2 = 36 + <%>2

Po tpravé dostavame a? = 48, tedy a = 4v/3 = 6,93 (cm). A to je velikost tsecky EF.

Hodnoceni. 2 body za urceni potfebnych tuhli, resp. rozpoznani polovin rovnostran-
nych trojihelniki; 2 body za dopocitani velikosti EF'; 2 body za srozumitelnost a kva-
litu komentare.

Poznamky. Zavéreény vypocet mize byt nahrazen odkazem na znamy vztah mezi
V3

vyskou a stranou rovnostranného trojihelniku. S uvedenym znacenim plati 6 = 5%a,
tedy a = 4+/3.

Se znalosti Thaletovy véty, resp. véty opacné lze k velikosti thlu AC'B dospét
nasledovné: Protoze u vrcholt B a D je pravy tuhel, lezi oba na kruznici s primeérem
AC. Stied této kruznice je stfedem tusecky AC a oznacime jej G (tentyz bod jako
v FeSeni uvedeném vyse). Podle zadani je polomér této kruZnice roven délce strany
BC (3]AC| = |BC|). Tedy trojuhelnik GCB je rovnostranny, zejména vnitini thel
u vrcholu C' mé velikost 60°.

Z uvedeného mj. vyplyva, ze body A, B, C, D jsou Ctyfi z vrchola pravidelného
Sestitthelniku.

Z9-11-3
Ludvik si u jistého prikladu na déleni vsiml, ze kdyz délenec zdvojnasobi a délitel
zvétsi o 12, dostane jako vysledek svoje oblibené ¢islo. Totéz cislo by dostal, i kdyby

puvodni délenec zmensil o 42 a ptivodni délitel zmensil na polovinu.
Urcete Ludvikovo oblibené ¢islo. (M. Petrovad)

Mozné ieseni. Pokud uc¢inkujici v puvodnim piikladu oznacime jako a : b, potom

Ludvikovo pozorovani mizeme zapsat takto:

201 (b+12) = (a — 42) :

N | o



To je dvoji vyjadreni Ludvikova oblibeného cisla, které kvili naslednym tipravam ozna-
¢ime jako /.
7 vyjadreni vlevo dostavame

2a = bl + 120,
z vyjadieni vpravo dostavame
b
—42=— -/
a 5 b
2a = bl + 84.

Porovnanim téchto dvou vyjadieni zjistujeme, ze 12¢ = 84, tedy Ludvikovo oblibené
¢islo je £ = 1.

Hodnoceni. 3 body za zapis vztaht ze zadani a pomocné tupravy; 3 body za dopodi-
tani, vysledek a kvalitu komentare.

Poznamky. Dvojic ¢isel a a b vyhovujicich Ludvikové rovnosti je neomezené mnozstvi.

Nahodile odhalené moznosti vedouci ke spravnému vysledku (napf. a = 49 a b = 2)

nelze povazovat za Uplné feSeni tlohy — takové zpracovani hodnotte nejvyse 3 body.
Bez dodatecného znaceni podilu miizeme upravovat vodni rovnost:

b
2a - 5= (a —42)(b+ 12),
ab = ab — 42b + 12a — 12 - 42,
42(b + 12) = 12a.
Odtud po kréaceni dostavame 2a = 7(b + 12), tedy hledany podil je 2a : (b+ 12) = 7.
Z9-11-4
V konvexnim ¢tyruhelniku ABC' D plati, ze E je prusecikem tuhlopticek, trojuhel-

niky ADE, BCE, CDE maji po fadé obsahy 12cm?, 45cm?, 18cm? a délka strany

AB je 7cm.
Urcete vzdalenost bodu D od pfimky AB. (M. Petrovad)

MozZné teseni. Ze znalosti obsahi dil¢ich trojuhelnikd urc¢ime obsah trojihelniku
ABD. Ze znalosti délky strany AB urcime vzdalenost bodu D od ptimky AB.

C

Trojuhelniky ADE a CDFE maji spolecnou stranu DFE a strany AE a EC' lezici na
jedné primce. Pomér jejich obsahu je tedy stejny jako pomér délek stran AE a EC,

|AE|: |EC| =12:18=2:3. (%)
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Obdobné trojuhelniky ABE a BCE maji spoleénou stranu BE a strany AE a EC
lezici na jedné pfimce. Pomér jejich obsahu je tedy stejny jako pomér délek stran AE
a EC,

Sapr :45=2:3.

Odtud dostéavame Sapr = 30 cm?. Obsah trojuhelniku ABD je souc¢tem obsahil troju-
helnikit ABE a ADE,
Sapp = 30 + 12 = 42 (cm?).

Tento obsah je roven poloviné soucinu velikosti strany AB a vzdalenosti bodu D
od této strany, Sapp = %|AB | - v. Obsah ABD i velikost AB zname, tedy hledana
vzdalenost je rovna

2-42
V= = 12 (cm).

Hodnoceni. 4 body za obsah trojuhelniku ABD; 2 body za hledanou vzdalenost a kva-
litu komentare.

Poznamky. Uvahy a vztahy z prvni ¢asti uvedeného feSeni lze struéné zapsat jako
SADE . SC’DE = SABE . SBCE, ekvivalentné jako SBC’E . SCDE = SABE . SADE, kde
jedinou neznamou je obsah Sapg.

Také plati, ze pomeér obsahti Sapp : Spep je stejny jako pomér vysek trojuhelniki
vzhledem ke spole¢né strané BD, a ten je stejny jako pomér tusecek |AE| : |EC|. Pfitom
Spep = Spor + Scpr zname ze zadani a pomér |AE| : |EC| je odvozen v (x). Odtud
je mozné vyjadrit Sagp.



