71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/2022)

Ulohy tstfedniho kola kategorie A
Teplice, 21. brezna 2022

IMA®©)

1. Na papire je v fadé vedle sebe napsano 71 nenulovych realnych ¢isel. Plati, ze kazdé
¢islo kromé prvniho a posledniho je o jedna mensi nez soucin jeho dvou sousedui.
Dokazte, ze prvni a posledni ¢islo se rovnaji.

2. Rekneme, 7e kladné celé ¢islo k je spravedlivé, pokud pocet 2021 mistnych palindrom,
které jsou nasobky k, je stejny jako pocet 2022mistnych palindromi, které jsou né-
sobky k. Obsahuje mnozina M = {1,2,...,35} vice téch cisel, kterd jsou spravedliva,
nebo téch, kterd spravedliva nejsou?

(Palindromem nazyvame prirozené ¢islo, jehoz dekadicky zapis se ¢te zleva doprava
stejné jako zprava doleva.)

3. V ostroihlém rtznostranném trojihelniku ABC' oznacme M stfed strany BC' a
N sttred oblouku BAC' jeho kruznice opsané. Dale ozna¢me w kruznici s prumérem BC'
a D, E pruseéiky w s osou tthlu BAC. Body D', E' lezi na kruznici w tak, Ze
¢tyiuhelnik DED'E’ je pravouhelnik. Dokazte, ze body D', E', M, N lezi na jedné
kruznici.

Soutézici ma na vypracovani tloh 4,5 hodiny ¢istého casu.
Za kazdou tulohu muze ziskat 7 bodi; hodnoti se pritom
nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a tiplnost
sepsaného postupu, vysledky vsSech potfebnych pisemnych
nebo pamétnych vypocti musi byt zaznamenany. Povolené
pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby. Knihy, kalkulacky,
notebooky ani zadné jiné elektronické pomiicky dovoleny
nejsou.
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Ulohy tstfedniho kola kategorie A
Teplice, 22. brezna 2022

IMA®©)

4. V konvexnim ¢tyfihelniku ABCD plati |AB| = |BC| = |CD|. Ozna¢me P prusec¢ik
jeho uhlopricek a Op, Os stfedy kruznic opsanych po fadé trojihelnikim ABP a
CDP. Dokazte, ze ctyrihelnik O; BC'Os je rovnobéznik.

5. Najdéte vsechna cela ¢isla n, pro kterd je ¢islo
2" + n?
druhou mocninou néjakého celého ¢isla.

6. P1i pokusu o kolonizaci Marsu zaplavilo lidstvo slunecni soustavu 50 satelity, které
mezi sebou vytvorily 225 komunika¢nich linii (kazda linie existuje mezi jednou dvojici
sateliti a zadné dva satelity mezi sebou nemaji vice nez jednu linii). Rekneme, ze
trojice satelitii je propojend, pokud aspon jeden z nich ma vytvorené komunikac¢ni
linie s obéma ostatnimi satelity. Urcete nejmensi a nejvétsi mozny pocet propojenych
trojic satelitu. (Pofadi satelitti ve dvojicich ani trojicich nerozlisujeme.)

Soutézici ma na vypracovani tloh 4,5 hodiny ¢istého casu.
Za kazdou tulohu muze ziskat 7 bodi; hodnoti se pritom
nejen spravnost vysledku, ale i logické bezchybnost a tiplnost
sepsaného postupu, vysledky vsSech potfebnych pisemnych
nebo pamétnych vypocti musi byt zaznamenany. Povolené
pomiicky jsou psaci a rysovaci potreby. Knihy, kalkulacky,
notebooky ani zadné jiné elektronické pomiicky dovoleny
nejsou.
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1. Na papire je v radé vedle sebe napsino 71 nenulovych realnych cisel. Plati, Ze kazdé
cislo kromé pruniho a posledniho je o jedna mensi neZ soucin jeho dvou sousedii.
Dokazte, Ze pruni a posledni ¢islo se rovnagji. (Josef Tkadlec)

RESENI. Dokazeme, ze posloupnost 71 &sel na tabuli musi byt periodicka s periodou 5.
Jelikoz rozdil 71 — 1 = 70 je nasobek péti, bude tim tloha vyfesena.

Oznacme libovolnych Sest po sobé napsanych ¢isel po radé a, b, c,d, e, f. Slibili jsme
dokazat, ze f = a. K tomu pomoci ¢isel a, b postupné vyjadirujme ¢isla ¢, d, e, f. Ze zadani
mame b = ac — 1, coz lze diky podmince a # 0 ptepsat na ¢ = (b + 1)/a. Podobné déle
obdrzime

c+1 M4l atb+1

d: =

b b ab ’

d+1 “H 41 gbtat+b+1  a (a+1)(b+1Da a+1
6: o = . = =

c bl ab b+1 ab(b+1) b’
F e+1 a—Jbrl—i-l a+b+1 ab

d atbsl b at+b+1 7

kde kraceni ¢isly b+ 1 a a + b+ 1 bylo korektni, protoze jde o citatele zlomki, kterymi
jsme drive vyjadrili nenulova ¢isla ¢ a d. Jsme hotovi.

JINE RESENI. Jinym zpusobem dokdZeme, Ze pro kazdych Sest po sobé napsanych
c¢isel a,b,c,d,e, f plati a = f. Odvodime totiz rovnost abcde = bedef, z niz pozadovany
zaveér vyplyne po vydéleni obou stran nenulovym souc¢inem bcde.

Diky zadané podmince (uplatnované nize k podtrzenym souciniim) muzeme psat

abede = (ac)(bd)e = (b+1)(c+1)e = (b+1)(ce+e) = (b+1)(d+e+1)
=bd+be+b+d+etl=bet+bt+ct+dte+?2.

Analogicky pro druhy soucin bedef vychazi

bedef = fedeb = (fd)(ec)b = (e +1)(d+1)b= (e +1)(bd +b) = (e +1)(c+ b+ 1)
:e_c+eb+e+c+b+1:be+b+c+d+e+2.

Vidime, Ze rovnost abcde = bedef skutecéné plati.*

PozNAMKA. Tvrzeni tilohy obecné neplati, pokud pripustime, Ze néktera z napsanych
¢isel se mohou rovnat nule. V tom pripadé lze totiz libovolné za sebe tadit bloky tii
délek: bloky B; = (0,—1,a, —a — 1,—1) délky 5 (tfeba i pro rizna redlna cisla a), bloky
Bs = (0,—1,—1) délky 3 a bloky By = (0,—1) délky 2. Tak napiiklad vyhovujici fada
71 cisel

BsBs ... Bs B3Bs
13 krat

zaciné Cislem 0 a kondi ¢islem —1.

* Vypocet druhého soudinu fedcb nebyl nezbytny. Stacdilo konstatovat, Ze podminka ze zadani dlohy
nezavisi na tom, v jakém z obou moznych sméru napsanou fadu ¢isel precteme, a ze vysledek pro prvni
soudin abcde zavisi pouze na ¢tverici (b, ¢, d, ) a je stejny jako pro ¢tverici (e, d, ¢, b).
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2. Rekneme, Ze kladné celé ¢islo k je spravedlivé, pokud pocet 2021 mistnijch palindroma,
které jsou ndsobky k, je stejny jako pocet 2022mistnych palindromai, které jsou nd-
sobky k. Obsahuje mnozina M = {1,2,...,35} vice téch cisel, kterd jsou spravedlivd,
nebo téch, kterd spravedlivd nejsou?

(Palindromem nazjvame prirozené cislo, jehoz dekadicky zapis se cte zleva doprava
stejné jako zprava doleva.) (David Hruska, Josef Tkadlec)

RESENI. Ukézeme, Ze zadand 35prvkova mnozina M obsahuje alespoti 18 spravedli-
vych cisel, tedy vice nezli je v ni ¢isel, ktera spravedliva nejsou.

Stac¢i ndm dokézat, ze kazdy kladny délitel ¢isla 21010 . 32 . 51010 je ¢&islo spravedlivé.
Z toho totiz vyplyne, ze vSech 18 ¢isel v podmnoziné

S ={1,2,3,4,5,6,8,9,10, 12,15, 16, 18, 20, 24, 25, 30, 32}

mnoziny M je spravedlivych. Ideu ditkazu spravedlivosti kazdého k s vlastnosti & | 21010

- 32 . 51010 yyedeme hned poté, co v nasledujicim odstavci rozdélime vsechny palindromy
délek 2021 a 2022 do vhodnych skupin, zavedeme pro né ucelna oznaceni a doplnime
poznatky o délitelnosti, které zprehledni dalsi dikaz.

Uvazme libovolné 1010mistné ¢islo n a oznac¢me A,, (resp. B;,) mnozinu téch 2021 mist-
nych (resp. 2022mistnych) palindromt, jejichz prvni 1010¢isli je dané n. Timto zptisobem
mame vsechny zkoumané palindromy rozdéleny do skupin A,, resp. B, pficemz cisla
v téze skupiné se shoduji nejen v prvnim, ale i v poslednim 1010¢isli. Tudiz k zadéani
¢isla z A,,, resp. B, stac¢i urcit jeho prostredni Cislici, resp. jeho prostredni dvojéisli, a to
libovolnym vybérem z mnoziny

J=1{0,1,2,...,9}, resp. D ={00,11,22,33,44,55,66,77,88,99}.

Proto je v A, 1 By, pravé 10 ¢isel a my je déle budeme znacit zapisy [n, j|, resp. [n, d], kde
j € Jad € D. Fakt, ze vSechny palindromy [n, j| a [n,d] s danym n kon¢i tim 1010¢islim,
které dostaneme prectenim ¢isla n zprava doleva, bude pro nas mit dva dasledky: Cisla
[n,j] a [n,d] jednak davaji pii déleni ¢isly 3 a 9 stejné zbytky jako ¢isla 2n + j, resp.
2n +d (nebot 10° =1 (mod 9) pro kazdé celé i = 0), jednak je jejich délitelnost &isly
2% a 5% kde a € (1,1010) je celé, uréena prvnimi a ¢islicemi daného n.

Nyni uz jsme piipraveni dokazat spravedlivost kazdého &isla k = 2¢ - 3% . 5¢, kde
a,c € (0,1010) a b € (0,2) jsou (i vSude dale) cela ¢isla. K tomu ukazeme, ze pocet
nasobkl takového k je v obou mnozinadch A, a B, stejny, at je pripustné n jakékoli.
S¢itanim téchto poctt pres vsechna moznd 1010mistnd cisla n pak obdrzime pozadovany
ZAver.

Tvrzeni o shodném poctu ndsobku daného k v mnozinach A, a B,, s danym (vSude
déle pevnym) cislem n je zfejmé v pripadé & = 1 (oba pocty jsou 10). Pro ostatni
vymezend k rozlisime 4 pripady, v nichZz budeme poznatky o délitelnosti (z tretiho
odstavce TeSeni) uzivat bez odkaz.

a) Piipad k£ = 2°5¢, kde max(a,c) € (1,1010). Délitelnost cisel [n, j| a [n,d] takovym
¢islem k je urc¢ena prvnimi max(a,c) ¢islicemi ¢isla n, takze tvrzeni plati — bud jsou
nasobky k vSechna ¢isla v A, i B, (po deseti), nebo jim neni zadné ¢islo v A, ani B,,.

b) Piipad k = 32 = 9. Cisla [n, j] a [n, d] dévaji pfi déleni deviti stejny zbytek jako ¢isla
2n + j, resp. 2n + d. Zbytky ¢isel d € D po déleni deviti jsou podle zapisu D v a) po
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71. ROCNIK MO (2021/2022) III. KOLO KATEGORIE A

rade 0, 2, 4, 6, 8, 1, 3, 5, 7, 0, tedy stejné jako pro ¢isla 5 € J se kazdy zbytek az na
nulu vyskytuje jednou a nula se vyskytuje dvakrat. Pokud je tedy n nasobkem deviti,
obsahuji mnoziny A,, B, po dvou nésobcich deviti, v opacném pripadé po jednom
nasobku deviti.

c¢) Piipad k = 3'. Cisla [n, j] a [n, d] miZeme modulo 3 opét zaménit Gisly 2n + 7, resp.
2n + d. Po déleni tfemi déavaji ¢isla j € J po fadé zbytky 0, 1, 2,0, 1, 2,0, 1, 2, 0
a dvojcisli d € D zbytky 0, 2, 1,0, 2, 1, 0, 2, 1, 0. Pokud je tedy m nésobkem tfi,
obsahuji obé mnoziny A,, B, po Ctyrech nasobcich tii, jinak obsahuji po trech
nasobcich tii.

d) P¥ipad k = 2 - 3. 5° kde max(a,c) € (1,1010) a b € (1,2). Uvazme nejprve
¢islo k' = 225¢. Z dukazu pripadu a) plyne, ze bud jsou vSechna ¢isla v A, i B,
nasobky k', nebo zadné z nich takové neni. Pokud nastava prvni moznost, z vysledku
ptipadu k = 3° plyne, Ze obé mnoziny A, i B, obsahuji stejny poc¢et nasobkd 3°,
a tedy i nasobki ¢isla 3° - &’ = k. Pokud nastava druh& moznost, Zadné z mnozin A,
B,, neobsahuje nasobek k', a tedy ani zadny nésobek k.

Tim je celé feseni ukonceno.

PozNAMKA. Uzitim pocitace lze ovérit, ze zadand mnozina M obsahuje prdvé 18 spra-
vedlivych cisel, kterd jsme tudiz v nasem feseni uréili v plném poctu.
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3. V ostrouhlém ruznostranném trojuhelniku ABC' oznacme M stred strany BC' a
N stred oblouku BAC' jeho kruznice opsané. Dale oznacme w kruznici s prumérem BC
a D, E priseciky w s osou thlu BAC. Body D', E' leZi na kruznici w tak, Ze
ctyrihelnik DED'E’ je pravouhelnik. Dokazte, Ze body D', E', M, N lezi na jedné
kruznici. (Patrik Bak)

RESENT. Bez tijmy na obecnosti piedpokladejme, ze plati |AB| < |AC| a ze bod D lezi
na tseéce AFE (jak mame na obou obrézcich). V jinych piipadech sta¢i vyménit oznaceni
bodi B <+ C, resp. D <+ E.

Ozna¢me jesté k kruznici opsanou trojuhelniku ABC a S jeji prisecik s osou
tthlu BAC (S # A). Tento (tzv. Svrékiiv) bod S je v nasem pifpadé stiedem kratsiho
oblouku BC' kruznice k, nebot podle zadani je ihel BAC ostry. Z definice bodu N pak
plyne, ze tsecka SN je prumérem kruznice k lezicim na ose jeji tétivy BC'. Stred M této
tétivy proto lezi na tsecce SN tak, ze plati |[M S| < |[M N|. Soucasné tthel BSC' je tupy,
coz s ohledem na pravé thly BDC' a BEC znamena, ze bod S lezi uvniti tsecky DFE.
Jelikoz DED'E' je pravothelnik, jsou usecky DD’ EE' (stejné jako BC') pruméry zadané
kruznice w, takze jeji stied M je i stfedem tsecek DD’ a EE'.

Po téchto tivodnich pozorovanich uvedeme nékolik zpiisobti, jak feseni dokoncit. Bu-
deme v nich bez odkazl vyuzivat znamé vlastnosti mocnosti bodu ke kruznici a obvodo-
vych dhli.

Pruni zpisob. Vyjdeme z toho, ze bod M je spole¢nym vnitinim bodem tétiv SNV,
BC kruznice k, jakoz i tétiv BC, DD’, EE’ kruznice w. Plati tak fetézec rovnosti

IMS|-|MN|=|MB|-|MC|=|MD|-|MD'| = |ME| - |ME.

Odtud plynouci rovnost prvniho sou¢inu poslednim dvéma souc¢inim znamend prave to,
ze oba Ctytthelniky SDND’ a SENE' (s pruseciky thlopticek v bodé M) jsou tétivové.
Diky tomu plati (jak je barevné vyznaceno na obr. 1)

|¥ND'M|=|&ND'D| = |«NSD| a |XNE'M|=|&xNE'E|=|xNSE|.
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Jelikoz vSak |<NSD| + |XxNSE| = 180°, mame i |[XND'M| + |xNE'M| = 180°.
Ctyii body z posledni rovnosti tak skutecné lezi na jedné kruznici (jak mame dokazat),
lezi-li vrcholy D', E’ thlu ND'M, resp. NE'M v opacnych polorovindch s hrani¢ni
piimkou M N. Tato piimka vSak protind tsecku DE (v bodé S), a tudiz i usecku D'E’
(soumérné sdruzenou podle sttedu M), takze jsme hotovi.

Druhy zpisob. Uvazime obraz S’ bodu S v soumérnosti podle stfedu M, v niz
D +— D' a E — E'. Protoze podle tivodni ¢asti bod S lezi uvnitt tsecky DE a plati
|M S| < |MN]|, lezi bod S" uvnitf tse¢ek D'E’" a MN (obr. 2). Staci ndm dokézat rovnost
|S'D'| - |S'E'| = |S'M]| - |S"NJ|.

Obr. 2

Predné ze soumérnosti podle stitedu M a z definice mocnosti bodu S vzhledem ke
kruznici w(M,|BM|) méame

|S’D'| - |S'E'| = |SD| - |SE| = |[BM|* — |SM|*.

Déle uzitim rovnosti |S’M| = |SM| a Eukleidovy véty pro vysku BM pravouhlého troj-
thelniku SN B dostavame

[S'M|-|S'N| = |S'M|- (IMN| — |S'M]|) = [SM| - [MN| — |SM|* = [BM|* - |SM|*.
Tim je avizovana rovnost dokazana.

Treti zpusob. Opét uvazime bod S’ z druhého postupu (viz obr. 2) a tentokrat
vyuzijeme kruhovou inverzi podle zadané kruznice w. Protoze pii tomto zobrazeni jsou
body D', E' € w samodruzné a stfed M kruznice w nelezi na piimce D'E’, bude jak
zndmo obrazem této piimky kruznice prochézejici body D', E', M. Na ni ovsem bude
rovnéz lezet obraz bodu S’, nebot S’ € D'E’. Ukdzeme-li proto, ze zminénym obrazem
bodu S’ je pravé bod N, budeme s fesenim tlohy hotovi.

Eukleidova véta pro vysku BM pravotihlého trojuhelniku SNB déava rovnost |[BM|? =
= |[MS| - |[MN| = |MS'| - [MN|. Jelikoz M je stied a |BM| polomér kruznice w,
podle které invertujeme, a jelikoz bod N lezi na polopiimce MS’, je podle rovnosti
|BM|? = [MS'| - |MN| bod N skuteéné obrazem bodu ', jak jsme slibili ukazat.
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4. V konvexnim ctyrihelniku ABCD plati |AB| = |BC| = |CD|. Oznac¢me P prisecik
jeho uhlopricek a O, Oy stredy kruznic opsanych po radé trojuhelnikim ABP a CDP.
Dokazte, Ze ctyruhelnik O1BCOsz je rovnobéznik. (Patrik Bak)

RESENI. V prvnf ¢asti feseni dokdzeme, Ze tisecky BO; a CO, lezi v poloroviné BC' P
a jsou rovnobézné, ve druhé ¢asti ukazeme, ze tyto tisecky maji stejnou délku. Dohromady
to uz bude znamenat, ze O1 BCOs je rovnobéznik.

Pruni édst. Rovnoramenné trojiuhelniky ABC, BC'D maji pti svych zakladnach AC,
resp. BD ostré vnitini thly, jejichz velikost oznac¢ime «, resp. 5. Tyto thly jsou na obrazku
vyznaceny jednim oblouckem. Jak hned zdivodnime, dvéma obloucky odpovidajici barvy
jsou vyznaceny thly velikosti 90° — «, resp. 90° — f3.

Jelikoz trojuhelnik ABP mé u vrcholu A ostry thel «, lezi stted O jemu opsané
kruznice v poloroviné BPA a konvexni stfedovy thel PO;B ma velikost 2a. Proto
v rovnoramenném trojuhelniku BPO; maji thly u vrcholi B, P avizovanou velikost
90° — «. Analogicky se dokaze, ze stted Oy lezi v poloroviné CPD a v rovnoramenném
trojuhelniku C' POy maji hly u vrchola C, P velikost 90° — .

Jelikoz ostré thly Oy BP a C'BP lezi na riuzné strany od spole¢ného ramene BP, je
uhel O1 BC' s vnitinim bodem P konvexni, lezi tak v poloroviné BC'P a méa navic velikost

|%x01BC| = |xO1BP| + |*CBP| = (90° — ) + .

Analogicky v poloroviné BCP lezi rovnéz uhel OoCB a ma velikost (90° — ) + a.
Dohromady nam vychézi |€O;BC| + |£O2CB| = 180° a s prvni ¢asti Teseni jsme tak
hotovi.

Druhd cast Teseni bude kratsi. Rovnost |O1B| = |O2C| snadno dokdzeme uzitim
rozsitené sinové véty pro trojuhelniky ABP a C'DP. Ty se totiz shoduji ve velikosti thla
u spolec¢ného vrcholu P i v délce protéjsich stran AB a CD, takze plati

AB|  |CD|
sin|XAPB|  sin|xCPD|

2.10,B| = —2.10,C].
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5. Najdéte vsechna cela cisla n, pro kterd je cislo
2" +n?
druhou mocninou néjakého celého cisla. (Tomas Jurik)

RESENI. Ukézeme, 7e zadani vyhovuji pouze celd ¢sla n =0 a n = 6.

V piipadé celého n < 0 ziejmé neni &islo 2 + n? celé, natoZ druhd mocnina celého
¢éisla. Pro n € {0,1,2,3,4,5,6} nabyvd vyraz 2" + n? po fadé hodnot 1, 3, 8, 17, 32, 57,
100, z nichZ jsou druhymi mocninami pouze krajni hodnoty 12 a 102, které odpovidaji
¢isluim n = 0 a n = 6. Dokdzeme-li ddle sporem, ze zddné n = 7 nevyhovuje, budeme
s uvodnim vytycenym tikolem hotovi.

Pripustme tedy, Ze pro néjaké celé ¢islo n = 7 plati

2" 4+ n? =m?, (1)

kde m je celé ¢islo, o kterém muzeme predpoklidat, ze je kladné, a tedy podle (1) vétsi
nez n. Podle parity n rozlisime dva pripady.
a) Pripad lichého n. Tehdy i ¢islo m z rovnosti 2" + n? = m? je liché. Upravme tuto
rovnost do tvaru
2" =m? —n? = (m+n)(m—n).

Vidime, Ze obé kladné ¢isla m + n > m — n jsou mocninami dvou, takze m —n | m + n.
Tedy m —n déli i ¢islo (m +n) — (m — n) rovné 2n, kde ovsem n je lichy Cinitel, takze
4+ m —n. Mocnina dvou rovnd m — n je ale sudé ¢islo, nebot ¢isla m, n jsou liché. Proto
z 41 m —n plyne m —n = 2. Po dosazeni m = n + 2 piejde (1) po tpravé v rovnost
2" = 4n + 4. My vSak matematickou indukci ukazeme, Ze pro kazdé celé n = 5 plati
2" > 4n + 4, a tim pripad a) dovedeme ke sporu. Skute¢né, pro n = 5 jde o platnou
nerovnost 32 > 24. Predpokladame-li nyni, Ze pro néjaké n = 5 plati 2" > 4n + 4, pak po
vynasobeni dvéma dostaneme 2"+ > 8n 4 8, odkud s piihlédnutim ke ziejmé nerovnosti
8n 48 > 4(n + 1) + 4 dostavame dokazovanou nerovnost pro hodnotu n + 1. Tim je cely
rozbor pripadu a) hotov.

b) Pripad sudého n. Tehdy i &slo m z rovnosti 2" +n? = m? je sudé. Polozme n = 2k,
kde k je celé ¢islo, které diky predpokladu n = 7 spliluje nerovnost k = 4. Dokdzeme
dale, ze plati nerovnosti (2k)2 <m? < (2’“ + 2)2, coz bude kyzeny spor, protoze mezi
kvadraty dvou po sobé nasledujicich sudych ¢isel nemtize lezet dalsi kvadrat sudého cisla.

Nerovnosti, které jsme slibili dokézat, maji po nahrazeni m? souctem 2%* + (2k)? a
rozepsani mocniny (2% + 2)? tvar

2% < 9%F 1 (2k)2 < 2% p 4. 28 4 4.

Leva nerovnost je diky (2k)? > 0 trividlni, pravd nerovnost po zruSeni stejnych ¢lent 2%
a vydéleni obou stran ¢tyfmi piejde v ekvivalentni nerovnost k2 < 2% 4+ 1. Tu opét
dokézeme pro kazdé celé k = 4 matematickou indukei. Tak pro k = 4 jde o platnou
nerovnost 16 < 17. Pfedpokladame-li nyni, Ze pro né&jaké k > 4 plati k2 < 2¥ + 1, pak po
vynasobeni dvéma a odecteni jednicky dostaneme 2k% — 1 < 28! 4+ 1. KyZen4 nerovnost
pro hodnotu k + 1 tak bude dokdzéna, pokud ukéZeme, e plati (k + 1) < 2k? — 1 neboli
2 < k(k —2), coz je vSak zfejmé dokonce pro kazdé k = 3. Tim je i rozbor pfipadu b)
ukoncen.
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JINE RESENI. Upravu rovnice 2" + n? = m? na soudinovy tvar
" = (m — m)(m + n), )

kterou jsme v prvnim teseni vyuzili pouze k rozboru pripadu lichého n, nyni uplatnime
univerzalné, totiz k vyfeSeni ptivodni rovnice 2" + n? = m? v oboru vSech celjch ¢isel
m >n = 1. Ukdzeme, Ze jediné feseni je (m,n) = (10,6).

Vyjdeme opét z toho, ze na pravé strané rovnice (2) musi stdt dvé mocniny dvou.
Plati tedy m —n = 2% a m +n = 2°, kde celd ¢isla 0 < a < b spliuji diky vztahu
2" = 2¢. 2% rovnost a + b = n. Plivodni nezndmé m a n pak maji ziejmé vyjadieni

2b 4 9@ 2b _ 9a

a n =

m Y
2 2

ze kterych plyne, Zze a # 0, jinak by oba zlomky mély liché citatele a cisla m, n by tak
nebyla cela. Dosadime-li do a + b = n vyjadieni ¢isla n, dostaneme po vynésobeni dvéma
ekvivalentni rovnici

2a 4 2b = 2° — 2° (3)

pro nové celoé¢iselné neznamé a a b z oboru 1 < a < b.

Tvrdime, Ze v ptipadé b = 6 rovnost (3) nemize nastat. Jelikoz z nerovnosti a < b
ziejmé plyne 2a + 2b < 4b a na druhou stranu zaroveri 20 — 20 > 20 — 20=1 — 2b=1 gta¢i
nam ukazat, ze 4b < 2°~1 pro kazdé celé b > 6. Uzijeme k tomu matematickou indukei.
Pro b = 6 dostavame platnou nerovnost 24 < 32. Predpokladame-li nyni, Ze pro néjaké
b 2 6 plati 4b < 2'~1, pak po vynasobeni dvéma dostaneme 8b < 2°, odkud s prihlédnutim
ke zfejmé nerovnosti 4(b+ 1) < 8b dostavame dokazovanou nerovnost pro hodnotu b+ 1
a dikaz indukci je hotov.

Pro zbyvajicich 10 piipadu, kdy plati 1 < a < b < 5, pfimym dosazenim do rovnice
(3) ovérime, ze rovnost v ni nastane pouze pro dvojici (a,b) = (2,4), které odpovida
dvojice (m,n) = (10,6):

2.142.-2= 6# 2=2%_-21 2.242-4=12=12=2%-22
2:142-3= 8# 6=2%-2" 2.242.5=14+#28 =2 —22
2-142-4=10+#14=2"—21, 2.34+2-4=14+# 8=21-23
2.14+2-5=12+#30=2"—-21, 2.342.-5=16+#24=2>—-23
2:242-3=10# 4=2%-2% 2.442.5=18# 16 =2° — 2%,

10
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6. Pri pokusu o kolonizaci Marsu zaplavilo lidstvo slunecni soustavu 50 satelity, které
mezi sebou vytvorily 225 komunikacnich linii (kaZdd linie existuje mezi jednou dvojici
sateliti a Zddné dva satelity mezi sebou nemaji vice neZ jednu linii). Rekneme, Ze
trojice satelitu je propojena, pokud aspon jeden z nich md vytvorené komunikacni
linie s obéma ostatnimi satelity. Urcete nejmensi a nejvétsi mozny pocet propojenych
trojic sateliti. (Poradi sateliti ve dvojicich ani trojicich nerozlisujeme.)

(Jan Mazak, Josef Tkadlec)

RESENI. DokéZeme ve dvou oddélenych ¢astech, ze satelity mohou vytvorit nejmé-
né 600 a nejvice 5400 propojenych trojic. V celém textu bude S znacit mnozinu dotycénych
satelitli, n = 50 jejich pocet a m = 225 pocet komunikacnich linii.

a) Nejuétsi mozny pocet propojengch trojic je 5400.

Trojice sateliti je propojend, pravé kdyz obsahuje dvé nebo tii komunikacni linie.
Vyplati se ndm proto pro kazdou moznou hodnotu i € {0, 1,2,3} oznacit jako t; pocet
téch trojic satelitl, mezi kterymi je pravé ¢ komunikacnich linii. Tvrdime, Ze tyto pocty
spliuji rovnost

3
Zi-tizm-(n—Q). (1)
=0

Skutecné, obé strany vyjadiuji celkovy pocet usporadanych dvojic (7',1), kde T' je trojice
satelith a [ je komunikacni linie mezi dvéma satelity této trojice, nebot na levé strané
zapocitdavame pro jednotliva T', v kolika dvojicich (7', 1) dané T vystupuje, zatimco pravou
stranou (1) vyjadiujeme fakt, ze kazdé [ se vyskytuje v n — 2 dvojicich (71).

Z dokézané rovnosti (1) prepsané ve tvaru t; + 2ts + 3t = m(n — 2) vyplyva pro
pocet to + t3 vSech propojenych trojic satelitii odhad

m(n —2) —t; —t3 <m(n—2)

by +tg = <
2+ 9 = 9

= 5400,
pritom kyzend rovnost to 4 t3 = 5400 nastane, pravé kdyz bude platit ¢t; =t3=0. Toho

lze dosdhnout, budou-li satelity propojené jako na obréazku vlevo (kde skutecné mame
5 4 45 = 50 sateliti a 5 - 45 = 225 komunikacnich linif).

5 satelitu

45 sateliti 5- (%)) = 225 linif

b) Nejmensi mozny pocet propojengch trojic je 600.

O propojené trojici satelitit 7' a jejim satelitu s fekneme, ze s je centrdlni satelit
trojice T', pokud je propojeny s obéma ostatnimi satelity této trojice. VSimnéme si, ze
kazda propojena trojice ma bud jeden, nebo tti centralni satelity.

11
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Definujme jesté stupen ds satelitu s jako pocet komunikacnich linii, které ma. Pak s
je centralnim satelitem v prave (d;) = %ds(ds — 1) propojenych trojicich. Jelikoz kazda

propojena trojice ma nejvyse 3 centralni satelity, pro celkovy pocet P propojenych trojic

plati
Pzl (é) -2 (Zd§—2d5> > (%(st)z—Zc@) ,

3 seS seS seSs seS seSs

kde posledni nerovnost plyne z nerovnosti mezi kvadratickym a aritmetickym priamérem
pro n-tici cisel (ds | s € S), ktera je sama dusledkem Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti

(5] = (5] (22)

Soucet ) . gds, ktery se v ziskaném odhadu objevil, je vSak roven dvojnisobku
poc¢tu m vsech komunikac¢nich linii, nebot je v ném kazda linie zapocitana pravé dvakrat
(jednou za kazdy jeji konec). Dvojim dosazenim hodnoty 2m = 450 za »__ _ods spolu
s hodnotou n=>50 uz z odvozené nerovnosti dostavame slibeny odhad

ses

1/1
P> —.450% — 450 ) = 600.
_6<50 )

Z naseho postupu navic plyne, Ze rovnost P = 600 nastane, pravé kdyz vsech P propo-
jenych trojic ma po tiech centrélnich satelitech a zaroven vSech n = 50 satelitih ma tyz
stuper, rovny tudiz jak vime 2m/n = 9.* Toho lze dosdhnout, budou-li satelity propojené
jako na obrazku vpravo (vsech 50 sateliti je rozdéleno do péti komunikacéné izolovanych
skupin po deseti navzajem propojenych satelitech, majicich tudiz skute¢né tyz stupen 9).

POZNAMKY.

1. Neni obtizné dokazat, ze konstrukce potrebnych prikladi v obou c¢astech Teseni jsou
jediné mozné.

2. Odhad poctu P vsech propojenych trojic v druhé ¢asti feSeni lze ziskat rovnéz uzitim
Jensenovy nerovnosti pro konvexni funkci f(x) = La(z — 1):

2
1 B 1 S 1 B 2
priy(B)=n Lty (d) 2 w2usesds) _m (2m/n)
3568 2 3 nseS 2 3 2 3 2

v
v

* Nastésti vyslo celé ¢islo.
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