71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/22)

[Il. kolo kategorie Z9

Z9-111-1

Zahradni architekt navrhl zdhon, jehoz nac¢rt s dvéma pozadovanymi rozméry je na
priloZzeném obrazku. Cely zahon ma tvar pravouhlého trojihelniku, v jeho vyznacené
obdélnikové casti budou tulipany, ve dvou zbyvajicich trojuhelnikovych ¢astech budou
narcisy.

Jaka je rozloha tulipanové casti? (L. Hozova)

3m

791112
Najdéte vsechny dvojice kladnych celych ¢isel, které maji vétsi soucet nez soucin.
(J. Tkadlec)

Z9-111-3
Beétka napsala t¥icet po sobé jdoucich celych ¢isel a vSechna tato cisla secetla. Poté
postupné vygumovala druhé, paté, osmé a kazdé dalsi tieti ¢islo. VSechna ¢isla, ktera po
gumovani zbyla, opét secCetla a zjistila, ze novy soucet je o 265 mensi nez ten ptivodni.
Urcete ¢islo, které Bétka vygumovala jako prvni. (E. Novotna)

791114
V kruznici s primérem 10 cm jsou dvé navzajem kolmé tétivy AB a C'D, jejichz
velikosti jsou 9cm a 8 cm.

Vypoctéte vzdalenost priseciku primek AB a C'D od stfedu kruznice.
(L. Hozovd)

Krajské kolo kategorie Z9 se kona 29. brezna 2022 tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin
dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh 4 hodiny Cistého casu. Za kazdou tlohu mize
soutézici ziskat 6 bodu, ispésSnym resitelem je ten zak, ktery ziskd 12 a vice bodd. Povolené
pomucky jsou psaci a rysovaci potieby, Skolni matematické tabulky. Kalkulatory a jiné
elektronické pomucky povoleny nejsou.

Resi-1i zak krajské kolo distanéné, smi pouzit poéitaé (tablet, telefon) pouze
k zobrazeni zadani, pifipadné k poloZeni dotazu uéiteli a ziskani odpovédi. Zak
musi sva nafocena ¢i naskenovana reseni odevzdat do 4 hodin a 20 minut po
zacatku soutéze, nejpozdéji vsak ve 14:20. Aby mohly byt uznany éiselné vy-
sledky, musi odevzdané reseni obsahovat pomocné vypocty.



71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/22)

[ll. kolo kategorie Z9

Z9-111-1

Zahradni architekt navrhl zahon, jehoz nac¢rt s dvéma pozadovanymi rozméry je na
prilozeném obrazku. Cely zdhon ma tvar pravouhlého trojuhelniku, v jeho vyznacené
obdélnikové casti budou tulipany, ve dvou zbyvajicich trojuhelnikovych ¢astech budou

narcisy.
Jaka je rozloha tulipanové ¢asti? (L. Hozovd)

3m

4m
Mozné tesSeni. Vrcholy oznac¢ime nasledovné:
B
FR £
A R
C D A

Trojihelniky ADE a EF B maji po dvou shodné vnitini thly (souhlasné ahly). Tedy
tyto trojuhelniky jsou podobné a odpovidajici strany jsou imeérné,

|DE|: |FB| = |AD|: |EF)|.
Po upravé a dosazeni zjistujeme, Ze rozloha tulipanové ¢asti je

|DE| - |[EF| =|AD|-|FB| =4-3 =12 (m?).

Jiné tesSeni. Trojuhelnik ABC' je slozen z trojihelniki ADFE, EFB a obdélniku
CDFEF. Pokud velikosti stran CD a CF ozna¢ime a a b, potom pro obsahy zmino-

vanych utvart plati
(a+4)(b+3) 4b  3a
— Y = — 4+ — b.
9 2 + 5 +a



Odtud Ize po jednoduché tupravé vyjadrit rozlohu tulipanové c¢asti:

ab+ 4b + 3a + 12 = 4b + 3a + 2ab,
ab = 12 (m?).

Hodnoceni. 3 body za rozbor a relevantni postiehy; 1 bod za vysledek; 2 body podle
kvality komentéare.

Poznamky. Scitance v predchozich tpravach lze interpretovat jako obsahy doplnénych
obdélnik:

B I H
3
P — G
b
c a D 4 A

Zejména obsahy obdélnikt CDEF a EGHI jsou stejné. Tento poznatek lze zdi-
vodnit pfimo pomoci dvojic shodnych trojuhelniki ACB a BHA, ADE a EGA, EFB
a BIE, odkud pak (bez pocitéani) vyplyva uvedeny vysledek.

Reseni Ize zaloZit také na posttehu |AB| = |AE| + |EB|, kde kazd4 ze t¥i tsecek
je preponou pravouhlého trojihelniku. Se stejnym znacenim jako vysSe pomoci Pytha-
gorovy véty dostavame

Vie+4)2+ (b+3)2=b2+16+ a2 +9,

odkud lze (kupodivu) také odvodit hodnotu soucinu ab. Takovy postup je vSak znacné
komplikovany a zahrnuje opakované umocnovani, dalsi ipravy a doplnéni do ctverce
(pFip. feSeni kvadratické rovnice s neznamou = = ab).

Z9-111-2
Najdéte vsechny dvojice kladnych celych ¢isel, které maji vétsi soucet nez soucin.

(J. Tkadlec)

MozZné reseni. Hledame pfirozena ¢isla a a b, pro ktera plati a + b > ab. Poradi ¢isel
nehraje zadnou roli; mizeme postupné dosazovat za a a urcovat vyhovujici b:

e Proa=1mé byt 1+ b > b. Tato podminka je splnéna pro libovolné b.

e Proa =2 mabyt 2+b > 2b, tj. b < 2. Tato podminka je splnéna pouze pro b = 1.
e Proa=3mabyt 3+0>3b,tj. b < % Tato podminka je splnéna pouze pro b = 1.
e Pro zvétsujici se a = 4,5,6, ... se podminka na b zmensuje b < % 5 8 . obecné

'y 40§
b < ~%5. Tato podminka je splnéna pouze pro b = 1.

Vsechny vyhovujici dvojice c¢isel jsou takové, v nichz alespon jedno je 1.

2



Jiné rfeseni. Nerovnost a + b > ab je ekvivalentni “a—tb > 1, coz po kraceni dava:

1 1
-+ - >1.
b+a>

Pokud je alespon jedno z cisel a, b rovno 1, potom je soucet na levé strané vétsi nez 1
a nerovnost plati. Pokud jsou obé€ ¢isla a, b vétsi nebo rovna 2, potom je soucet na levé
strané nejvyse % + % = 1 a nerovnost neplati.
Hodnoceni. 3 body za popis vyhovujicich dvojic; 3 body za zdivodnéni, Ze jiné dvojice
nevyhovuji. Diléi pokusy s chybé&jicim zobecnénim hodnotte nejvyse 2 body.
Poznamka. S nerovnosti a + b > ab lze manipulovat rizné, napt. 0 > ab — a — b, coz
je mozné vyjadrit také takto:

l1>ab—a—-b+1=(a—1)(b—1).

Pokud je alespon jedno z ¢isel a, b rovno 1, potom je na pravé strané 0 a nerovnost
plati. Pokud jsou obé cisla a, b vétsi nebo rovna 2, potom je na pravé strané cislo vétsi
nebo rovno (2 —1)(2 — 1) = 1 a nerovnost neplati.

Z9-111-3
Bétka napsala t¥icet po sobé jdoucich celych ¢isel a vSechna tato ¢isla secetla. Poté
postupné vygumovala druhé, paté, osmé a kazdé dalsi tieti ¢islo. VSechna ¢isla, ktera po
gumovani zbyla, opét secCetla a zjistila, ze novy soucet je o 265 mensi nez ten ptivodni.
Urcete ¢islo, které Bétka vygumovala jako prvni. (E. Novotnad)

Mozné feSeni. Puvodnich tficet ¢isel ozna¢me takto:
a, a+1, a+2,a+3, a+4, a+5, ..., a+27, a+ 28, a+ 29.
Vygumovanych cisel bylo deset, jmenovité
a+1, a+4, a+7 a+10, a+ 13, a+ 16, a+ 19, a + 22, a+ 25, a+ 28.
Soucet téchto ¢isel je 10a+ 145, coz odpovida uvedenému rozdilu 265. Odtud dostavame

10a = 120, tedy a = 12.
Prvni ¢islo, které Bétka vygumovala, bylo a + 1 = 13.

Hodnoceni. 3 body za zapis vztahi a pomocné vypocty; 3 body za vysledek a kvalitu
komentare.

Poznamka. Mezisoucet vysSe se usporné pocita takto:
1444 4+254+28=(14+28)+(4+25)+---=29-5=145.

Obdobnym zptisobem lze secist po sobé jdouci ¢leny jakékoli aritmetické posloupnosti.



Z9-1114
V kruznici s primérem 10 cm jsou dvé navzajem kolmé tétivy AB a C'D, jejichz
velikosti jsou 9cm a 8cm.

Vypoctéte vzdalenost priseciku primek AB a C'D od stfedu kruznice.
(L. Hozovd)

Mozné feSeni. Stied kruznice oznacime S, prusecik tétiv oznacime P, paty kolmic
z bodu S na AB a CD oznacime po fadé (Q a R:

C

B/ P

Hledana vzdalenost je preponou pravouhlého trojihelniku SQP, resp. SRP, jehoz
kazda odvésna je shodna s nékterou z odvésen pravouhlych trojihelniki AQS a DRS.
Vsechny potfebnosti zjistime opakovanym uzitim Pythagorovy véty:

e V trojuhelniku AQS je strana AQ polovinou tétivy AB a strana SA je polomérem

kruznice, tedy
9V 19
1SQ* = 5% — (5) =7 (cm?).

e V trojihelniku DRS je strana DR polovinou tétivy C'D a strana S'D je polomérem

kruznice, tedy
ISR|? = 5% — 4% = 9 (cm?).

e V trojuhelniku SQP nyni zndme obé odvésny, tedy

19 55
|ISP|? = T t9=7 (cm?).

Vzdalenost P od S je rovna @ = 3,71 (cm).

Hodnoceni. 3 body za rozbor a pomocné vypocty; 3 body za vysledek a kvalitu ko-
mentafte.



