71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/22)

|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1

Mij jediny syn se narodil, kdyz mi bylo 37 let. To bylo pravé 32 let po smrti
dédecka, a ten zemfel ve svych 64 letech. Dédecek byl o 12 let starsi nez babicka, brali
se v roce 1947, pravé kdyz babicce bylo 18 let.

V kterém roce se narodil muij syn?

Poznamka: pripadné nesrovnalosti souvisejici s konkrétnimi daty narozeni igno-
rujte; muzete napi. predpokladat, ze vsichni jmenovani maji narozeniny ve stejny den.

(M. Smitkovad)

Vysledek a poznamky. Syn se narodil v roce 2013.

vék B vék D vek S rok
18 30 1947
64 —32 1981

0 2013

Z6-1-2

Petr mél obdélnik sitky 2cm a nezndmé délky. Radka méla obdélnik sitky 2cm,
jehoz délka byla rovna obvodu Petrova obdélniku. Kdyz k sobé obdélniky ptilozili jejich
sitkami, ziskali novy obdélnik s obvodem 63 cm.

Urcete obsah Petrova obdélniku. (K. Pazourek)

Vysledek a poznamky. Petrtv obdélnik mél obsah 17 cm?.

Délku Petrova obdélniku ozn. d = jeho obvod = 4 + 2d = obvod slozeného
obdélniku =6d+12=63 — d=51:6=17:2 — obsah = 2d = 17.

76-1-3

Misa zkoumé cisla, ktera lze vyjadrit jako soucet alespon dvou po sobé jdoucich
prirozenych ¢isel. Obzvlast ji zajimaji ¢isla, kterd se takto daji vyjadrit vicero zptisoby
(napt. 18 =5+ 6 + 7 =3 +4 + 5 + 6). Cisliim, ktera lze takto vyjadiit alespon tiemi
zpusoby, Tikéa velkolepa.

Najdéte alespon tii MiSina velkolepa ¢isla. (V. Hucikovd)

Vysledek a poznamky. Tii nejmensi velkolepa ¢isla jsou:

15=74+8=4+5+6=14+2+3+4+5,
21=10+11=6+7+8=1+2+3+4+5+6,
27T=134+14=8494+10=24+34+4+54+647.
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Pomocny prehled souctti nékolika po sobé jdoucich ¢isel:

soucty dvou 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23

soucty tii 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33

soucty Ctyt 10 14 18 22 26 30 34 38 42

soucty peti 15 20 25 30 35 40 45

soucty Sesti 21 27 33 39 45

Velkolepych ¢isel je neomezené mnozstvi (napi. vSechna, ktera jsou souctem Sesti).

Z6-1-4

Kuba si zapsal ¢tyimistné ¢islo, jehoz dveé ¢islice byly sudé a dvé liché. Pokud by
v tomto cisle vyskrtl obé sudé cislice, dostal by ¢islo ¢tytikrat mensi, nez kdyby v tomtéz
¢isle vyskrtl obé liché cislice.

Které nejvétsi cislo s témito vlastnostmi si mohl Kuba zapsat? (M. Petrovad)
Vysledek a poznamky. Kubovo ¢islo bylo 6817.

e 4-LL=SS = LL<25 = LLZ<19.
© 4.19=76#955,4-17=68=S5S.

Z6-1-5

Mojmir rozstiihal pravidelny Sestitthelnik na 12 shodnych dili. Z téchto dilt (ne
nutné ze vSech) skladal rozliéné pravouhlé trojuhelniky.

Jak mohly vypadat Mojmirovy slozené trojuhelniky? Narysujte alespon ¢tyfi moz-
nosti. (L. Hozovd)

Vysledek a poznamky. Shodné dily po rozstfihéni jsou pravouhlé trojuhelniky se
zbylymi thly 30°a 60°.

Pravouhlé trojahelniky lze vytvorfit pomoci 1, 3, 4, 9 a 12 téchto dilt (pficemz
jejich seskupeni muze vypadat rtzné):

A N\




76-1-6

Pétice kamaradt porovnavala, kolik starého zeleza privezli do sbéru. Primérné to
bylo 55 kg, avsak Ivan pfivezl jen 43 kg.

Kolik kg v praméru pfivezli bez Ivana? (L. Hozova)

Vysledek a poznamky. Bez Ivana v pruméru privezli 58 kg:

555 =275, 275—-43 =232, 232:4=058.
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77-1-1

Zizala spiralova razi novy tunel: nejprve miii 10 cm na sever, poté 11 cm na vychod,
poté 12cm na jih, 13cm na zapad atd. (kazdy tsek je o 1cm delsi nez predchozi,
sméry opakuje podle uvedeného vzoru). Zizala souradnicovd mapuje dilo svoji kolegyné:
zaCatek tunelu oznaéi souradnicemi [0, 0], prvni odbocku soufadnicemi [0, 10], druhou

odbocku [11,10] atd.
Urcete souradnice konce tseku, ktery ma délku 100 cm. (I. Jancigovad)

Vysledek a poznamky. Soufadnice onoho konce jsou [55, —46].
e Délky tusekt pro jednotlivé sméry se opakuji takto:
S~10+4k, V ~11+4k, J~12+4k, Z ~ 13+ 4k, kde k =1,2,3,...
e Usek dlouhy 100 cm bude pro k = 22 v jiznim sméru.

e Souradnice koncii téchto useku jsou [11 4 2k, —2 — 2k],
e pro k = 22 mame [55, —46].

[—4, 14] atd.
[—2,12] [13,12]
[0,10] [11,10]
0,0]
[—2, —2] [11,-2]
[—4,—4] 13, —4]

Z7-1-2
Soucin véki vSech déti pana Nasobka je 1408. Vék nejmladsiho ditéte je roven

poloviné véku nejstarsiho ditéte.
Kolik déti ma pan Nasobek a kolik je jim let? (L. Hozova)

Vysledek a poznamky. Pan Nasobek ma t¥i déti staré 8, 11 a 16 let.

1408 =27 - 11=(2-2-2)-11-(2-2-2-2).



7Z7-1-3
Na stranach trojuhelniku ABC jsou dany body D, E, F, G, viz obrazek. Pritom
plati, ze ¢tyruhelnik DEFG je kosoctverec a tsecky AD, DE a EB jsou navzajem

shodné.
Urcete velikost uhlu AC'B. (1. Jancigovad)

C
G /\F
E B
Vysledek a poznamky. Uhel ACB je pravy.

e Trojuhelniky ADG a DEF, resp. EBF a DEG jsou shodné (posunuté) —-
— DF||AC a EG||BC,
e uhlopricky v kosoctverci jsou kolmé =— AC a BC jsou kolmé.

A D

C

77-1-4
Pepik vymyslel nasledujici tlohu:

M+A+M+R+A+D+MA+A+TH+E+M+A+TH+I+K+U="7

Ruizné pismena nahrazoval riiznymi ¢islicemi od 1 do 9 a zjistoval, co vychazi.

a) Jaky nejvétsi vysledek mohl Pepik dostat?

b) Mohl dostat vysledek 507 Pokud ano, jak?

c) Mohl dostat vysledek 597 Pokud ano, urcete jaké vSechny hodnoty mohl mit soucet
M+ A+ M.

(M. Smitkovad)

Vysledek a poznamky. M a A jsou zastoupeny ¢tytikrat, T dvakrat, ostatni pismena
po jednom.

a) Nejvétsi mozny vysledek je
4-944-84+2-7T+64+5+4+3+2+1=103.
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b) Vysledek 50 neni mozny; nejmensi je
4-14+4-242-344+5+64+7+8+9=5T.
c) Vysledek 59 je mozny:

4-14+4-24+2-5+3+4+6+7+8+9 =259,
4-1+4-34+2-24+4+5+6+7+8+9=259.

Soucet M 4+ A + M miuze byt
2.14+2=4, 2-24+1=5 2.-14+3=52.3+1=T.

Z7-1-5

Honza vyrazil do svéta s rancem buchet. Na prvnim rozcesti potkal Dlouhého,
Sirokého a Bystrozrakého a spravedlivé se s nimi o své buchty rozdélil — kazdy dostal
¢tvrtinu buchet. Honza ze svého dilu ujedl dvé buchty a vyrazil dal.

Na druhém rozcesti potkal Jenicka a Mafenku a i s nimi se spravedlivé rozdélil —
kazdy dostal tfetinu zbylych buchet. Honza ze svého dilu snédl zase dvé buchty a se
zbylymi vyrazil dal.

Na ttretim rozcesti potkal Snéhurku. I s tou se spravedlivé rozdélil, takze oba méli
polovinu zbylych buchet. Kdyz Honza snédl opét svoje dvé buchty, byl ranec prazdny,
a tak se vratil domu.

S kolika buchtami vyrazil Honza do svéta? (M. Petrovad)

Vysledek a poznamky. Honza vyrazil do svéta s 80 buchtami:

rozcesti zbylo prinesl
3 0 2-2=4
2 4 (4+2)-3=18
1 18 (18 +2)-4=280

727-1-6

Pan Chrt mél ve svém psim sprezeni pét psi — Alika, Broka, Muka, Rafa a Puntu.
Premyslel, jak by mohl psy zapfahnout do fady za sebe tak, aby Alik byl pfed Punfou.

Kolika zptisoby to mohl pan Chrt udélat? (L. Hozova)
Vysledek a poznamky. Celkem 60 zpusoby.

T¥idime podle rozestupu mezi Alikem a Punfou:

APx*xx  *xAPxx *xAPx xxxAP
AxPxx  xAxPx xxAxP
AxxPx  *Ax*xP
Axxx P

Tj. 10 ptripadti, zbyla mista lze vzdy obsadit 6 zptisoby = celkem 60 moznosti.
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Z8-1-1

Vérka ze tfi danych cislic sestavovala navzajem rizna trojmistna cisla, pricemz
u kazdého cisla pouzila vSechny tti ¢islice. Takto sestavila vSechna mozna ¢isla a kdyz
je secetla, vyslo ji 1221.

Jaké ¢islice Vérka pouzila? Urcete pét moznosti. (K. Pazourek)

Vysledek a poznamky. Vérka mohla pouzit (s opakovanim) ¢islice 1 a 9, nebo 2 a 7,
nebo 3 a 5, nebo 4 a 3, nebo 5 a 1.

e Dané ¢islice nemohly byt stejné (méla by jediné ¢islo), ani navzajem ruzné (soucet
odpovidajicich Sesti ¢isel by byl nasobkem 222).
e Dvé cislice byly stejné a jedna rtzné:

aab + aba + baa = (2a +b) - 111 = 1221 = 2a+b =11,

e mozné dvojice (a,b) jsou (1,9), (2,7), (3,5), (4,3), (5,1).

78-1-2

vvoev

trojuhelniku HAM a bod R lezi na poloptimce T A.

Jaky je pomeér obsahti ¢asti trojuhelniku T'RN, které jsou uvnitt a vné trojuhelniku
HAM? (E. Semerddovad)
Vysledek a poznamky. Pomér obsaht ¢asti je 1 : 5.

Rovnostranné trojuhelniky = wvnitini thly 60°, téznice jsou vysky atd.

M

N

R

Spolecné ¢ast trojuhelnikt odpovida % obsahu kazdého.
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Z8-1-3

Na nové objevené planeté ziji zvirata, kterda astronauti pojmenovali podle poctu
nohou jednonozky, dvounozky, trojnozky atd. (zvifata bez nohou nebyla nalezena).
Zvirata s lichym poctem nohou maji dvé hlavy, zvirata se sudym poctem nohou maji
jednu hlavu. V jisté prohlubni potkali skupinu takovych zvifat a napocitali u nich 18
hlav a 24 nohou.

Kolik zvifat mohlo byt v prohlubni? Urcete vSechny moZnosti. (T. Barta)

Vysledek a poznamky. V prohlubni mohlo byt 10, 12, nebo 14 zvifat.
Ttidime podle poé¢ti jednohlavych (j) a dvouhlavych (d) tvori, pricemz j+2d = 18,
a diskutujeme odpovidajici po¢ty nohou (n) tak, aby n = 24:
e dliché — n liché,
¢« j>10 — n > 24,
e mohou nastat nasledujici ptripady:

hlavy nohy (priklad) tvorové
10-1+44-2 10-2+4-1 14
6-14+6-2 6-2+3-1+3-3 12
2:1+8-2 2-4+4-14+4-3 10

Z8-1-4

V dané skupiné ¢isel je jedno ¢islo rovno primeéru vsech, nejvétsi ¢islo je o 7 vétsi nez
prumeér, nejmensi je o 7 mensi nez priameér a vétsina ¢isel ze skupiny mé podprimérnou
hodnotu.

Jaky nejmensi pocet ¢isel mize byt ve skupiné? (K. Pazourek)
Vysledek a poznamky. Ve skupiné je nejméné sedm cisel.

Ozn. primér p, nejmensi p — 7, nejvétsi p 4 7.
Vétsina podprimérnych — alespon sedm cisel:

p_77 pb—a, p_b7 pb—=c b, p+d7 p+77

kde 0 < a,b,c,d<T7aa+b+c=d.

Z8-1-5
V pravidelném pétithelniku ABCDE je obsazen rovnostranny trojuhelnik ABM.
Urcete velikost uhlu BC'M. (L. Hozova)

Vysledek a poznamky. Uhel BCM mé velikost 66°.

e Vnitini tihel pravidelného pétithelniku, resp. trojuhelniku je 108°, resp. 60°.
e Vnitini tthel trojuhelniku BC'M u vrcholu B je 108° — 60° = 48°.
e Trojuhelnik BC'M je rovnoramenny = vnitini thel u C' je %(180O —48°) = 66°.
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78—

A
B

C.
D.
E.

1-6
Alenka dostala list papiru s nasledujicim sdélenim:

Nejvyse jedno z tvrzeni A, B, C, D, E je pravdivé.
Vsechna tvrzeni A, B, C, D, E jsou pravdivd.

Tvrzeni A je pravdive.

Tvrzeni B a D byla napsana neviditelnym inkoustem, ktery lze precist jen pod

specialni lampou. Nez Alenka takovou lampu nasla, dokazala rozhodnout, zda mize
témto tvrzenim duvérovat.

Urcete 1 vy, ktera z tvrzeni A, B, C, D, E jsou pravdiva a ktera nepravdiva.

(1. Jancigovd)

Vysledek a poznamky. Tvrzeni A, C, E jsou nepravdiva, tvrzeni B, D jsou pravdiva.

e A nebo C' nebo E pravda = spor s nékterym z ostatnich = A a C a E

nepravda.

e A nepravda = B a D pravda.

13



