71. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2021/22)
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Na tabuli byl zadan priklad na déleni dvou kladnych ¢isel. David si vSiml, ze pokud
by délenec zvétsil o dva a délitel o sedm, podil by se nezménil.

O kolik by se musel zvétsit délitel, aby pfi zveétseni délence o tii vysel opét stejny
podil? (M. Petrova)

MozZné reseni. Pokud pivodni délenec oznac¢ime n a puvodni délitel ¢, potom pod-
minka ze zadani znamena
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Upravami zalozenymi na porovnavani zlomkt dostavame:

nt 4+ Tn = nt + 2t,
n 2

t 7
Otéazka v zadani se pta, pro které ¢islo z plati

2 243
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Upravami dostavame nasledujici odpovéd:

14 + 2z = 14 + 21,

22 = 21,
21
z=—.
2

Délitel se musi zvétsit o 28 = 10,5.

Hodnoceni. 2 body za pomocné uvahy a upravy; 2 body za vysledek; 2 body za kvalitu
komentare.

Poznamky. I bez uvedenych tprav lze Gvahou pfijit na to, Ze rovnost (1) plati prave
pro dvojice tvaru n = 2k a t = 7k, kde k je libovolné kladné ¢islo. Tato libovtile nehraje
v dalsim zadnou roli (k se vykrati).

Misto rovnosti (2) lze obecné uvazovat

n_ n+3

t t+z
a obdobnym zptsobem jako vyse odvodit, ze 7 = % To spolu s predchozi podminkou
¥ = % dava % = %, odkud vyplyva z = %
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Po oslavé odlozila maminka posledni kousek dortu pro tetu. Kdyz teta konecné
dorazila, nasla misto pochoutky jen Spinavy talif. Maminka zjistovala, co se stalo, a od
svych ¢tyr déti dostala nasledujici odpovédi:

Adam: ,Snédla to Blanka nebo Cyril.“

Blanka: ,,Snédl to Adam nebo Cyril.“

Cyril: ,Nikdo z nas nelze.“

Dana: ,,VSichni kromé mé 1zou.“

Nakonec se ukazalo, ze dort dojedlo jedno z déti a ze toto dité mluvilo pravdu.
Zjistéte, které dité to bylo. (E. Novotnd)

MozZné reseni. Dité, které dort dojedlo, mluvilo pravdu.

Dort nemohli dojist ani Adam, ani Blanka — to by pak nemohli tvrdit, Ze to udélal
nékdo jiny.

Kdyby dort dojedl Cyril, potom by podle jeho vyjadieni mluvili pravdu vsichni,
tedy i Dana. Dana ale tvrdi, Ze Cyril (stejné jako Adam a Blanka) lZe, coz je nesluc¢itelné
— Cyril nemiize soucasné lhat a mluvit pravdu.

Dort tedy dojedla Dana — podle jejiho vyjadieni ostatni déti lhaly, a to vskutku
nevede k zddnému rozporu jako v predchozich pripadech.

Hodnoceni. 2 body za vylouéeni nékterych moznosti (vedoucich ke sporu); 2 body za
podezieni Dany (zadny spor); 2 body za tplnost a kvalitu komentare.

Poznamka. Uvédomte si, Ze pracujeme pouze s implikaci ,,dité snédlo dort, tedy mlu-
vilo pravdu“. Tu lze nahradit napt. ,dité lhalo, tedy nesnédlo dort“, zatimco tvahy
typu ,,dité nesnédlo dort, tedy lhalo®“ nejsou spravné.
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Petr narysoval lichobéznik ABC'D, jehoz zakladna AB byla dvakrat delsi nez za-
kladna C'D a strany AD, DC, C' B byly navzajem shodné. Poté dorysoval ¢tverec, ktery
meél jednu stranu spole¢nou s kratsi zakladnou lichobézniku. Novy vrchol ¢tverce, ktery
byl bliz k B nez k A, oznacil N.

Jakd mohla byt velikost thlu ABN? Uréete vSechny moznosti. (A. Bohinikovd)

Mozné reseni. Podle predpokladi ze zadani lze lichobéznik ABCD rozlozit na tii
rovnostranné trojuhelniky. Tedy vnitini thel u vrcholu B je 60°a u vrcholu C je 120°.

A B

Podle toho, ve které poloroviné omezené primkou C'D byly zbylé vrcholy Petrova
¢tverce, rozliSujeme dva ptipady:



A ---~ B A B

V obou pripadech je trojuhelnik BC'N rovnoramenny, se shodnymi rameny BC, C'N
a shodnymi thly u zédkladny BN. Relevantni uhly vychézi nasledovné:
e V prvnim pfipadé je ihel BCN roven 30°(120 — 90 = 30), tedy thel CBN je
75°(30 +2- 75 = 180) a tthel ABN je 15°(75 — 60 = 15).
e Ve druhém piipadé je thel BC'N roven 150°(360 — 120 — 90 = 150), tedy thel
CBN je 15°(150 + 2 - 15 = 180) a tthel ABN je 75°(15 + 60 = 75).
Velikost tthlu ABN mohla byt bud 15°, nebo 75°.

Hodnoceni. 1 bod za vnitini thly lichobézniku ABCD; 2 body za dalsi postiehy
a mezivysledky; 3 body za dofeseni a kvalitu komentafe. Reseni zahrnujici jen jednu
moznost hodnotte nejvyse 4 body.



