72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/2023)

Ulohy klauzurni &asti |. kola kategorie A

1. V oboru nezapornych realnych ¢isel feste soustavu rovnic

|3z + 5y + Tz] = Tz,
|3y + 5z + Tz | = Tz,
|3z + bz + Ty| =Ty.

2. V konvexnim pétithelniku ABCDE plati |<CBA| = |XBAE| = |<AED]|. Na stra-
nich AB a AFE existuji po fadé body P a @ tak, ze |[AP| = |BC| = |QFE|
a |AQ| = |BP| = |DE|. Dokazte, ze CD || PQ.

3. Dokazte tvrzeni: Pokud vybereme libovolné ¢tyti délitele ¢isla 720, pak jeden z nich
je délitelem soucinu zbyvajicich tri.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie A se kona
v utery 6. prosince 2022

tak, aby zacala nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mize soutézici ziskat 6 bodi; hodnoti se pritom
nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a tiplnost sepsaného postupu, vysledky
viech potfebnych pisemnych nebo pamétnych vipoétt musi byt zaznamenany. UspéSnym
fesitelem je ten zak, ktery ziska 10 bod nebo vice. Povolené pomtcky jsou psaci a rysovaci
potteby a skolni MF tabulky. Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomtcky
dovoleny nejsou. Tyto udaje se zaktm sdéli pred zahdjenim soutéze.
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1. V oboru nezapornych redlnyjch cisel reste soustavu rovnic

|3z + 5y + Tz] = Tz,
|3y + 52+ Tz | =Tz,
|32 + 5z + Ty| = Ty.

(Tomas Bérta)

RESENI. Prvni rovnice zadané soustavy je splnéna, pravé kdyz jsou splnény nésledujici

dvé podminky:

> ¢islo 7z je celé,

> plati 7z < 3x + by + 7z < 7z + 1 neboli 3z + 5y € (0, 1).
Podobné druhé a tfeti rovnice jsou splnény, praveé kdyz ¢isla 7z a Ty jsou celd a plati
3y + 52,3z + b5z € (0,1).

Uvazme nyni libovolnou trojici podle zadani nezdpornych ¢isel (z,y,z), kterd je
feSenim tlohy. Z nerovnosti z 2 0 a 3z + 5z < 1 plyne 5z < 1, odkud 7z < % < 2.
To znamena, ze nezdporné celé ¢islo Tx se rovna jednomu z ¢isel 0 nebo 1, tj. plati
z € {0,1}. Podobné také y,z € {0,1}.

V tuto chvili mame uz jen 23 = 8 trojic (z,y, 2), které jsou adepty na feseni tlohy,
takze bychom je mohli jednotlivé testovat. Tomu se zcela vyhneme, kdyz si vSimneme, ze
pokud by néktera dvé z cisel z, y, z byla rovna %, jeden z vyrazi 3z + 5y, 3y+5z, 32+ 5x
by mél hodnotu ;, kterd je vétsi nez 1, a to je spor. Vime tedy, Ze nejuyse jedno z cisel
X, Y, Z je rovno % a ostatni jsou rovna nule. Pak ale kazdy ze tii (nezdpornych) vyraziu
3r 4 5y, 3y + 5z, 3z 4+ 5z je nejvyse roven %, takze podminky, které jsme uvedli v ivodu
feseni jako ekvivalence zadanych rovnic, jsou splnény, tudiz vSechny takové trojice jsou
resenimi.

Zaver. Uloha ma praveé 4 feseni

(z,y,2) € {(0,0,0),(2,0,0), (0, 1,0),(0,0,%)}.

Za 1Gplné feseni udélte 6 bodl. V netiplnych feSenich ocente ¢astecné kroky nasledovneé:

AQ. Cisla 7z, Ty, 7z jsou celd: 0 bodi.

A1. Spréavna odpovéd (i bez ditkazu a zkousky): 1 bod.

A2. 3x + 5y,3y + 52,32 4+ bax < 1: 1 bod za jednu ¢i dvé nerovnosti, 2 body za vsechny tii nerovnosti.

A3. 5z,5y,5z < 1 (nebo ve formé z,y, z < %) 1 bod jen za vSechny tfi nerovnosti.

B1. Prevedeni tilohy na otestovani urc¢itého poc¢tu popsanych trojic (x,y, z): 4 body v pfipadé jednoci-
ferného poctu, 3 body v pripadé dvojciferného poctu.

B2. Uplné otestovani vSech trojic z B1: 1 bod v pripadé jednociferného poctu, 2 body v pripadé
dvojciferného poctu.

Celkem pak udélte Al + max(A2 + A3, B1 + B2) bodu.
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2. V konvexnim pétiihelniku ABCDE plati |<xCBA| = |XBAE| = |<AED|. Na stra-
nich AB a AE ezistuji po tadé body P a Q tak, Ze |AP| = |BC| = |QF| a
|AQ| = |BP| = |DE|. Dokazte, Ze CD || PQ. (Patrik Bak)

RESEN{. Jelikoz podle zadani |BC| = |AP| = |EQ|, |BP| = |AQ| = |ED| a
|XxCBP| = |<xPAQ| = |XQED|, jsou podle véty sus trojuhelniky PBC, QAP a DEQ

navzajem shodné.

A

C D

Odtud plyne |CP| = |PQ| = |QD| a také
|XxCPQ| =180° — |« BPC| — |XxAPQ| = 180° — |xPQA| — |[XEQD| = |XPQD|.

To znamend, ze podle véty sus jsou také shodné rovnoramenné trojihelniky C'PQ a DQP.
Z toho vyplyva také shodnost jejich vysek z vrcholit C' a D na spolecnou protilehlou
stranu PQ), a tedy CD || PQ.

P0OzZNAMKA. Poznatek, Ze trojuhelniky CPQ a DQP jsou rovnoramenné a shodné,
lze ziskat rovnéz tvahou, ze jde o dvé (vyse nevybarvené) odpovidajici si ¢asti shodnych
¢tytihelniki QABC a DEAP. Shodnost téchto ¢tytihelniki je disledkem toho, ze podle
véty sus plati shodnosti AQAB = ADEA a NABC = ANEAP.*

V nésledujicim feseni upresnime, ze shodné zobrazeni ¢tyrihelniku QABC na ¢tyt-
thelnik DEAP je jisté otoceni. Diky tomu i nové feseni ukoncime jinak (bez uziti vysek
shodnych trojihelniki).

JINE RESENI. Oznac¢me S stied kruZnice, ktera prochézi vrcholy B, A, E. V dtsledku

zadani boda P a @ plati |[BA| = |AE|. Proto v otoceni se stfedem S o orientovany
uhel BSAplati B—+ A — E,atedyi P — Q.

* Dalo by se Tci, Ze jsme uzili ,vétu susus® o shodnosti dvou konvexnich ¢tyitihelniki.
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Dalsim dusledkem vztahi B — A — E je shodnost ¢ty uhld SBA, SAB, SAE
a SEA. Odtud plyne, ze osami shodnych dthla CBA, BAE a AED jsou po fadé
poloptimky BS, AS a ES. V nasem otoceni je tak obrazem orientovaného thlu C'BS
orientovany thel BAS, tudiz s ohledem na |BC| = |AP| plati C — P. Totéz plati
o orientovanych tuhlech SAE a SED, rovnost |AQ| = |ED| pak vede ke Q — D.
Dohromady mame C' — P — () — D, odkud plyne, ze tsecky C'D a P() maji spolec¢nou
osu — osa usecky C'D totiz puli thel CSD, a tedy puli i ihel PSQ), a proto je rovnéz osou
usecky P(). Diky spoleéné ose tak jsou tusecky C'D a P() rovnobézné.

Za Gplné feseni udélte 6 bod. V neuplnych resenich ocente ¢astecné vysledky nasledovné:

A0. Hypotéza o shodnosti trojihelniki CPQ a DQP (bez dikazu): 0 bodd.

A1. Shodnost tri trojuhelniki DEQ, QAP a PBC nebo shodnost dvou ¢tyiriuhelniki CBAQ a PAED:
2 body.

A2. Shodnost trojihelniktit CPQ a DQP: 2 body, z toho 1 bod za rovnosti |DQ| = |QP| = |PC| a 1 bod
za rovnost |[XDQP| = |XQPC]|.

B1. Existence otoceni, ve kterém B — A — E a P — Q: 2 body.

B2. Vztahy C' — P a Q — D: 3 body (2 body za pouze jeden vztah).

Celkem pak udélte max(Al + A2, B1 + B2) bod.
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3. Dokazte tvrzeni: Pokud vybereme libovolné ctyri deélitele cisla 720, pak jeden z nich je
delitelem soucinu zbyvajicich tri. (Jaromir Simsa)

RESENI. S ohledem na rozklad 720 = 2*- 3% .5 m4 &slo 720 pravé t¥i prvodinitele
2, 3 a 5, takze kazdy jeho délitel je tvaru 2% - 3% .57, kde o, 3, v jsou nezédporné celd
¢isla splnujici nerovnosti « £ 4, f < 2 a v < 1 (které dale potfebovat nebudeme). Jisté
i soucin libovolnych tii déliteli ¢isla 720 je tvaru 2% - 37 - 57 s nezdpornymi celymi cisly
a, B a . Ze dvou cisel takového tvaru je prvni délitelem druhého, pravé kdyz hodnoty
a, 3, v pro prvni ¢islo neprevysuji stejnojmenné hodnoty pro druhé cislo.

Tvrzeni tlohy dokadzeme sporem. Pripustme, ze nékteri ¢tyti délitelé ¢isla 720 maji
tu vlastnost, ze zadny z nich nedéli soucin t¥i ostatnich déliteli. Pak kazdy z nich ve
svém rozkladu musi mit nékteré z prvocisel 2, 3, 5 ve vyssi mocniné, nez ji ma ve svém
rozkladu soucin ostatnich tii délitelli, a tedy i kterykoli z nich. Délitelé vsak jsou ctyti
a zastoupend prvocisla jen tii, a to je zfejmy spor.

JINE RESEN{. Piimy dikaz tvrzeni tlohy vylozime jednou z nékolika moznych obmén
(viz pozndmku za Fesenim). Stejné jako v prvnim feseni vyuzijeme vse, co je obsazeno
v jeho prvnim odstavci.

Zvolme tedy libovolné ctyti délitele cisla 720. Bude vyhodné déle mluvit o prvoéini-
teli p daného délitele i v pifpadé, kdy v jeho rozkladu je p ,zastoupeno“ jako ¢initel p°.
Nejprve ze ¢tyt délitelt vybereme tii, ktefi obsahuji prvocinitele 2 v mocninéach, jez
neptevysuji tuto mocninu u ¢tvrtého délitele (je-li moznosti takového vybéru vice, zvo-
lime jednu z nich). Z téchto ti{ déliteli pak vybereme dva, ktefi obsahuji prvocinitele 3
v mocninach, jez neprevysuji tuto mocninu u tietiho délitele. Z téchto dvou délitel na-
konec vybereme ten, ktery obsahuje prvocinitele 5 v mocniné neprevysujici tuto mocninu
u druhého délitele. V naposledy vybraném déliteli je pak kazdé p € {2,3,5} zastoupeno
v mocniné, jez neprevysuje aspon jednu z mocnin p zastoupenych v ostatnich trech dé-
litelich. To zarucuje, ze naposledy vybrany délitel ma vlastnost pozadovanou zadanim
ulohy.

P0ozZNAMKA. Popisme jednu z moznych obmén podaného vykladu. Z libovolné zvole-
nych ¢tyt délitelti nejprve preskrtneme toho, ktery obsahuje prvocislo 2 v nejvyssi mocniné
(je-li adeptti na preskrtnuti vice, preskrtneme jen jednoho — kteréhokoli z nich).* Preskrt-
nuty délitel mizeme ponechat ve hie“ a zopakovat proceduru skrtani jednoho délitele
jesté dvakrat: jednou pro prvocislo 3 a podruhé pro prvocislo 5. Nékteri ze ¢tyt délitelt
tak mohou byt preskrtnuti i vicekrat; protoze jsme vsak skrtali pouze trikrat, aspon jeden
délitel ziistane nepreskrtnut, ma tudiz zrejmé pozadovanou vlastnost.

Za uplné reseni udélte 6 bodl. V neuplnych resenich ocente Castecné zavéry nasledovneé:

Al. Délitelé ¢isla 720 jsou tvaru 2% - 3% - 57 (stadi vyjmenovat vSechny tii mozné prvoéinitele): 1 bod,
ptipadné 2 body, jen kdyz jsou uvedeny vSechny poznatky z tvodniho odstavce prvniho feseni
a pritom za A2 neni udélen zadny bod.

A2. Uvahy o porovnan{ stejnojmennych stupiit «, 3, 7 (tj. pocti vyskytu jednotlivych prvoéisel 2, 3, 5)
pro dané c¢tyri délitele: 0—4 body podle stupné priblizeni k tvrzeni tlohy.

Celkem pak udélte A1 + A2 boda.

* TYi nepreskrtnuti délitelé jsou vlastné trojici z prvniho vybéru pivodniho postupu.
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