72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/2023)

Ulohy krajského kola kategorie A

1. Na hracim planu 8 x5 je rozmisténo 8 bilych a 8 ¢ernych zetonti jako na obrazku vlevo.
V jednom tahu je mozné posunout Zeton na prazdné policko sousedici stranou. Urcete
nejmensi pocet taht, jimiz Ize z ptivodniho rozestaveni ziskat rozestaveni na obrazku
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2. V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

VVT+2=y-—2,
\/7

VYy+2=a-2.

3. V konvexnim ¢tyfthelniku ABCD plati |AB| = |BC| = |CD|. Necht navic pro
prusecik P jeho thlopficek plati [ APD| < 90°. Oznatme R a S po fadé obrazy
bodi A a D v osovych soumérnostech podle primek BD a AC. Dokazte, Ze tsecky
BC a RS jsou rovnobézné.

4. Najdéte vSechny trojice prirozenych ¢isel a, b, ¢, pro které je soucin
(a+b)(b+c)(c+a)(a+ b+ c+ 2036)

roven mocniné nékterého prvocisla s celo¢iselnym exponentem.

Krajské kolo kategorie A se kona
v utery 10. ledna 2023

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny ¢istého ¢asu. Za kazdou ulohu miize soutézici ziskat 6 bod; hodnoti se ptritom
nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a tiplnost sepsaného postupu, vysledky
vsech potrebnych pisemnych nebo pamétnych vypocti musi byt zaznamenany. Bodova
hranice k urceni uspésnych tesiteli bude stanovena centralné po vyhodnoceni statistik
bodovych vysledkii ze vsech kraji. Povolené pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby
a skolni MF tabulky. Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomucky dovoleny
nejsou. Tyto tdaje se zakim sdéli pred zahdjenim soutéze.
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1. Na hracim plinu 8 X 5 je rozmisténo 8 bilych a 8 cernych Zetoni jako na obrdzku
vlevo. V jednom tahu je mozné posunout Zeton na prazdné policko sousedici stranou.
Urcete nejmensi pocet tahu, jimizZ lze z puvodniho rozestaveni ziskat rozestaveni na
obrazku vpravo.
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(Josef Tkadlec)

RESENI. V prvni ¢asti dokazeme, Ze ke splnéni tikolu je vzdy tfeba zapotiebi aspori
64 taht ve svislém sméru a aspon 8 tahti ve vodorovném sméru, celkem tedy aspon
64 + 8 = 72 taht.

Je ztejmé, ze s kazdym z 8 bilych Zetond musime tdhnout aspon ¢étyrikrat smérem
doll a s kazdym z 8 ¢ernych zetont aspon ctyrikrat smérem nahoru. Celkem tak musime
skutecné provést aspon 8 x 4 + 8 x 4 = 64 tahtu ve svislém sméru.

V kazdém sloupci herniho planu na zacatku lezi jeden bily Zeton nad jednim cernym
Zetonem, na konci je to naopak. Alespon jeden ze dvou ptuvodnich zetont musi tedy sviij
sloupec v nékterém tahu opustit, tj. posunout se ve vodorovném sméru. Jelikoz to plati
pro kazdy z 8 sloupcii, musime skutecné provést aspon 8 taht ve vodorovném smeéru.

Ve druhé ¢asti reseni ukazeme, ze 72 taht na splnéni ikolu staci.* Rozdélime k tomu
dany hraci plan 8 x 5 na 4 ¢asti 2 x 5 a v kazdé z nich pfesuneme zetony uzitim
245444542 = 18 taht v péti etapach znazornénych na obrazku. Celkové to pak bude
skutecné 4 - 18 = 72 tah.
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Zaveér. Nejmensi mozny pocet tahii je roven 72.

PozNAMKA. Dokdzeme, ze kazdé feSeni zadaného tkolu 72 tahy mé nésledujici
vlastnost: VSechny provedené tahy lze rozdélit do ctyr skupin po 18 tazich tak, ze tahy
z téze skupiny (v piivodnim poradi) fesi ,redukci“ zadaného tikolu na jednu ze ¢tyr casti
2 x 5, na které je cely plan 8 x 5 rozdélen. K tomu je nutné a soucasné staci ukazat, ze
zadny zeton v pribéhu danych 72 tahtt neopusti tu ze zminénych ¢asti 2 x 5, ve které se
pivodné nachazel. Jisté si pritom staci v§imat jen tahii ve vodorovném sméru — rikejme
jim v-tahy.

* 'V poznamce za FeSenim uvedeme poznatek, podle kterého lze v§echna feSeni 72 tahy sestrojit, zndme-li
vSechna Teseni 18 tahy pro hraci plan 2 x 5.
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Oznacéme sloupce hraciho planu ¢isly 1 az 8 zleva doprava. Necht ¢ — ¢ 4 1,
resp. © — ¢ — 1 znaci v-tah ze sloupce i doprava, resp. doleva. Se slibenym dikazem
budeme hotovi, kdyz ukazeme, ze osm jednotlivych v-tahti z kazdého feseni 72 tahy ma
(v nékterém poradi) tvar

1—-2,2—-1,3—-44—3,...,7—8, 8=>T.

To je ovsem dtisledek té nasi tivahy, podle které pti libovolném reseni pro kazdy sloupec ¢
existuje aspon jeden v-tah ¢ — *; protoze pii feSeni 72 tahy je v-tahti pravé osm, je v ném
po jednom tahu ¢ — * pro kazdé i, a tedy i po jednom tahu x — ¢ pro kazdé i, nebot
pocet tahti ze sloupce ¢ se musi rovnat poctu tahi do sloupce i. Pro ¢ = 1 jde nutné
otahy 1 = 2a2—1,atedy proi=3o0tahy 3 -4 a4 — 3, atd. az pro i = 7 o tahy
7T—8a8—=T.

Za uplné reseni udélte 6 bodl. V neuplnych resenich ocente castecné kroky néasledovné:

Al. Dukaz, ze je zapotiebi aspon 64 svislych tahi: 1 bod.

A2. Diikaz, ze je zapotiebi aspon 8 vodorovnych tahi: 1 bod.

A3. Dukaz, Ze je zapotiebi aspon 72 tahu: 3 body.

A4. Popis libovolného minimélniho feseni (tj. posloupnosti 72 tahi, kterd prevede puvodni rozestaveni
na cflové): 2 body

A5. Vysvétleni, pro¢ je feseni z A4 skutecné sloZzeno ze 72 tahti: 1 bod.

A6. Popis a uréeni poc¢tu taht nékterého reseni, které neni minimalni, tj. ma vice nez 72 tahi: 1 bod.

Celkem pak udélte max(Al + A2, A3) + max(A4 + A5, A6) bodi.
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2. V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic

\/ \/E—’_ 2= Yy— 27
\/ \/§+ 2=x—2.
(Radek Horensky)

RESENT. Necht (z,y) je libovolné fefeni dané soustavy. Jelikoz hodnota //z + 2 je
ziejmeé kladnd, podle prvni rovnice je nutné y > 2. Podobné z druhé rovnice plyne nutna
podminka x > 2.

Nyni dokdzeme, zZe ¢isla x a y musi byt stejnd.* Vyuzijeme k tomu poznatek, ze funkce
druhd odmocnina je rostouci. V pripadé x > y by tudiz platilo

VT +2> /Yy +2,

coz lze diky zadéani prepsat jako y — 2 > o — 2 neboli y > x, a to je spor. Pripad z < y
se vylouci analogicky. Rovnost © = y je tak dokazéana.

Zabyvejme se proto déle (jedingm moznym) pripadem = = y. Puvodni soustava dvou
rovnic se tehdy zrejmé redukuje na jednu rovnici

VVr+2=2-2 (1)

Po substituci s = /z, kdy z = s?, piejde rovnice (1) v rovnici /s +2 = s? — 2,
piitom zfejmé s > /2. Pro kazdé takové s miZeme rovnici ekvivalentné umocnit na
druhou a ziskat tak rovnici s + 2 = (s2 — 2)2, kterou jesté prepiSeme do obvyklého tvaru

st —45% — 542 = 0. Vsimnéme si, Ze tato rovnice méa kofen s = 2. Potvrzuje to i rozklad

st =45 —5+2 =5 —4)— (s —2) = (s —2)(s+2) — (s —2) = (s — 2)(s* + 25> — 1),

podle kterého ted ukazeme, ze s = 2 je jediny kofen odvozené rovnice, ktery splnuje
nasi podminku s > /2. Skutecné, pro kazdé s > /2 totiz plati s3> + 252 — 1 > 0 (plati
to dokonce jiz pro s = 1). Jedind vyhovujici hodnota s = 2 odpovidd jedinému feSeni
r = 2 = 4 rovnice (1), a tedy i jedinému FeSenif z = y = 4 zadané tilohy.**

Zaveér. Zadand soustava rovnic mé jediné feseni (z,y) = (4,4).

PozNAMKA. Uvedme druhé mozné odvozeni rovnosti = y; o jiném postupu FeSeni

rovnice (1) pojedndme v pozndmce za druhym FeSenim.
Novy diikkaz rovnosti x = y zahajime tak, Ze obé rovnice ze zaddani umocnime na

druhou
\/E + 2= (y - 2>27
VI +2=(z—2)>%

Odectenim druhé umocnéné rovnice od prvni a naslednymi tpravami rozdilu pravych
stran dostaneme

Ve y=@y-2°-(@-2°=(y-2) - (z-2)(y-2)+ (2 -2) =
=W—2)(z+y—4)=y— Vo) Vy+Vr)z+y—4).

* Zduraznéme, Ze rovnost x = y neplyne z pouhé symetrie soustavy rovnic.
** Zkouska prfi naSem postupu neni nezbytna.
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Pripustime-li, Ze « # y, po vydéleni obou krajnich vyrazii hodnotou /y — /z # 0
obdrzime

1= (i VE) @y —4).

Jak vsak vime, obé cisla x a y jsou vétsi nez 2, tudiz prava strana posledni rovnosti je
kladna, a to je kyzeny spor.

JINE RESENI. VyuZijeme opét poznatek, Ze obé ¢isla z a y jsou v&tsi nez 2, a zavedeme
funkei f:(2,00) — (2,00) predpisem f(t) = v/t + 2 pro kazdé ¢t > 2. Rovnice ze zadani
prepsané do tvaru

Vr+2+2=y,

0

Vy+2+2=z
pak mizeme pomoci funkce f zapsat jako soustavu rovnic

f(f(x) =,
f(fy) ==

Vidime, Ze jejimi feSenim jsou pravé dvojice tvaru (z,y) = (x,f(f(x))), kde d¢islo x

spliiuje vztah f<f (f (f(x)))) = x. Ten je jisté splnén v piipadé, kdy plati f(x) = x.

Ukéazeme-li, Ze tomu tak neni ve zbylych ptipadech, kdy f(z) < x nebo f(x) > z, zistane
nam jediny kol — vyfFesit rovnici f(z) = x.

K vylouceni pfipadi f(z) < x a f(z) > x vyuzijeme toho, ze funkce f je ziejmeé
rostouci. Diky tomu v pripadé f(z) < x plati ¢tvefice nerovnosti

H(#(r0@)) ) < 1(s06@) < 1) < fG0) <

nebof posledni nerovnost tehdy plati a kazda predchozi nerovnost je disledkem bez-
prostfedné nésledujici nerovnosti. Podobné se v ptipadé f(x) > z zdavodni Ctvefice
nerovnosti*

f(f(f(f(fv)))) > (@) > (@) > f(a) > =

Tim je dukaz tvrzeni o ekvivalenci rovnosti f(f <f (f(w)))) = x s rovnosti f(zx) = x

hotov.
Zbyva vytesit rovnici f(z) = x s nezndmou x > 2, coZ je snadné:

fla)=2 & Ve+2=2 & 0=V -2)(Ve+1) & Vo=2 & z=4.

Dochézime tak ke stejnému zavéru jako v prvnim feseni.

* K dvéma uvedenym ¢tveficim nerovnosti dodejme, ze piipad f(z) < x nastane pro kazdé x > 4 a piipad
f(x) > z pro kazdé x € (2,4). Plyne to zfejmé z rozkladu f(z) —z = (2—/z)(v/z+ 1), ktery déle vyuzijeme
i p¥i FeSeni rovnice f(z) = .
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PozNAMKA. Uvahy o funkei f z druhého feSeni lze rovnéz vyuzit k vyFeseni rovnice (1)
z prvniho Feseni bez prechodu k rovnici ¢tvrtého stupné. Rovnici (1) lze totiz zapsat jako
rovnici f(f(z)) = x, kterd je ovem ekvivalentn{ s jednodussi rovnici f(z) = z, a to diky
implikacim

f@) <z = (@) <f@) <z a [@)>2 = [(f@) > ) > e

které se zduvodni stejné jako ve druhém fteseni. Tam jsme také zjednoduSenou rovnici
f(z) = x vyfesili.

Za uplné reseni udélte 6 bodl. V netuplnych resenich ocente ¢astecné kroky néasledovné:

A0. Uvedeni podminek z =2 2 a y = 2: 0 bodt.

A1l. Uhodnuti feSeni (z,y) = (4,4) se zkouskou: 1 bod.

B1. Dikaz rovnosti = y: 3 body.

B2. Vyreseni tlohy za predpokladu = = y vcetné vylouceni jinych hodnot nez x = 4: 3 body.
C1. Vyjédieni soustavy ve tvaru f(f(z)) =y A f(f(y)) = 2: 2 body.

C2. Odvozeni rovnosti f(xz) = = za predpokladu f <f (f (f(x)))) = x: 3 body

C3. Vyfeseni rovnice f(z) = z: 1 bod

D1. Vylouceni rovnosti f(f (f (f(a:)))) = x pro kazdé x < 4: 2 body.
D2. Vylouéeni rovnosti f(f (f (f(x)))) = x pro kazdé x > 4: 2 body.

Celkové pak udélte max(Al,B1 + B2,C1+ C2 + C3,C1 + D1 + D2) bodi. Absenci zkousky v jinak
iplném feseni nepenalizujte.
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3. V konvexnim ctyrihelniku ABCD plati |AB| = |BC| = |CD|. Necht navic pro
prusecik P jeho dhlopricek plati |XAPD| < 90°. Oznacme R a S po radé obrazy
bodu A a D v osovijch soumérnostech podle primek BD a AC. Dokazte, Ze tusecky

BC' a RS jsou rovnobézné. (Patrik Bak)
RESENI. Nejdiive si poviimneme, Ze ze zadanjch soumérnosti plynou rovnosti |BR| =

= |BA| a |CS| = |CD|. Dohromady s rovnostmi ze zadani dostavame
|AB| = [BC| = [CD] = |BR| = |CS]. (1)

Podle konstrukce jsou body R, S zfejmé rtizné, pritom stied X usecky AR lezi na
jeji ose BD a stfed Y tsecky DS na jeji ose AC. V nésledujicim odstavei dokézeme, ze
bod R lezi uvnitt thlu ABC' a bod S uvnitt thlu DC B, jak je tomu na nasem obrazku.
Dohromady to bude znamenat, ze body A, D, R, S lezi uvnitt téze poloroviny s hrani¢ni
piimkou BC'.

Z predpokladu |<APD| < 90° plyne |£xAPB| > 90° coZ pro vnitini bod P
zékladny AC' rovnoramenného trojithelniku ABC znamend, Ze |<ABP| < 1 - | ABC];
odtud ovSem plyne |[XABR| =2 |<ABP| < |<ABC|, tudiz bod R skute¢né lezi uvnit¥
thlu ABC'. Analogicky z nerovnosti |<DPC| > 90° pro vnitini bod P zdkladny BD
rovnoramenného trojihelniku DC'B usoudime, ze bod S skuteéné lezi uvnitt thlu DC'B.

Dalsim dusledkem nerovnosti |[XAPD| < 90° je, Ze pro vyznacené vnitini thly
pravouhlych trojihelniki APX a DPY plati |[xXAP| = 90° — |XAPD| = |[XYDP|,
neboli |[<RAC| = |£SDB|.

Vratme se k rovnostem (1). Podle nich je bod B stfedem kruznice opsané troji-
helniku ARC, ktery jak vime lezi v ithlu ABC'. Podle véty o obvodovém a stfedovém
thlu proto plati |[<RBC| = 2 - |<RAC|. Podobnou tvahou o stfedu C' kruznice opsané
trojihelniku BSD lezicimu v thlu BC'D dostaneme |[£SCB| =2 - |<SDB|.

Z poslednich dvou odstavei plyne rovnost |[<RBC| = |€SCB|. Ta spolu s rov-
nostmi (1) vede k zavéru, ze (rovnoramenné) trojihelniky RBC a SCB jsou podle véty sus
shodné. Odtud plyne shodnost jejich vysek z vrcholi R a S ke strané BC'. To s ohledem
na vyse odvozenou polohu bodi R a S uz znamend, ze BC' || RS.*

* Namisto tivahy o shodnych trojihelnicich CBR a BC'S sta¢i konstatovat, ze shodné tsecky BR a C'S
jsou soumérné sdruzené podle osy usecky BC.
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JINE RESEN{. UkdZeme, Ze body R a S lezi na kruznici opsané trojihelniku BC'P.
Podrobny dtkaz zapiseme jen pro bod R, pro bod S je totiz diikkaz analogicky.

Stejné jako v prvnim feseni odvodime rovnosti (1) a poznatek, ze bod R lez
uvniti thlu ABC. Z podminky |[€APD| < 90° rovnéz plyne, ze bod R lez také
v poloroviné ACD.

Podle (1) je bod B stiedem kruZnice opsané trojihelniku ARC, jejiz sttedovy thel
RBA s osou BD je tudiz dvojnasobkem obvodového tthlu RCA. Proto jsou shodné
tii thly PBA, RBP a RCP vyznacené na obrazku. Shodnost poslednich dvou thla
s ohledem na predchozi odstavec uz znamena, ze bod R skutecné lezi na kruznici opsané
trojuhelniku BC'P. Pro bod S totéz plati diky analogické shodnosti ahla PCD, SCP
a SBP.

Z dokazaného plyne, ze body B, C, R, S lezi na jedné kruznici, pritom body R
a S lezi ve stejné poloroviné s hrani¢ni primkou BC'. Odtud plyne shodnost ihla BRC
a BSC, ktera spolu s rovnostmi |BC| = |BR| = |CS| znamend, ze rovnoramenné
trojuhelniky RBC a SC'B jsou shodné. Shodnost jejich vysek z vrcholit R a S tak stejné
jako v prvnim feSeni uz vede k dokazovanému vztahu BC' || RS.

Za uplné reseni udélte 6 bodl. V netplnych resenich ocente castecné kroky néasledovneé:

A1l. Zdavodnéni rovnosti |BR| = |BA| a |CS| = |CD|: 1 bod.

A2. Dukaz, ze B je stred kruznice opsané trojiuhelniku ARC: 1 bod.

A3. Diikaz, ze C je stfed kruznice opsané trojuhelniku BSD: 1 bod.

B1. Dikaz, ze body A, D, R, S lezi uvniti téze poloroviny s hrani¢ni primkou BC': 2 body.

B2. Odvozeni |«<CBR| = |xBCS|: 2 body.

B3. Diikaz, ze trojuhelniky RBC' a SCB jsou podobné: 3 body.

C1. Diikaz, ze body R a S lezi na kruznici opsané trojihelniku BCP: 3 body za oba body R a S, 2 body
za jeden, neni-li analogie pro druhy bod zminéna.

Body z B2, B3 a C1 udélte i v pripadé, kdy resitel nepodé dikaz z Bl a ani potrebnou polohu bodu
R a S explicitné nezmini.
Celkem pak udélte max(Al, A2+ A3,B1 + B2,B1 + B3,B1 + C1) bodu.
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4. Najdéte vsechny trojice prirozenych cisel a, b, ¢, pro které je soucin
(a+b)(b+c)(c+a)(a+ b+ c+2036)

roven mocniné nekterého prvocisla s celociselnym exponentem. (Jan Mazak)

RESENI. Nejprve si vSimnéme, Ze aspoi jedno z ¢isel a + b, a + ¢ a b+ ¢ musi byt
sudé. Skutecné, z tii Cisel a, b, ¢ nékterda dvé maji stejnou paritu, tudiz jejich soucet je
sudy.

Pokud je soucin ze zadani mocninou prvocisla p, pak kazdy ze ¢ty ¢initelit musi byt
mocninou p. Jak uz vime, néktery z prvnich ti{ ¢initela je sudy, musi proto platit p = 2.
Kazdy ze ¢tyt ¢initel je tedy mocninou dvou, kterd je pfitom vétsi nez 1 = 29, nebot
¢isla a, b, ¢ jsou podle zadani prirozena. Odtud plyne, ze kazdy cinitel je sudé cislo.

Déle pozorujme, ze ¢isla a + b, a + ¢, b+ ¢ jsou vsechna suda, pravé kdyz ¢isla a, b, ¢
maji vSechna stejnou paritu. Protoze ¢islo a + b+ ¢+ 2036 je sudé, musi byt a, b a ¢ suda
¢isla. Mtzeme proto psat a = 2a1, b = 2b; a ¢ = 2¢q, kde aq, by, 1 jsou prirozena cisla.
Pak ovsem plati

(a—I—b)(a—l—c)(b—l—c)(a—i—b—i—c—l—2()36) = 24(CL1 +b1)(a1 +Cl)(b1 +Cl)(a1 +by+c1+ 1018).

Soucin poslednich ¢tyt zavorek musi byt mocninou dvou. Trojice ¢isel ay, by, ¢1 je tedy
fesenim puvodni tlohy s konstantou 1018 namisto 2036. Ze stejného divodu jako vyse
i ¢isla aq, by a ¢; musi byt sudd. Oznacime proto ag, by a ¢y po fadé jejich poloviny (jsou
to opét prirozend Cisla) a dostaneme

(a+b)(a+c)(b4c)(a+b+c+2036) = 28(ag + by)(ag + c2)(by + c2)(as + by + co + 509).

A opét tu mame stejnou tlohu s konstantou 509, takze i ¢isla as, by a co maji nutné
stejnou paritu. Protoze vsak ¢islo 509 je liché, musi byt as, by a ¢y licha cisla. Vidime, ze
trojice ag = by = co = 1 oze vyhovuje (nebot 3 + 509 = 512 je mocnina dvou), tudiz
odpovidajici trojice a = b = ¢ = 4 je Tesenim puvodni ulohy. Ukézeme, zZe je to feSeni
jediné.

Pripustme tedy, Ze je nékteré z cisel aq, by, co VEtSi nez jedna, necht je to co bez tjmy
na obecnosti. Pak ovSsem mocnina dvou rovna as + co je vétsi nez 2, takze je délitelna
¢tyrmi. To znamena, ze pii déleni ¢tyfmi jedno z lichych cisel as, co dava zbytek 1 a druhé
zbytek 3. Treti liché ¢islo by tak ma pri déleni ¢tyrmi stejny zbytek jako jedno z ¢isel ao,
co. Soucet by s timto ¢islem pak mé zbytek 2 a protoze tento soucet je zaroven mocninou
dvou, musf jit o mocninu 2!. Odtud plyne, %e by = 1 a ay = 1 (rovnost ¢z = 1 je vyloucena
nasim predpokladem co > 1). Zbytek 3 pii déleni ¢tyrmi tak nutné dava ¢islo cy. Pak ale
¢islo as + by + co + 509 rovné co + 511 dava pri déleni ¢tyfmi zbytek 2, tudiz to neni
mocnina dvou, a to je spor.

Zaver. Zadani ulohy vyhovuje jedina trojice (a,b,c) = (4,4,4).

JINE RESENi. Necht bez Gjmy na obecnosti plati a = b = ¢, takZe pak a + b =
2c+az2b+c22 Soudin (a+b)(b+c)(c+a)(a+b+c+2036) je mocninou nékterého
prvocisla, pravé kdyz jsou mocninami tohoto prvocisla vsichni ¢tyti Cinitelé a + b, b + c,
c+aaa+b+c+2036. Necht tedy a +b = p*, c4+a = p' a b+ c = p™ pro néjaké
prvocislo p a celd nezdporna ¢isla k, [ a m. Pro né podle tivodni véty plati k =1 = m = 1.
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Kdyby platilo & > [, a tedy k —1 =1 a k —1 = m, s ohledem na p = 2 bychom méli
a+b=p" Zp" 4Pt 2 p 4" =(c+ta)+ (b+c)>a+b,

a to je (podle krajnich vyrazt) spor. Nutné tedy k = [, takZe a + b = p* = p! = ¢ +a,
odkud b = ¢. Pak ovSem p™ = b+c¢ = 2b, a tedy b = c = p™/2, tudiz 2 | p neboli p = 2, a
proto b =c=2""1a a+ b= 2" Protoze p =2, je také a + b+ ¢ + 2036 = 2" pro néjaké
celé cislo n, které ziejmé splnuje podminku 2" > 2036.

Podle zavéru predchoziho odstavce ¢isla k, m, n splnuji rovnost

2" = (a+b) +c+ 2036 = 2% + 271 4+ 2036.

Vsimnéme si, ze pti déleni ¢islem 16 cislo 2036 dava zbytek 4, zatimco vétsi mocnina 2"
davé jisté zbytek 0.* Z vypsané rovnosti tak plyne 2 4+ 2m~1 =12 (mod 16). Sé¢itanci
2% a 2m~1 — jakozto mocniny dvou — mohou pii déleni 16 ddvat pouze zbytky 1, 2, 4,
8 a 0. Snadno nahlédneme, ze odvozena kongruence plati jediné v pripadé, kdy jedna
z mocnin 2%, 2™~1 dava zbytek 4 a druhé 8. Podle téchto zbytki jde nutné o mocniny 22
a 23, takze {k,m — 1} = {2,3}. Jelikoz véak 2" ' =b < a+b=2* jenutné m — 1 < k,
aprotom—1=2ak=3tudizb=c=2""1=4aa+b=2"=8, odkud také a = 4.
Dostévame tak jedinou moznou trojici (a, b, ¢) = (4,4,4). Ta je skutecné feSenim tlohy —
soucin ze zaddni mé tehdy hodnotu 8 - 8 - 8 - 2048, piitom 8 = 23 a 2048 = 211,

POzZNAMKA. Pro¢ jsme rovnici 2" = 2% 4+ 2m~1 4 2036 fesili ivahami o délitelnosti
¢islem 167 Byla to vhodné forma fteseni této rovnice prepsané do dvojkové soustavy
(Cemuz jsme se chtéli vyhnout), v niZ ma kazdd mocnina dvou (dédle jen ,mocnina‘)
zapis tvaru 100...0, zatimco ¢islo 2036 ma 1lmistny zapis 11111110100. Abychom
z ného pri¢tenim dvou mocnin dostali opét mocninu, je ziejmé, zZe zapis mensi pri¢itané
mocniny musi byt 100 a té vétsi pak 1000, tj. jde o mocniny urcené jejich zbytky pri
déleni ¢islem 2* = 16. Podobné vyuzijeme délitelnost ¢islem 16 i u obecnéjsi rovnice
2" = 2036 + 2871 + 271 4+ 271 7 nasledujiciho tietiho feseni.

JINE RESENI{. Zachovejme oznaceni p, k, I, m, n z druhého FeSeni. Stejné jako tam
budeme predpoklddat, ze a = b 2 ¢, takze i nyni bude platit £ = [ =2 m = 1. UkiZeme,
jak je mozné vynechat odvozeni rovnosti k = [.

Nejprve dokazeme, ze p = 2.%* Kdyby prvocislo p bylo liché, byl by lichy i soucet
isel p* 4 pt 4+ p™, ktery je vsak diky tdpravé

P +pt=@+b)+(ct+a)+(b+c)=2(a+b+c)

nutné sudym ¢islem, a to je spor. Prvocislo p je tedy sudé a rovnost p = 2 je tak dokazana.
Podle uzité upravy, ve které polozime p = 2, navic vidime, Ze mocnina 2" (rovné ¢tvrtému
¢initeli 2036 4+ a + b + ¢) ma vyjadreni

1
2" = 2036 + (a+ b+ c) = 2036 + 5(2’“ + 20+ 2m) = 2036 + 281 4 27t oL

Odtud podobné jako v prvnim reseni ziskame kongruenci

ok=1 4 ol=1 L om=1 =19 (mod 16),

* Motivaci k ivahdm o délitelnosti ¢islem 16 objasnime v pozndmce za timto FeSenim.
** Dals{ zpusob odvozeni rovnosti p = 2 uvedeme v pozndmece za timto Fesenim.
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tentokrat se souctem t¥i mocnin dvou na levé strané, jejichz mozné zbytky pti déleni
¢islem 16 jsou 1, 2, 4, 8, 0. Rozborem moznosti pro soucet tri zbytkiu zjistime, ze —
s ohledem na k = [ = m — zbytky mocnin z trojice (2'“’1, 2i=1 2"“1) tvori jednu z trojic
(4,4,4), (8,2,2) nebo (0,8,4).

(i) Pripad trojice (4,4,4). Tehdy nutné plati 28=! = 2/=1 = 2m~=1 — 4 peboli
a+b=c+a=>b+c =8, odkud (a,b,c) = (4,4,4). Dosazenim ovéfime, ze tato
trojice vyhovuje zadani tulohy.

(ii) Pripad trojice (8,2,2). Tehdy mame 25~! = 8 a 2!~ = 2m~1 = 2 odkud a+b = 16
a c+a= b+ c=4. To vsak odporuje tomu, ze a +b < (c+ a) + (b + ¢).

(iii) Pripad trojice (0,8,4). Tehdy mame 27! = 8 a 2m~! = 4 takZe rovnost
on = k=14 9l=14 om—14 9036 ziskdvd tvar 2" = 28=1 42048, kde 2048 = 2'!, takze nutné
2" > 21 neboli n = 12. Z rovnosti 2" = 2¥~1 4 21 proto plyne kongruence 21 = 211
(mod 2'2), ktera je splnéna pouze pro k = 12. Pro ¢&isla a, b, c tak plati a + b = 28 = 212,
cta=2'=16ab+c=2" =8, coz opét odporuje tomu, ze a +b < (c+a) + (b+c).

V souhrnu tak dochazime ke stejnému zévéru jako v prvnim feseni: zadani tulohy
vyhovuje jedind trojice (a,b,c) = (4,4, 4).

PozNAMKA. Predpokladejme, Ze ¢isla a+b, b+c¢, c+a a a+b+c+2036 (vétsi nez 1)
jsou mocninami nékterého prvocisla p a uvedme dalsi dikaz rovnosti p = 2.
Protoze leva strana rovnosti

2(a+b+c+2036) — (a+b) — (b+c) — (c+a) =4072

je délitend prvocislem p, z rozkladu 4072 = 23 - 509 plyne, ze p je rovno jednomu
z prvocisel 2 nebo 509. Pripustme, ze p = 509. Po vydéleni uvedené rovnosti ¢islem
509 pak dostaneme

2a+b+c+2036 a+b b+c c+a_8
509 509 509 509

Vsechny Ctyri zlomky v této rovnosti jsou celd ¢isla a soucasné mocniny 509, davaji tedy
pri déleni 509 zbytky 0 nebo 1. Je proto patrné, ze leva strana rovnosti nemtze dévat pri
déleni 509 zbytek 8, ktery dava prava strana. Tento spor uz dokazuje, ze skute¢né plati
p=2.

Za uplné reseni udélte 6 bodl. V neuplnych resenich ocente ¢astecné kroky néasledovneé:

A1. Spravna odpovéd (i bez odvozeni a zkousky): 1 bod.

B1. Odvozeni rovnosti p = 2 ivahou o parité ¢isel a, b, c: 2 body.

B2. Odvozeni, ze ¢isla a, b, ¢ jsou suda, a prechod k tloze s konstantou 1018: 1 bod.

B3. Prechod k tloze s konstantou 509 a pozorovani, ze kazdé jeji feseni je trojice lichych ¢isel: 1 bod.

B4. Doteseni tdlohy s konstantou 509: 0-2 body podle miry tplnosti.

Cl. Zdtuvodnéni, ze aspon dvé z ¢isel a, b, ¢ se rovnaji: 2 body.

C2. Odvozeni rovnosti p = 2 za predpokladu z C1: 1 bod.

C3. Odvozeni rovnice typu 2" = 2% +2m~1 4 2036: 1 bod.

C4. Vyteseni rovnice z C3: 0-2 body podle miry tplnosti.

D1. Odvozeni p = 2 bez predpokladu, ze aspon dvé z ¢isel a, b, ¢ se rovnaji: 2 body, z toho 1 bod za
zduvodnéni p € {2,509}.

D2. Odvozeni rovnice typu 2" = 2¢=1 4-2!=1 1 2m=1 1 2036: 1 bod.

D3. Vyteseni rovnice z D2: 0-3 body podle miry tplnosti.

Celkem pak udélte max(Al,B1+ B2+ B3+ B4,C1 + C2 + C3 + C4,D1 + D2 + D3) bodt. Absenci
zkousky v jinak tplném FeSeni nepenalizujte.
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