72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/2023)

Ulohy klauzurni &asti |. kola kategorie C

1. Uvazujme 72 zlomk

0-0 1-1 2-2 3-3 71-71
27 717 707 697 1

Kolik z nich nabyva celociselné hodnoty?

2. V daném pravothlém trojihelniku ABC oznacme K stred prepony AB a L stred
kratsi odvésny AC'. Kruznice s primérem BC' protne usecku KL v bodé P. Dokazte,
ze uhly PAC a PBC jsou shodné.

3. Na tabuli byla napsana ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. V kazdém kroku jsme dvé
¢isla smazali a nahradili druhou mocninou jejich rozdilu. Pokud po nejvyse 7 krocich
zustala na tabuli vSechna ¢isla stejnd, mohla to byt ¢isla a) lichd, b) suda?

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie C se kona
v utery 24. ledna 2023

tak, aby zacala nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mize soutézici ziskat 6 bodi; hodnoti se pritom
nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a tiplnost sepsaného postupu, vysledky
viech potfebnych pisemnych nebo pamétnych vipoétt musi byt zaznamenany. UspéSnym
fesitelem je ten zak, ktery ziska 10 bod nebo vice. Povolené pomtcky jsou psaci a rysovaci
potteby a skolni MF tabulky. Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomtcky
dovoleny nejsou. Tyto udaje se zaktm sdéli pred zahdjenim soutéze.
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1. Uvazujme 72 zlomki

0-0 1-1 2-2 3-3 71-71
727 717 707 6977 1
Kolik z nich nabyvd celociselné hodnoty? (Josef Tkadlec)

RESENI. Ukazeme, 7e celo¢iselné hodnoty nabyva 18 z uvazovanych zlomki.
Oznaéime-li d jmenovatel jednoho ze zlomki, pak jeho ¢itatel je roven (72 — d)2.
Zlomek pak pro kazdé uvazované d € {1,2,...,72} mizZeme upravit nasledovné:
(72—d)?  722—-2.72-d+d* 722

= =— =272 :
g g 7 72+d

Takova hodnota je celé é&islo, prave kdyz ¢islo d je délitelem &isla 722. Zbyva tak ukézat,
7e ¢islo 722 mé celkem 18 kladnych délitelit rovnych nejvyse 72. Provedeme to dvéma
riznymi zpusoby.

Proni zpiisob. Cislo 722 = (8-9)? = 26 - 3% m4 celkem (6 + 1) - (4 + 1) = 35 kladnych
délitelil, nebot to jsou pravé &sla tvaru 2¢ - 3° pro libovolné a € {0,1,...,6} a libovolné
be{0,1,...,4}. VSechna tato cisla, ktera pfitom jsou nejvysSe rovna 72, vypiSeme.
Udélame to systematicky, a to tak,* Ze do prvniho fddku zapiSeme ¢isla s rozkladem
2% (a7 do 25 = 64 < 72), do druhého ¢isla s rozkladem 2¢ - 3, do tietiho ¢isla s rozkladem
2%.32 a do ¢tvrtého &isla s rozkladem 2% - 33 (vypisovat posledn{ paty fadek s ¢isly 2¢ - 34
je zbyte¢né, nebot kviili nerovnosti 3* = 81 > 72 by byl prazdny):

a 0 1 2 3 4 5 6
20 1 2 4 8 16 32 64
2.3 3 6 12 24 48 (96 > 72)
20 . 32 9 18 36 T2 (144 > 72)
20 . 33 27 54 (108 > 72)

Vidime, Ze hledany pocet délitelti je 7+ 5+ 4 + 2, tj. skutec¢né 18.

Druhgj zpiisob. Tentokrat délitele éisla 722, které nepfevysuji 72, nebudeme vypisovat.
Vyuzijeme pfitom pouze vyse uvedeny poznatek, ze viech délitelit ¢isla 722 je 35. Jednim
z téchto délitelt je ¢islo 72; je-li d libovolny z déliteli mensich nez 72, jiny délitel d’ uréeny
rovnosti d - d’ = 722 splituje zfejmé nerovnost d > 72. Naopak kazdému déliteli d’ > 72
bude z rovnosti d - d’ = 722 odpovidat délitel d < 72. Vidime, ze déliteli ¢isla 722 mensich
nez 72 je pravé tolik, kolik jich je vétsich nez 72. Dohromady jich je 35 — 1 = 34, takze
délitelt mensich nez 72 je 34 : 2 =17, a proto déliteld rovnych nejvyse 72 je skutecné
17+ 1 = 18, jak jsme slibili ukazat.

PozNAMKA. K hledanému poctu 18 déliteli 1ze dojit i postupnym testovdnim, ktera
z ¢isel od 1 do 72 jsou déliteli ¢isla 722. K tomu se samoziejmé vyplati mit informaci
o tom, ze 72% ma rozklad 26 - 3*. Testovani lze vyrazné urychlit tak, ze nejprve z vypsané
rady cisel od 1 do 72 postupné vyskrtneme jako nevyhovujici vSechny nasobky prvocisel
5, 7 a 11, pripadné i nékolika dalsich, nebo dokonce nésobky vSech prvocisel vétsich nez 3

* Zvolenad metoda vychazi z toho, ze viechny délitele &isla 722 lze zapsat do tabulky s 5 fadky a 7 sloupci.

2
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a mensich nez 72. V poslednim ptipadé uz nam zustanou nevyskrtnuta pouze ¢isla tvaru
2¢3% pritom diky nerovnostem 27 > 72 a 3* > 72 to vSechno budou skutecéné délitelé
Cisla 722.

Dodejme, ze namisto uvedeného testovani jmenovateli zlomkt ze zadani lze testovat
primo celoc¢iselnost samotnych zlomki. Tento naro¢ny postup je spise iikolem pro pocitac,
proto ho do naseho bodovaciho schématu nezahrneme; o jeho hodnoceni se zminime
v zévérecném odstavei pokynt.

Za Uplné reseni udélte 6 bodu. V netplnych resenich ocente ¢astecné kroky nebo zjisténi nasledovné:

Al. Zapis zlomki ve tvaru (72 — d)?/d: 1 bod.

A2. Zlomek s jmenovatelem d vyhovuje zadani, pravé kdyz je d délitelem &isla 722: 2 body.

B1. Kazdy délitel &isla 722 je ¢islo tvaru 223°, kde 0 < a <6 a0 < b < 4: 1 bod.

B2. Urceni poctu 18 téch cisel z B1, kterd neprevysuji 72, jejich vypisem: 3 body.

C1. Uréeni poétu 35 vSech délitell &isla 722: 1 bod.

(2. Rozdéleni viech délitelit &fsla 722 riiznych od 72 do dvojic (d,d’) s vlastnosti d - d’ = 72%: 2 body.

C3. Urceni hledané odpovédi na zakladé C1 a C2: 1 bod.

D1. Uréeni hledané odpovédi testovanim, kters ¢isla od 1 do 72 jsou déliteli &isla 722: 4 body, pfitom
1 bod strhnéte za kazdé chybné otestované ¢islo ¢i za chybné spocitani prvka spravné urcéeného
souboru vSech vyhovujicich ¢isel. (Prubéh celého testovani musi byt zaznamendn, aby bylo zfejma
jeho tplnost, jinak za D1 udélte nejvyse 1 bod.)

Celkové pak udélte max(Al, A2)+max(B1+B2, C1+C2+C3,D1) bod. Spravné postupy s drobnymi
numerickymi chybami nebo opomenutimi (napt. délitelii 1 nebo 72 &isla 722) ocetite 4 nebo 5 body.

Pokud fesitel testuje pfimo zlomky ze zadani, z 6 bodu strhnéte 1 bod za kazdy chybné otestovany
nebo opomenuty zlomek ¢i za chybné spocitani prvka spravné uréeného souboru vsech vyhovujicich
zlomk; jestlize ze zapisu postupu neni ziejmé, ze byly otestovany vSechny zlomky, udélte nejvyse 1-2
body.
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2. V daném pravoiuhlém trojihelniku ABC oznacme K stred prepony AB a L stred kratsi
odvésny AC'. Kruznice s prumérem BC' protne usecku KL v bode P. Dokazte, Ze 1ihly
PAC a PBC jsou shodné. (Jaromir Simsa)

RESENi. Protoze KL je stiedni piicka trojihelniku ABC, plati KL | BC. Diky
predpokladu BC' 1 AC to znamena, ze rovnéz KL | AC. Primka KL tak je osou
usecky AC', nebof je k ni kolmé a prochazi jejim stfedem L. Proto zadany prusecik P
spliiuje rovnost |PA| = |PC|. Z rovnoramenného trojuhelniku ACP se zdkladnou AC
proto s prihlédnutim k pravému tthlu BC' A plyne

|¥PAC| = |£PCA| = |¥BCA| — |¥BCP| = 90° — |xBCP|.

Dale si vSimneme, ze podle Thaletovy véty ma trojihelnik BC'P pravy thel u vr-
cholu P, tudiz pro jeho thly u vrcholi B a C plati [ PBC| = 90° — |XxBCP|.

Dohromady dostavame, ze thly PAC a PBC maji tutéz velikost, a tim je jejich
shodnost dokazana.

POzZNAMKA. Obé ¢asti postupu lze vyloZit i v opacném poradi: nejprve pro velikost
druhého thlu PBC ziskat z pravouhlého trojihelniku BC'P vyjadreni

|XxPBC|=90° — |XxBCP| = |xBCA| — |xBCP| = |xPCA|
a pak dokazat shodnost prvniho tthlu PAC' s thlem PC'A tvahou o ose tsecky AC.

Za Gplné feseni udélte 6 bod. V netiplnych feSenich ocente ¢astecné kroky nebo vysledky nasledovné:

Al. Primka KL je osou usecky AC: 2 body se zduvodnénim, 1 bod bez zduvodnéni.

A2. Odvozeni rovnosti |[$PAC| = |XPCA|: 3 body. Chybi-li pfitom zdivodnéni uzitého poznatku Al,
udélte jen 2 body.

A3. Rovnost |<BPC| = 90° z Thaletovy véty: 1 bod.

A4. Odvozeni rovnosti |[<PBC| = |« PCA]|: 3 body.

Celkové pak udélte max(Al, A2) + max(A3, A4) bodu.
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3. Na tabuli byla napsana cisla 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9. V kaZdém kroku jsme dvé cisla
smazali a nahradili druhou mocninou jejich rozdilu. Pokud po nejvyse 7 krocich zistala

na tabuli vSechna ¢isla stejnd, mohla to byt ¢isla a) lichd, b) sudd?
(Radek Horensky)

RESEN{. Smazeme-li (v jednom kroku) dvé ¢isla sudd, budou nahrazena jednim sudjm
¢islem. Smazeme-li dvé ¢isla licha, budou rovnéz nahrazena sudym ¢islem. Smazeme-li
vsak jedno ¢islo sudé a jedno ¢islo liché, budou nahrazena lichym ¢islem. Proto se celkovy
pocet ¢isel po kazdém kroku zmensi o 1 jednim ze dvou zpusobii:

(i) Pocet sudych ¢isel se zmensi o 1 a pocet lichych ¢isel se nezméni.
(ii) Pocet sudych ¢isel se zvétsi o 1 a pocet lichych ¢isel se zmensi o 2.

Nejprve odpovime zaporné na ¢ast b) zadané otazky. Protoze na zacatku je na tabuli
pét lichych cisel, zustane jejich pocet podle (i) a (ii) vzdy lichy, takze se nikdy nebude
rovnat nule.* Pfipad b) je tak vyloucen.

K tomu, abychom ukézali, ze odpovéd na cast a) je kladnd, staci uvést jeden priklad
fady nejvyse 7 krokii, po kterych zlistane na tabuli jen nékolik stejnych lichych cisel.
Predtim vsak pro zajimavost vysvétlime, ze musi jit o fadu 4 nebo 6 kroku.**

Vsimneme si, ze na zacatku jsou na tabuli 4 sudd ¢isla. K smazani vSech sudych ¢isel
tak potrebujeme aspon 4 kroky. Navic vsak pocet sudych ¢isel po kazdém kroku zméni
podle (i) a (ii) svou paritu, takze k jejich poc¢tu rovnému 0 miize dojit jen po sudém poctu
krokt. Z pocti od 4 do 7 tak pripadaji v ivahu pouze pocty 4 a 6.

Nyni uz uvedeme slibené priklady. Po 4 krocich zlistane na tabuli pét jednicek,
vyuzijeme-li pii nahrazovanich rovnosti

(9-8)2=(T-62=(5-4)2*=(3-2?%*=1.

Prodlouzenim tohoto postupu o 2 kroky, kdy nejprve dvé z péti jednicek nahradime
nulou a pak dvojici jednicky a nuly opét jednickou, ziistanou po 6 krocich na tabuli prave
3 jednicky.

Zpusobi, jak ziskat tii stejnd licha ¢isla po 6 krocich, je vice. Tak napriklad pro
ziskani tii devitek lze postupovat takto:

(1,2,3,4,5,6,7,8,9) — (1,3,4,5,6,7,8,9)
(1,3,4,5,6,7,8,9) — (4,4,5,6,7,8,9)
(4,4,5,6,7,8,9) — (1,4,4,7,8,9)
(1,4,4,7,8,9) — (1,1,4,4,9)
(1,1,4,4,9) — (1,4,9,9)
(1,4,9,9) — (9,9,9)

Zavér. Mohla to byt ¢isla licha, ne vsak ¢isla suda.

* Jednoduseji 1ze konstatovat, Zze pocet lichych ¢isel bude vzdy 5, 3 nebo 1.
** Zduraznéme, Ze toto vysvétleni neni nutnou soucésti feseni.
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Za uplné feseni udélte 6 bodl. V netplnych fesenich ocente ¢astecné kroky néasledovné:

Al. Mozné zmény poctu lichych ¢isel na tabuli po kazdém kroku: 1 bod.

A2. Pozorovani, ze pocet lichych ¢isel na tabuli mé stalou paritu: 2 body.

A3. Zdtvodnéni, ze nikdy na tabuli neztistanou jen sudd ¢éisla (staci uvést, ze pocet lichych ¢éfsel bude
vzdy 5, 3 nebo 1): 3 body.

B1. Priklad nejvyse 7 krokt, po nichz ztistanou na tabuli stejné ¢isla: 3 body.

Celkové pak udélte max(A1l, A2, A3) + B1 bodu.



