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79-1-1

Aritmeticka posloupnost je takova posloupnost ¢isel, v niz je rozdil kazdého ¢isla od
¢isla jemu predchézejiciho stale stejny; tomuto rozdilu se ¥ika diference. (Napt. 2, 8, 14,
20, 26, 32 je aritmetickd posloupnost s diferenci 6.)

Bolek a Lolek méli kazdy svou aritmetickou posloupnost. Jak Bolkova, tak Lolkova
posloupnost zacinala cislem 2023 a koncila cislem 3023. Tyto dvé posloupnosti mély 26
spolecnych ¢isel. Pomér Bolkovy a Lolkovy diference byl 5 : 2.

Urcete rozdil Bolkovy a Lolkovy diference. (E. Novotnad)

Napovéda. Bolkovu a Lolkovu diferenci lze vyjadiit pomoci jedné proménné.

MozZné feseni. Pomér Bolkovy a Lolkovy diference byl 5 : 2. Tedy Bolkova diference byla
5k a Lolkova 2k, kde k je zatim neznamé c¢islo, které zahy urcime z ostatnich informaci.
Rozdil Bolkovy a Lolkovy diference potom vyjadiime jako 5k — 2k = 3k.

Bolkova, resp. Lolkova posloupnost byla

2023, 2023 + 5k, 2023 + 10k, ...,
2023, 2023 + 2k, 2023+ 4k, 2023 + 6k, 2023 +8k, 2023+ 10k, ...,

spolecné ¢isla obou posloupnosti byla
2023, 2023 4+ 10k, 2023 4 20k, 2023 4 30k, .... (%)

Spoleénych ¢isel bylo 26 a posledni bylo 3023. Ptitom 26. ¢islo v posloupnosti () je tvaru
2023 + 250k, tedy muselo byt k = 4 (2023 + 250 - 4 = 3023).
Rozdil Bolkovy a Lolkovy diference byl 12.
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Jsou dany dva shodné rovnostranné trojihelniky ABC' a BDFE tak, ze velikost thlu
ABD je vétsi nez 120° a mensi nez 180° a body C, E lezi ve stejné poloroviné vymezené
piimkou AD. Pruse¢ik CD a AFE je oznacen F'.

Urcete velikost ahlu AF'D. (I. Jancigovd)

C E
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Napovéda. Soucty vnitinich hli v trojihelnicich ¢i mnohothelnicich znéte.

Mozné feSeni. Vnitini tthel u vrcholu A, resp. D ve ¢tytuhelniku AF DB je také vnitinim
uhlem trojuhelniku ABE, resp. DBC'. Trojuhelniky ABE a DBC' jsou podle predpokladi
rovnoramenné a navzajem shodné. Tedy vnitini tthly u vrchold A, E, D, C' v téchto
trojuihelnicich jsou navzajem shodné. Velikost téchto thli zavisi na ahlu ABD, ktery neni
presné vymezen. Oznac¢me diskutované thly podle obrazku:

B

Soucet vnitinich thla v trojihelniku ABFE, resp. DBC dava vztah mezi o a w:
200 +w — 60° = 180°.
Soucet vnitrnich hld v ¢tyfuhelniku AF DB dava vztah s hledanym thlem ¢:
2a+ w + ¢ = 360°.

Z prvniho vztahu plyne 2a0 + w = 240°, coz spolecné se druhym vztahem dava ¢ = 120°.
Velikost thlu AF'D je 120°.

Jiné reseni. Vnitini thel v rovnostranném trojihelniku mé velikost 60°. P¥i otoceni
kolem bodu B o tento tthel po sméru hodinovych rucicek se bod A zobrazi na C' a bod E
se zobrazi na D. Tedy pfimka AFE se zobrazi na ptimku CD.

Uhel AFC, resp. EF D ma proto velikost 60°. Hledany tthel AF D dopliiuje tento tthel
do thlu pfimého, tedy ma velikost 120°.

Poznamka. Vysledek ¢ = 120° vskutku nezavisi na velikosti ithlu w. Omezeni v zadani
nejsou podstatna a slouzi jen ke snazsimu uchopeni tlohy. V meznich pripadech dostavame
specialni a zpravidla jednodussi pripady: pro w = 120° body C, E a F splyvaji a ¢
je souctem dvou vnitinich thld rovnostrannych trojuhelniki, pro w = 180° dostavame
zadani jako v tuloze Z7-1-2.
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Z9-1-3
TTi kouzelnici kouzli s ¢isly, kazdy vsak umi jen jedno kouzlo:

e prvni kouzelnik umi od libovolného ¢isla odecist jedna,
e druhy kouzelnik umi libovolné ¢islo vydélit dvéma,
e tfeti kouzelnik umi libovolné ¢islo vynasobit tiemi.

Kouzelnici se pri carovani mohou libovolné sttidat, kazdy vsak miize svoje kouzlo
béhem jednoho vystoupeni pouzit nejvyse pétkrat a zadny mezivysledek nesmi byt vetsi
nez 10. Pti jednom vystoupeni méli z dané pétice ¢isel 3, 8, 9, 2, 4 vykouzlit pétici trojek,
prfi jiném vystoupeni méli z téze pétice cisel vykouzlit pétici pétek.

Jak si mohli s problémem poradit? Najdéte mozna feSeni, nebo vysvétlete, pro¢ to
mozné neni. (E. Novotnad)

Napovéda. Pokud vam nejde kouzleni ptimo, zkuste to nepiimo.

Mozné FeSeni. Pétici trojek vykouzlit 1ze, kouzelnici mohli (v libovolném poradi) postu-
povat podle nasledujiciho schématu:

3
82y 45 3

9582453

221+ 3
453
Z4dné z kouzel nebylo pouzito vic nez ¢tyrikrat a zadny mezivysledek nebyl vétsi nez 8.

Pétici pétek vykouzlit sice l1ze, ale ne s dodate¢nymi omezenimi na pocet jednotlivych
kouzel a velikosti mezivysledkii:

Nejprve si uvédomme, Ze vSechny mezivysledky musi byt celociselné, nebot ptivodni
i koncové cislo je celé: Z celého c¢isla 1ze necelociselny mezivysledek dostat uzitim druhého
kouzla (ve jmenovateli bude mocnina dvojky); s danymi typy kouzel by vSak také vSechna
nasledujici ¢isla nebyla cela. K celému ¢islu se lze z necelociselného mezivysledku dostat
uzitim tfetiho kouzla (ve jmenovateli byla mocnina trojky); s danymi typy kouzel by vsak
také vSechna predchozi ¢isla nemohla byt cela.

Ke koncovému ¢islu 5 1ze dospét dvojim zptsobem, a to bud 10 -2y 5, nebo 6 — 5.
Mezivysledek 10 vSak nemtze vzniknout z ¢isla, které by nebylo vétsi nez 10. Tedy pétice
pétek miize vzniknout jediné paterym uzitim prvniho kouzla na pétici Sestek:

655
655
655
655

655
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Tim je maximalni pocet uziti prvniho kouzla vycerpan a otazka zni, zda je mozné vykouzlit
pétici Sestek jen pomoci druhého a tfetiho kouzla, z nichz zadné neni uzito vic nez pétkrat
a zadny mezivysledek neni vétsi nez 10.

K ¢islu 6 lze dospét jedinym zptisobem, a to 2 25 6. Tedy pétice Sestek miize vznik-
nout jediné paterym uzitim tretiho kouzla na pétici dvojek:

o286, 5
2365
236, 5
236, 5

22367, 5

Tim je maximalni pocet uziti tfetiho kouzla vycerpan a otézka zni, zda je mozné vykouzlit
pétici dvojek jen pomoci druhého kouzla, které neni uzito vic nez pétkrat a zadny mezivy-
sledek neni vétsi nez 10. To vSak pro danou pétici ¢isel 3, 8, 9, 2, 4 mozné neni (problém
s3ad9).

S danymi omezenimi pétici pétek vykouzlit nelze, kouzelnici by se do tohoto vystoupeni
radéji poustét neméli.

Z9-1-4
Najdéte nejmensi kladnéa celd cisla a a b, pro ktera plati

Ta® = 110°.

(A. Bohinikova)
Napovéda. Vyplati se zaméfit na prvocisla.

Mozné reSeni. Z uvedené rovnosti plyne, Ze mezi prvociselnymi ¢initeli a a b musi byt
7 a 11. Protoze hledame nejmensi vyhovujici ¢isla a a b, mizeme predpokladat, ze jiné
prvocinitele tato ¢isla nemaji. Tedy hledame ¢isla tvaru

a="T7"11%,  b=7"-11% (%)

kde hvézdicky predstavuji zatim neznamé (kladné celé) mocnitele. Nejmensi vyhovujici
¢isla odpovidaji nejmensim vyhovujicim mocnitelim.

Zadana rovnost plati, pravé kdyz se prvociselni cinitelé vyskytuji na obou stranach
ve stejnych poc¢tech (mocnindch). Probereme mozné ¢initele, budeme zkouset postupné od
nejmensich pocti, diskuzi zahajujeme na pravé strane:

e Pokud b = 7-11*, potom na pravé strané je 7° (a néjakd mocnina 11). Stejnou mocninu

7 na levé strané viak dostat nelze: 7- 72 =71 <75 a7 (7?)3 =77 > 7°,

e Pokud b = 7? - 11*, potom na pravé strané je (72)° = 719 (a n&jakd mocnina 11).

Stejnou mocninu 7 na levé strané dostat lze: 7.(73)3 = 71°.
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Tedy hledana c¢isla jsou tvaru
a="7%11%, b="T7%.11%.

e Pokud b = 7* - 11, potom na pravé strané je 11 - 11> = 11° (a néjakd mocnina 7).
Stejnou mocninu 11 na levé strané dostat lze: (112)3 = 116.

Tedy hledana cisla jsou

a=T7"-11>=41503, b=7"-11=539. (%%)

Poznamky. Pokud nezndmé mocnitele v (x) ozna¢ime jako
_ 7k m _~l n
a="7"-11", b="17-11",
potom po dosazeni a tpraveé rovnice ze zadani dostavame

7-(7F 113 =11 (7h 1175,
73k+1 . 113m — 751 . 11577,—&-1.

Porovnanim odpovidajicich ¢initeld dostavame linedrni rovnice
3k +1 =5l 3m =bn+ 1.

Nejmensi kladna celoc¢iselna feSeni téchto rovnic jsou £ = 3, m = 2,1 = 2, n = 1, coz
odpovida (k).
Pro zajimavost dodavame, ze vSechna celociselna feseni zadané rovnice jsou tvaru

a=41503- ¢, b=>539-¢3,
kde c je libovolné celé cislo.

Z9-1-5

Na snovém trzisti nabidla Sfinga cestovateli za ¢tyfi sny sedm iluzi, dva slofiky a jednu
noc¢ni miru. Jinému cestovateli tatdz Sfinga nabidla za sedm snt ¢tyti iluze, ¢tyti slofiky
a dvé no¢ni miry. Sfinga méfi vsem cestovatelim vzdy stejné.

Kolik iluzi stél jeden sen? (K. Pazourek)

Napovéda. Vyjadrete vztahy ze zadani pomoci neznamych, zasnéte se a hledejte vztahy
dalsi.

Mozné teseni. Oznac¢me cenu snu, iluze, Slofiku a no¢ni mury postupné jako s, i, § a m.
Pak podle zadani plati

4s =Tt + 25 +m, 7s =414+ 45 4+ 2m. ()
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Slofikti a no¢nich mir je ve druhé rovnici dvakrat tolik co v rovnici prvni. Vyjadienim
téchto komodit z prvni rovnice a dosazenim do druhé dostaneme vztah mezi sny a iluzemi:
4s — Ti = 25+ m, 7s =4i+2(25+m),

7s = 41 4 8s — 1441,
s = 10s.

Jeden sen stal deset iluzi.
Poznamky. Ze zadani neni mozné urcit zbylé neznamé, pouze odvozovat jejich dalsi
vztahy, pfesnéji feceno jinak vyjadfovat zadané vztahy. Pro dané rovnice, lze jakoukoli
jejich manipulaci (pouzitou soucasné na obé jejich strany) odvodit opét platnou rovnici.
Pti feseni linearnich rovnic mtizeme eliminovat nezndmé vhodnymi linedrnimi kombinacemi
danych rovnic. N&§ ptipad (x) je specidlni v tom, Ze lze eliminovat dvé ze ¢ty neznamych
najednou: rozdil druhé rovnice od dvojnasobku prvni dava

8s — 7s = 141 4+ 45 + 2m — 41 — 45 — 2m,
s = 10z.

To je jen jinak uchopeny tentyz postieh jako v predchozim feSeni.

Soustava rovnic (%) ma nekoneéné mnoho feSeni, ktera lze vyjadiit napt.

s=10i,  m =33i— 23,

kde 7 a § mohou byt libovolna ¢isla. Zejména c¢tvetice 2 = 0, s =0, § = 0, m = 0 je reSenim
a vSechna feseni jsou linearnimi kombinacemi ¢tvefici =0,s=0,5=1, m=—-2a1 =1,
s =10,5=0, m = 33.

Pro pokusné odhalené feseni soustavy (x) bude jisté platit s = 10i. Zobecnéni typu

»=1,5=10, § =0, m = 33 je fesenim, tedy s = 10¢*
vSak nelze bez dodatecného vysvétleni povazovat za vyhovujici feSeni tlohy.
Z9-1-6
Vrcholy ¢tverce ABCD spojuje lomena ¢ara DEFGH B. Mensi thly u vrchola E, F,

G, H jsou pravé a usecky DE, FF, FG, GH, HB po fadé méfi 6 cm, 4cm, 4cm, 1cm,
2 cm.

Urcete obsah ¢tverce ABCD. (M. Dillingerovad)
D C
E
F
G
H
A B
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Napovéda. Nesla by z oné polamané tuhlopricky urcit ta skutecna?

MozZné rfeseni. Ze zadani lze urcit thlopricku ¢tverce, odkud jiz snadno vyjadiime jeho
obsah.

Uhlopiicku DB interpretujeme jako pfeponu v pravothlém trojihelniku DK B, jehoz
odvésny jsou rovnobézné s ¢astmi dané lomené ¢ary (doplnéné pomocné ¢tyituhelniky jsou
obdélniky):

D C

Odvésny maji velikosti
|DK| = |DE|+ |FG|+|HB|=6+4+2=12(cm),
|KB| = |EF|+|GH|=4+1=5(cm).
Podle Pythagorovy véty plati
|DB|? = |[DK|? 4 |[KB|? = 12% 4 52 = 169 (cm?).

Obsah ¢tverce ABCD je roven poloviné ¢tverce, jehoz strana je tihlopfickou ¢tverce
ABCD, tzn.

1
Sapcp = 5\DB|2 = 84,5 cm?.

Poznamka. Posledni vztah lze povaZzovat za dobfe znamy a neni nutné jej v feSeni tlohy
odvozovat. Nazorné lze tento vztah vyjadrit takto:




Jinak (z Pythagorovy véty v trojihelniku BAD) vime, Ze |DB|* = 2|AB|?, tedy
s 1 2
AB[2 = LDB:

coz je pravé obsah ¢tverce ABCD.
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