72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/2023)

Usttedni kolo kategorie A
Zlin, 20. bfezna 2023

MA®©

1. Alice a Bohous hraji hru na planu se 72 policky rozmisténymi po obvodu kruhu. Na
zacatku Bohous polozi na néktera policka po jednom zZetonu. V kazdém kole nejprve
Alice zvoli jedno prazdné policko a Bohous pak na néj musi posunout zeton z jednoho
sousedniho policka. Pokud to nesvede, hra kondi; jinak nasleduje dalsi kolo. Urcete
nejmensi pocet zetonl, pro ktery Bohous umi zajistit, Ze ve hife probéhne aspon
2023 kol.

2. Necht n = 3 je celé ¢islo a ay,as,...,a, jsou délky stran libovolného n-tithelniku.
Dokazte nerovnost

a1+a2+...+an>\/Q(a%+a§+...+ag).

3. V ostrouhlém trojihelniku ABC ozna¢me H prusecik jeho vysek a I stred kruznice mu
vepsané. Necht D je kolmym priamétem bodu I na primku BC' a E je obrazem bodu A
v soumernosti se stfedem I. Déle je F' kolmym prumétem bodu H na ptimku ED.
Dokazte, ze body B, H, F' a C lezi na téze kruznici.

Soutézici ma na vypracovani uloh 4,5 hodiny ¢istého casu.
Za kazdou tulohu muze ziskat 7 bodi; hodnoti se pritom
nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a tiplnost
sepsaného postupu, vysledky vsSech potfebnych pisemnych
nebo pamétnych vypocti musi byt zaznamenany. Povolené
pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby. Knihy, kalkulacky,
notebooky ani zadné jiné elektronické pomiicky dovoleny
nejsou.
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Usttedni kolo kategorie A
Zlin, 21. bfezna 2023
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4. Uvazujme posloupnost (a,)5 ; kladnych celych ¢isel spliujici pro kazdy index n = 3
podminku
an = aiag + asas + ...+ ap_oap_1 — 1.

a) Dokazte, ze nékteré prvocislo je délitelem nekoneéné mnoha ¢lent této posloup-
nosti.
b) Dokazte, ze takovych prvocisel je nekoneéné mnoho.

5. V trojuhelniku ABC oznacme M, N, P po rfadé stredy stran BC, CA, AB a G jeho

Vvev

razném od P a kruznice opsana trojuhelniku CGN protina primku M N v bodé L
ruzném od N. Dokazte, ze |XBAK| = |xCAL|.

6. Necht n = 3 je celé ¢islo. Uvazujme ¢tvereckovany papir o rozmérech n X n, jehoz
jednotlivé étverecky mohou mit bud bilou, nebo c¢ernou barvu. V kazdém kroku
zménime barvy péti ¢tverecki, které tvori obrazec

v libovolném natoceni. Na pocatku jsou vsSechny c¢tverecky bilé. Rozhodnéte, pro
ktera n lze po konecném poctu kroki dosdhnout toho, ze vSechny c¢tverecky budou
cerné.

Soutézici ma na vypracovani tloh 4,5 hodiny ¢istého casu.
Za kazdou tulohu muze ziskat 7 bodi; hodnoti se pritom
nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a tiplnost
sepsaného postupu, vysledky vsSech potfebnych pisemnych
nebo pamétnych vypocti musi byt zaznamenany. Povolené
pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby. Knihy, kalkulacky,
notebooky ani zadné jiné elektronické pomiicky dovoleny
nejsou.
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1. Alice a Bohou$ hraji hru na pldnu se 72 policky rozmisténymi po obvodu kruhu. Na
zacatku Bohous polozi na nékterd policka po jednom Zetonu. V kazZdém kole nejprve
Alice zvoli jedno prazdné policko a Bohous pak na néj musi posunout Zeton z jednoho
sousedniho policka. Pokud to nesvede, hra konci; jinak ndsleduje dalsi kolo. Urcete
nejmensi pocet Zetoni, pro ktery Bohou$S umi zajistit, Ze ve hre probeéhne aspon
2023 kol. (Vaclav Blazej)

RESENI. UkaZeme, 7e hledany nejmensi mozny pocet Zetont je 36.

V prvni casti popiseme strategii Bohouse, pri které s 36 Zetony dokéaze zajistit, aby
hra po zddném poctu kol neskoncila. Na zacatku Bohous rozmisti 36 Zetoni na kazdé
druhé poli¢ko hraciho planu a pevné si rozdéli vsech 72 policek na 36 dvojic sousedicich
poli. Mtze zetony posunovat tak, aby v prubéhu celé hry byl v kazdé vytvorené dvojici
policek prave jeden zeton: V kazdém kole totiz Alice musi zvolit prazdné policko v nékteré
dvojici, Bohous pak na né presune Zeton z druhého policka této dvojice. Hra tedy nikdy
neskonci.

V druhé casti reseni budeme predpokladat, Ze Bohous na zac¢atku rozmisti na hraci
plan méné nez 36 zetonu. PopiSeme strategii Alice, pri které dokaze zajistit, aby hra
skoncila nejpozdéji 36. kolem.

Uvodem si Alice predstavi, Ze policka jsou nastélo obarvena stifdavé bilou a ¢ernou
barvou. V kazdém kole pak Alice zvoli kterékoli prazdné bilé policko — takové vzdy najde,
nebot bilych poli je 36, zatimco vsech zetoni je méné. Bohous tak bude nucen v kazdém
kole presunout zeton z nékterého cerného policka na bilé. S kazdym Zetonem tak bude
v prubéhu celé hry moci tahnout nejvyse jednou — a to jen s témi, které na zacatku staly
na ¢erném policku. Hra tedy skuteéné skonci nejpozdéji 36. kolem.

JINE RESENI. Uvedeme pouze odligny piistup k druhé ¢asti pivodniho feSeni. Budeme
tedy opét predpokladat, ze Bohous na zac¢atku rozmisti na hraci plan méné nez 36 zeton,
nyni navic tak, ze zddna tfi sousedni policka nebudou prazdna — jinak Alice hru ukonci
prvnim kolem tim, zZe zvoli prostiedni z téchto tii policek. Ukazeme, Ze po nejvyse
34 kolech si Alice vhodnou strategii vynuti situaci, kdy takova tri policka uz budou
existovat.*

Prazdna policka jsou tedy rozdélena do nékolika souvislych tsekt, tvorenych vzdy
jednim nebo dvéma policky. Takové tseky o dvou polickach existuji aspon dva — aspon
jeden najdeme pri kazdém z obou rozdéleni vSech 72 poli na 36 dvojic sousednich poli,
nebof Zetont je nejvyse 35.

Alice umisti mezi kazda dvé prazdna sousedni policka zardzku (a po kazdém kole
provede korekci polohy jedné z nich). Na zacatku tyto zardzky v poétu z = 2 rozdéli
vSech 72 policek na z tsekti. Kazdy z nich pritom obsahuje aspon 3 policka, zacind i konci
prazdnym polickem a neobsahuje dvé sousedici prazdnd policka. Alice jisté mtze z téchto
usekt vybrat jeden, oznacme ho dale U, ve kterém je zetonti méné nezli prazdnych policek
(tato nerovnost totiz plati pro jejich celkové poéty).

Necht & = 1 je to celé cislo, pri kterém vybrany tsek U obsahuje k& + 1 prazdnych
policek a nejvyse k zZetond. Téchto zetoni ovSem musi byt pravé k, totiz po jednom

* V pozndmce za timto FeSenim nastinime, jak Alice miZe tuto strategii dale vylepsit, aby ukoncila hru
pripadné jesté drive.
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v kazdé z k ,mezer® mezi onémi prazdnymi k + 1 policky. Usek U tak je tvofen lichym
poctem 2k + 1 policek, pro ktery navic ziejmé plati 2k + 1 < 72 — 3 = 69 neboli k& < 34.
Ve ziejmé symbolice pak obsazenost poli¢ek v okoli téchto dvou zarazek tseku U vypada
takto:
...010101...010]0...
U

Alice v prvnim kole zvoli v tiseku U prvni policko zleva. Bohous je pak vynucen k presunu
zetonu zprava — tim se leva zarazka posune o dvé pozice doprava, takze vznikne novy tsek

U’ délky 2k — 1:

...0]0101...010]0... = ...010|0101...010]0...
—_— —_—
U U’

Ve druhém kole Alice v tseku U’ zvoli opét prvni policko zleva. Proceduru neustéle
opakuje, az po k-tém kole, kde jak vime k < 34, dostane usek mezi dvéma zardzkami
tvoreny jednim polickem, které tak je prostiednim v trojici sousedicich prazdnych policek.
Tim je tvrzeni z ivodniho odstavce dokazano.

POzZNAMKA. Lze dokdzat, Ze musi vzniknout aspon dva tseky liché délky. Alice pak
muze usek U z predchoziho feseni vybrat tak, aby byl tvoren nejvyse 35 policky. Kromé
toho muze Alice svou strategii pozménit tak, ze v iseku U ukaze ne na krajni, nybrz bud
na prostredni prazdné policko, nebo na jedno z policek vedle prostredniho obsazeného. Pak
se po Bohousové tahu objevi v iseku U nova zarazka, ktera ho rozdéli na dva tseky — za
U’ pak Alice vybere kratsi z nich. Opakovanim této procedury dostane Alice posloupnost
useku s pocty policek, které neprevysuji po radé cisla 35, 17, 7, 3 a 1, takze Alice hru
ukon¢i nejpozdéji patym kolem.
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2. Necht n = 3 je celé ¢islo a ay,as,...,a, jsou délky stran libovolného n-thelniku.
Dokazte nerovnost

ap+as+...+ap > \/Q(Q%—i—a%—k...—i—a%).
(Jaroslav Svréek)

RESENI. ProtoZe a1, ..., a, jsou délky stran n-thelniku, plati zfejmé nerovnosti

as +as+...+ay > ay,
ay+as+...+ay > as,

ar+ag+ ...+ Gp—1 > Qn.

V prvni nerovnosti pri¢teme k obéma strandm a; a pak obé strany vynasobime kladnym
¢islem a;. Podobné v druhé nerovnosti pricteme k obéma strandm as a pak je obé
vynasobime ay a tak déle. Dostaneme tak nerovnosti

aj(ar +az+ ...+ ap) >2a%,
as(ay +az + ...+ a,) > Qa%,

an(ay +ag + ...+ ap) > 2a2.
Sec¢teme-li vSech n téchto nerovnosti, obdrzime
(a1 +as+...+ap)(ay +ag+ ... +a,) >2(a) +a3+... +a2).

Po odmocnéni obou (kladnych) stran posledni nerovnosti uz ziskdme nerovnost, kterou
jsme méli dokazat.

JINE RESENI. ProtoZe v dané nerovnosti na oznaceni délek stran nezdlezi, muzeme
predpokladat, Ze jsou o¢islovany tak, Ze plati a,, = max{ay,as,...,a,_1}. Z obecné platné
nerovnosti ay + as + ...+ a,_1 > a, pak dostaneme

a1+a2+...+an:\/((a1—i—ag—l—...—i—an_l)—i—an)(al—l—ag—i—...—i—an)>
>V (an +an)(ar +ag+ ... +a,) =
= V2ana1 + 2apas + ... + 2apa, =

Z\/Za%+2a§+...+2a%.

V poslednim kroku jsme vyuzili toho, ze pro kazdé i € {1,2,...,n} diky nasemu
piedpokladu a, = a; > 0 plati 2a,a; = 2a?. Tim je ostrd nerovnost ze zadani tlohy
dokazana.
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3. V ostrothlém trojuhelniku ABC oznacme H prisecik jeho vysek a I stred kruznice mu
vepsané. Necht D je kolmym primétem bodu I na primku BC a E je obrazem bodu A
v soumeérnosti se stredem I. Ddle je F' kolmym prumétem bodu H na primku ED.
Dokazte, zZe body B, H, F' a C leZi na téze kruznici. (Patrik Bak)

RESENT. Dopliime trojihelnik ABC na rovnobé&znik ABPC (viz obr.). Protoze plati

HB 1 AC || BP, je ihel HBP pravy. Podobné z HC 1 AB || CP plyne, ze tthel HCP
je rovnéz pravy. Oba body B a C proto lezi na Thaletové kruznici s primérem H P.

Jisté se dale staci zabyvat pripadem, kdy plati H # F. Vysvétleme, pro¢ pak staci
ukazat, ze body D, E, P lezi na jedné primce. Tehdy totiz na této primce lezi i bod F,
takze tthel HFP je pravy, a tudiZ jeho vrchol F lezi (spoletné s body B, C' a H) na
kruznici s pramérem H P.

Ve stredové soumérnosti se stfedem v bodé M ozna¢me L obraz bodu D a J obraz
bodu I. Z této soumérnosti plyne, ze J je stiedem kruznice vepsané trojihelniku BC'P
a L je bodem jejiho dotyku se stranou BC'. Necht KL je primér této kruznice. Bod J je
tak sttedem usecky K L.

Je dobte znamo, ze D je bodem dotyku kruznice vné pripsané strané BC' trojihel-
niku BC'P.* Tato pfipsand kruznice je obrazem jeho kruznice vepsané ve stejnolehlosti
se stfedem ve vrcholu P (a koeficientem vétsim nez 1). V této stejnolehlosti je tecna BC'
kruznice pripsané obrazem té tecny kruznice vepsané, kterd je s jejich spolecnou tec-
nou BC' rovnobézna, ma vsak od vrcholu P mensi vzdélenost. Tato tecna ovsem prochézi
bodem K, jelikoz KL je prumér kruznice vepsané kolmy na obé te¢ny. Proto se v této
stejnolehlosti bod K zobrazi na bod D, a tudiz body D, K, P lezi na jedné piimce. Zbyva
tak dokazat, ze na této ptimce lezi rovnéz bod E. K tomu staci ukéazat, ze tsecky EP
a DK jsou rovnobézné. To jsou ovsem strany po fadé trojuhelnikit AEP a LDK se stied-
nimi ptrickami po fadé IM a MJ, pro néz plati IM || EP a MJ || DK; odtud uz plyne
kyzena relace EP || DK, nebot M je stfedem tsecky 1.J.

* Soumérna sdruzenost bodu dotyku pfipsané kruznice s bodem dotyku vepsané kruznice podle stiedu
dotyc¢né strany je dokézéna napriklad v reseni tlohy 63-B—S-3.
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4. Uvazujme posloupnost (a,)e kladnich celych cisel spliugjici pro kazZdy index n = 3
podminku
an = ajag + asas + ...+ ap_oap_1 — 1.

a) Dokazte, Ze nékteré prvocislo je délitelem nekonecné mnoha clent této posloup-
nosti.
b) Dokazte, Ze takovijch prvocisel je nekonecné mnoho.

(Tomas Bérta)
RESENI. ProtoZe vSechny ¢leny a; jsou prirozend &sla, plati
as = ayas +agas +azag —121+1+1—1=2, aproto as # 1.

Cislo as je tak délitelné aspon jednim prvocislem.
Nyni si v§imnéme, Ze pro kazdé n = 4 plati

an = (a1as + agaz + ... + ap_3an—2) + ap_2ay_1 — 1 =
= (an—l + 1) + ap—2ap—1 — 1=
= an—l(an—2 + 1)7

a tedy an,_1 | a,. Necht p je libovolny prvociselny délitel as, pak z relace a,_1 | a, plyne
p | ag, odkud zase plyne p | a7 atd. Uzitim principu matematické indukce vzhledem k n
tak dostavame, ze p | a,, pro kazdé n = 5. Prvocislo p tudiz déli nekonecné mnoho clent
dané posloupnosti. Tim je dikaz tvrzeni z Casti a) hotov.

Ozna¢me P mnozinu vsech prvocisel, kterd jsou déliteli nekoneéné mnoha ¢lent
posloupnosti. Pripustme, ze (jak uz vime neprazdnd) mnoZina P je konecnd, tj. P =
= {p1,...,pr} pro vhodné k. Ziejmé pro kazdé i € {1,2, ..., k} najdeme takovy ¢len a,,,
ktery je délitelny p; a mé index n; = 5. Vzhledem k relaci a,,_1|a, (dokdzané diive pro
kazdé n = 4) pak plati p; | a,, pro vSechna n 2 n;. Oznac¢ime-li nyni N = max(nq, ..., ng),
bude ¢islo an délitelné vsemi prvocisly pq, ..., pr. Prirozené ¢islo ay + 1 > 1 pak neni
délitelné zaddnym prvocislem z P, musi tedy existovat prvocislo ¢ ¢ P s vlastnosti
q | any + 1. Toto prvocislo ¢ je pak také délitelem ¢isla anio = ani1(ay + 1), tudiz
plati g | a, pro kazdé n =2 N + 2, a proto ¢ € P. Dostali jsme tak spor, ktery dokazuje
tvrzeni z ¢asti b) tlohy.

POZNAMKA. Z TeSen{ ¢asti a) vime, ze kazdé prvocislo, které déli néktery ¢len
posloupnosti pocinaje tretim, déli i vSechny néasledujici cleny. Staci tedy dokazat, ze
existuje nekonecné mnoho prvocisel, kterd déli aspon jeden ¢len dané posloupnosti. Tento
poznatek je dusledkem silngjsiho tvrzeni, totiz ze pro kaZdé n = 1 je ¢islo a3 délitelné
asponi n ruznymi prvocisly. Dikaz tohoto tvrzeni zde uvadét nebudeme.
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5. V trojuhelniku ABC oznacme M, N, P po tade stredy stran BC, CA, AB a G jeho

teziste. Necht kruznice opsand trojihelniku BGP protindg primku MP v bodé K
ruzném od P a kruznice opsand trojuhelniku CGN protind primku MN v bodé L
ruzném od N. Dokazte, Ze |XBAK| = |xCAL|. (Josef Tkadlec)

RESENI. Stiedni piicka M P protina téznici BN mezi body B a G, takze bod K lez
na polopiimce PM a BKGP je tétivovy ¢tyruhelnik. Podobné bod L lezi na poloptimce
NM a CLGN je tétivovy ctyithelnik. S ohledem na MP || CA a MN || BA tak mame

|¥*BPK|=|xBPM| = |xBAC| =|xMNC| = |<LNC|,
zatimco z obou tétivovych ¢tyruhelnikii plyne

|«*BKP| = |<BGP| = |£NGC| = |«NLC|.

Vidime, ze trojiuhelniky BPK a C'NL jsou podobné podle véty uu. Diky tomu jsou
podobné také trojihelniky ABK a ACL, a to podle véty sus, nebot

(i) |¥ABK|=|«PBK|=|xNCL| = |£ACL|,
ay Bl _, IPBl_, INC| _|AC|
[BK| ~ " T|BK| ~ " ICL]  |CI

Tim je rovnost |[$BAK| = |<CAL| dokazana.
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6. Necht n = 3 je celé cislo. Uvazujme ctvereckovany) papir o rozmérech n x n, jehoz
jednotlivé ctverecky mohou mit bud bilou, nebo cernou barvu. V kazdém kroku zménime
barvy péti ctverecki, které tvori obrazec

v ltbovolném natoceni. Na pocatku jsou vsechny ctverecky bilé. Rozhodnéte, pro kterd n

lze po konecném poctu kroku dosahnout toho, Ze vsechny ctverecky budou cerné.
(Jaroslav Zhouf)

RESENI. Jednotlivé ¢tverecky papiru n x n nazyvejme déle policky. Dokazeme, Ze
prebarveni* viech n? biljch poli¢ek je po uréitém poétu kroki mozné, pravé kdyz plati
n > 3 a zaroven je ¢islo n délitelné dvéma nebo tfemi.

Ukazme nejprve, ze pro n = 3 pozadované prebarveni neexistuje. Uvazme k tomu na
papiru 3 x 3 t¥i policka A, B, C podle obrazku 1.

B
A|C

Obr. 1

Uvédomme si, ze v kazdém kroku se prebarvi policko A a pravé jedno z policek B
nebo C. Pokud bychom po urc¢itém poctu kroku vsech 9 policek prebarvili, pocty
prebarveni policek B a C by byly liché, tudiz pocet prebarveni policka A by byl sudy,
a proto by se ve vysledku policko A neprebarvilo, coz je spor. Déale uz proto budeme
predpokladat, ze plati n = 4. Tvrzeni z uvodniho odstavce FeSeni dokdzeme ve tfech
etapach.

(i) Je-li n sudé, vyuzijeme opakované postup podle obrézku 2, pfi kterém ¢tyimi kroky

v zelené vyznaceném c¢tverci 4 X 4 prebarvime pravé 4 policka jednoho ¢tverce 2 x 2. Papir

1z 2 o v 1w v 12 . ,x ,
n X n rozdélime na (%n) ¢tvercti 2 X 2 a po fadé v kazdém z nich policka uvedenym

postupem prebarvime. U téch ¢tvercii, které jsou na hranici papiru, budeme konstrukei
z obr. 2 vhodné otacet, aby potiebny ¢tverec 4 x 4 lezel cely uvniti papiru.

Obr. 2

(ii) Je-li n délitelné tfemi, vyuzijeme opakované postup podle obrazku 3, ktery
nejdrive vyuziva dvakrat konstrukei z obr. 2. Takto ve fialové vyznaceném obdélniku 4 x 5
prebarvime pravé 9 policek jednoho Ctverce 3 x 3. Postup podobné jako v ¢asti (i)

* Budeme tim déle s vyhodou minit jak zménu barvy policka z bilé na ¢ernou, tak i naopak.

9
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Obr. 3

uplatnime k jednotlivym c¢tvercim 3 x 3, na které cely papir rozdélime, pricemz pro
hranicni ¢tverce konstrukci z obr. 3 opét vhodné otacime, aby potiebny obdélnik 4 x 5
lezel cely uvnitt papiru.

(iii) Nyni budeme predpoklddat, ze n neni délitelné ani dvéma, ani tfemi. Policka
papiru n x n v kazdém radku oznacime postupné ¢isly 0, 1, 2, 0, ... jako na obrazku 4.

iRl [ev] [en] [an] [an] [an)
=== ==

LN DN
i) [en] ) [en] an] [an)
[y Ry U Sy -

Obr. 4
Necht a; zna¢i pocet ¢erné obarvenych policek s ¢éislem i, i € {0,1,2}. VSimnéme si,
ze parita kazdého ze tii Cisel a; se po kazdém kroku zméni, nebof v ném ménime barvu
nékterych policek pouze ve trech sousednich sloupcich, a to v kazdém z nich u lichého
poctu policek. Jelikoz na zac¢atku mame ag = a3 = ay = 0, po libovolném poctu kroki
bude platit ag = a; = ay (mod 2).
Diky predpokladu 3 1 n je poli¢ek s ¢islem 0 o n (cely jeden sloupec) vice nezli téch
s ¢islem 2. Kdyby po nékterém poctu krokii byla vSechna policka obarvena c¢erné, méli
bychom pak ag — ag = n, coZ by s ohledem na predpoklad 2 t n znamenalo, Ze ¢isla ag a
as maji ruznou paritu. To ale odporuje zavéru z predchoziho odstavce. Po zadném poctu
krokli se nam tak nepodafi zadany tikol splnit.
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