72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/23)

|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1
Pan Spacek byl zndmym chovatelem ptakt. Celkem jich mél vice nez 50 a méné nez

100. Andulky tvorily devitinu a kanafi ¢tvrtinu celkového mnozstvi.
Kolik ptaki choval pan Spacek? (L. Hozovad)

Napovéda. Mohl jich chovat napt. devadesat?

Mozné Feseni. Pocet ptakiti chovanych panem Spackem musel byt délitelny deviti (podle
andulek) a sou¢asné ¢tyfmi (podle kanarii). Takova ¢isla jsou 36, 72, 108 atd., tedy nasobky
36. Z téchto cisel je jediné 72 v uvedeném rozmezi.

Pan Spacek choval 72 ptakii.

Poznamka. Alternativné muzeme psat, ze andulek byla % a kanaru % vsech ptaku. An-

dulek a kanari dohromady tedy bylo % + % = % vSech ptaki. Tento pomeér lze vyjadrit
jako

132 _ 39 _

36 72 108
Jedind vyhovujici moznost je ta druhé. Pro tplnost dodejme, ze andulek bylo 8 a kanari
18.

76-1-2
Vaclav nasobil dvé trojmistna ¢isla obvyklym pisemnym zpiisobem. Ovéril, ze vysledek
je spravné, a svij vypocet nékam zalozil. Po Case potfeboval vysledek pouzit. Nasel sice
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nahrazuji necitelné ¢islice):
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Vaclav si uz nepamatoval, ktera c¢isla nasobil, pfesto byl schopen urcit jejich soucin.
Jaky byl onen souéin? (L. Hozovad)

Napovéda. Patrani lze zahajit rozborem posledniho mezivysledku.

Mozné reSeni. Pro snazsi popis rekonstrukce vysledku oznac¢ime v kazdém kroku d¢islice,
na které soustredime pozornost, pismeny, a ta postupné doplnime.

Cislice 6 ve vysledném ¢&isle jisté nezahrnuje prechod pies desitku (pfedchozi soucet
2+ 0 + 2 je dostateéné maly). Tedy b = 5 (jediné soucet 2 + 9 + 5 = 16 konéi ¢islici 6)
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a a = 4 (z pfedchoziho vidime, Ze dochézi k pfechodu pies desitku):

* * % ok
x 1 x 1 %
2 2 % % 2 2 % x
90 90
ab 2 5 2
5 6 % x x 56 % x %

Posledni mezivysledek (452) vzniké4 sou¢inem prvniho ¢isla (cde) s prvni éislici druhého
¢isla (coz je 1). Tedy prvni ¢islo bylo 452:

cde 45 2
X 1 x % X 1 % %
2 2 % % 2 2 % *
90 * 90 %
4 5 2 45 2
56 % % * 5 6 % * %

Druhy mezivysledek (90g) vznik4 sou¢inem prvniho ¢isla (452) s druhou éislici druhého
¢isla (ozn. f). Tedy f = 2 a druhy mezivysledek byl 904:

45 2 45 2
X 1 * X 1 2 %
2 2 % % 2 2 % %
90g 9014
45 2 45 2
56 % % % 56 % % %

Prvni mezivysledek (22i7) vznika souc¢inem prvniho ¢isla (452) s tteti ¢islici druhého
¢isla (ozn. h). Tedy h = 5 a prvni mezivysledek byl 2260:

45 2 4 5 2
x 12h x 125
221i 7 2260
9014 9014
4 5 2 45 2
56 % % % 56 % % *

Odtud jiz lze urcit vysledek — Vaclaviv hledany soucin byl 56 500:
45 2
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Poznamka. Predposledni dva kroky v uvedeném reseni jsou zaménitelné. V takovém pti-
padé by (zkracend) rekonstrukce vysledku vypadala takto:

* % % 45 2 452 45 2 452
X 1 % x X 1 % % X 1 x5 X 125 X 125
2 2 % % 2 2 % x 2260 2260 2260
90 * 90 90 * 904 9014
45 2 452 45 2 452 45 2
56 % x % 56 % % % 56 % % % 56 % % % 56500

Vzhledem k tomu, ze na kazdém misté muze byt nanejvys deset moznych cislic, lze
v pripadé chybéjiciho napadu postupovat systematickym provérovanim moznosti.

Soucasti ulohy je i popis postupu vedouciho ke spravné odpovédi. Vyplnény algebro-
gram bez priméreného komentatre nelze hodnotit nejlepsim stupném.

7Z6-1-3

Magda si vystiihla dva stejné rovnoramenné trojihelniky, z nichz kazdy mél obvod
100 cm. Nejprve z téchto trojuhelnikti slozila ¢tyituhelnik tak, ze je k sobé prilozila rameny.
Poté z nich slozila ¢tyituhelnik tak, ze je k sobé prilozila zakladnami. V prvnim ptipadé ji
vysel ¢tyfuhelnik s obvodem o 4 cm kratsim nez ve druhém piipadé.

Urcete délky stran vysttizenych trojihelnik. (E. Semeradovad)

> <>

Napovéda. Byla del$i zakladna, nebo rameno trojuhelniku? A o kolik?

MozZné reseni. Obvod prvniho ¢étyifahelniku sestava ze dvou ramen a dvou zakladen,
obvod druhého ze ¢ty ramen. Protoze prvni ¢tyithelnik mél o 4cm kratsi obvod nez
druhy, musela byt zdkladna o 2 cm kratsi nez rameno.

Obvod kazdého trojuhelniku sestava z jedné zakladny a dvou ramen, coz odpovida
tfem ramentim bez 2 cm. Soucasné kazdy trojihelnik meél obvod 100 cm. Tedy soucet délek
tfi ramen byl 102 cm.

Ramena trojuhelnikt méfila 34 cm (102 : 3 = 34) a zakladna 32cm (34 — 2 = 32).

Poznamka. Pokud délku zékladny oznac¢ime z a délku ramene r, potom piedchozi ivahy
lze zapsat nasledovné (jednotky cm v dalsim neuvadime):
Rozdil obvodt ¢tyithelnikt byl

4r —2r — 22 =2r — 2z =4,
tedy r — z = 2 neboli z = r — 2. Obvod kazdého trojuhelniku byl

2r+z =3r — 2 =100,
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tedy 3r = 102. Odtud dostavame r =102:3 =34 a z = 34 — 2 = 32.
Trojahelniky s takovymi stranami jsou vskutku mozné, protoze jsou splnény trojuhel-
nikové nerovnosti (34 + 32 > 34 a 34 + 34 > 32).

76-1-4
Sedm trpaslikii se narodilo ve stejny den v sedmi po sobé jdoucich letech. Soucet vékt
t¥1 nejmladsich trpasliki byl 42 let. Kdyz jeden trpaslik odesel se Snéhurkou pro vodu,
zjistili zbyli trpaslici, ze jejich primeérny vék je stejny jako priameérny vék vsech sedmi.
Kolik let bylo trpaslikovi, ktery Sel se Snéhurkou pro vodu? (L. Hozovad)

Napovéda. Kolik let bylo jednotlivym trpaslikiim?

Mozné reSeni. Soucet véku prvnich tii trpaslika byl 42 let, tedy primérné méli 14 let
(42 : 3 = 14). Véky téchto, resp. zbylych ¢tyf trpaslika byly 13, 14, 15, resp. 16, 17, 18
a 19 let.

Soucet vkl vSech sedmi trpaslikti byl 112 let, tedy priimérné méli 16 let (112 : 7 = 16).
Pokud by odesel nejmladsi trpaslik, primérny vek zbylych Sesti by byl 16,5 let:

(112 —13) : 6 = 16,5.

Obdobné pro ostatni trpasliky urc¢ime, co by se po jejich odchodu stalo s primérnym vékem
zbylych:

vék odchoziho 13 14 15 16 17 18 19

prumér zbylych 16,5 16,3 16,16 16 15,83 15,6 15,5

Primérny veék se nezmeénil po odchodu prostfedniho trpaslika. Trpaslik, ktery odesel
se Snéhurkou, mél 16 let.

Poznamky. Priumérny vék trpaslikt se po odchodu jednoho z nich nezménil. Onen trpaslik
se tedy narodil jako prostfedni a jeho vék byl primérnym vékem vsSech sedmi. Timto
zpusobem lze nahradit zkouSeni moznosti ve druhé casti feseni.

Uvahy v uvedeném Feseni lze uchopit také takto: Pokud nap¥. vék nejmladsiho trpas-
lika oznacime n, potom soucet véka prvnich tii trpasliki byl

n+(n+1)+(n+2)=3n+3=42.
Tedy 3n = 39 neboli n = 13. Véky trpaslika byly 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19 let. Soucet vsech
sedmi veékt byl 112 a jejich primér 112 : 7 = 16. Pokud vék odchoziho trpaslika oznacime
0, potom se prumér zbylych nezménil:

(112 —0) : 6 = 16.

Tedy 112 — 0 = 96 neboli o = 16.



Z6-1-5

Pat a Mat se procvicovali v pocitani. Ve ¢tvercové siti orientované podle svétovych

stran priradili posunu o jedno policko nasledujici pocetni operace:

pfi posunu na sever (S) pficitali sedm,

pfi posunu na vychod (V) odecitali ¢tyfi,

pfi posunu na jih (J) délili dvéma,

pfi posunu na zapad (Z) nésobili tfemi.

Napt. kdyz Mat zadal Patovi ¢islo 5 a cestu S—V—J, vyslo jim pfi spravném pocitani 4.
Které cislo zadal Pat Matovi, jestlize pro cestu S—V—-J-Z-Z—-J-V-S pfi spravném po-

¢itani vyslo 577 (M. Petrovad)

Napovéda. Které ¢islo mél Mat v predposlednim kroku?

Mozné tesSeni. Ulohu lze znazornit jako tzv. poc¢etniho hada:

S \Y J Z Z J \Y S -
+7 —4 : 2 -3 -3 12 —4 +7
Postupné odzadu doplnime vSechny mezivysledky:
S \Y J Z Z J \Y S
21 28 24 12 36 108 54 50 o7
+7 —4 :2 -3 -3 2 —4 +7

Pat zadal Matovi ¢islo 21.

Poznamky. Pfi zpétném postupu operace v jednotlivych krocich obracime (napf. v prv-
nim kroku misto z+7 = 57 uvazujeme x = 57— 7). S timto postiehem lze predchozi Feseni
zapsat nasledovné:

(BT =7)+4)-2):3):3)-2)+4) =7 =
= ((((((50 +4)-2):3):3)-2) +4) — 7=
= (((((54-2):3):3)-2)+4) = 7=

=28 —7=21.

Pocetni had ve ¢tvercové siti, tedy Matova skutecna cesta vypadala takto:




Ve zvyraznéném poli uprostied se zacinalo (¢islem 21), prochazelo se jim po étvrtém
kroku (mezivysledek 36) a také se v ném konéilo (vysledek 57).

76-1-6
Boris méa zvlastni digitalni hodiny. Jdou sice presn€, ale misto hodin a minut ukazuji
jind dvé cisla: prvni je cifernym souctem cislic, kterd by byla na displeji za normalnich
okolnosti, druhé je souc¢tem hodin a minut (napf. v 7:30 ukazuji 10:37).
Jaky miize byt cas, kdyz Borisovy hodiny ukazuji 6:157 Urcete vSechny moznosti.
(M. Dillingerovad)

Napovéda. Lze predem vyloucit néjaké ¢islice z normalniho vyjadreni ¢asu?

Mozné feseni. Ciferny soucet ¢islic ukazujicich skutecny ¢as je 6, tedy zadné z ¢islic neni
vétsi nez 6. Soucet ¢isel ukazujicich skutec¢né hodiny a minuty je 15. Pomoci ¢islic od 0 do
6 lze 15 vyjadrit jako soucet dvou ¢isel nasledujicimi zptisoby:

0+15, 1+14, 2+13, 3+12, 4+11, 5+ 10.

Kdyz Borisovy hodiny ukazuji 6:15, mize byt 0:15, 1:14, 2:13, 3:12, 4:11, 5:10, 10:05,
11:04, 12:03, 13:02, 14:01, nebo 15:00.

Poznamka. Soucasti ulohy je i popis postupu vedouciho ke spravné odpovédi. Uvedené
casy bez priméreného komentare nelze hodnotit nejlepsim stupném.
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