72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/23)

|. kolo kategorie Z7

7711

Primérny vék dédy, babicky a jejich péti vnoucat je 26 let. Primérny vék samotnych
vnoucat je 7 let. Babicka je o rok mladsi nez déda.

Kolik let je babicéce? (L. Hozovad)

Napovéda. Kolik let maji vSechna vnoucata dohromady?

Mozné feseni. Vnoucata dohromady maji 35 let (5 -7 = 35). Déda, babicka a vnoucata
dohromady maji 182 let (7 -26 = 182). Déda a babicka dohromady tedy maji 147 let
(182 — 35 = 147).

Primérny vék babicky a dédy je 73 a pul roku (147 : 2 = 73,5) a babicka je o rok
mladsi nez déda. Tedy babicce je 73 let (a dédovi 74 let; 73,5 £ 0,5).

Poznamka. Pokud b znaci vék babicky a d vék dédy, potom informace za zadani lze zapsat
jako
(d+b+5-7):7=26, d=b+1.

Z prvniho vztahu dostavame d+b = 26-7—5-7 = 21-7 = 147. Dosazenim druhého vztahu
dostdvame 2b+ 1 = 147, tedy b = (147 — 1) : 2 = T73.

7712

Jsou dany dva shodné rovnostranné trojuhelniky ABC a BDE tak, ze body A, B,
D lezi na jedné ptrimce a body C, FE lezi ve stejné poloroviné vymezené onou primkou.
Prisecik CD a AFE je oznacen F.

Urcete velikost uhlu AF'D. (I. Jancigovd)

A B D

Napovéda. Vyplati se zaméfit na skupiny navzajem shodnych thli.

Mozné feSeni. Vnitini thel u vrcholu A, resp. D v trojuhelniku AF'D je také vnitinim
thlem trojuhelniku ABFE, resp. DBC. Trojiuhelniky ABE a DBC jsou podle predpokladi
rovnoramenné a navzajem shodné. Tedy také vnitini tthly u vrcholit A a D jsou shodné.

11



Proto také trojuhelnik AF'D je rovnoramenny a thel AF'D je shodny s ihlem ABFE,
resp. DBC. Tento thel je vnéjsim thlem rovnostranného trojihelniku, tedy méa velikost
120°.

Velikost thlu AF'D je 120°.

Jiné reseni. Vnitini thel v rovnostranném trojihelniku mé velikost 60°. P¥i otoceni
kolem bodu B o tento tthel po sméru hodinovych rucicek se bod A zobrazi na C' a bod E
se zobrazi na D. Tedy pfimka AFE se zobrazi na ptimku CD.

Uhel AFC, resp. EF D ma proto velikost 60°. Hledany tihel AF D dopliiuje tento tihel
do thlu prfimého, tedy ma velikost 120°.

Poznamky. Z predpokladi vyplyva fada dalsich vztahi, které mohou vést k alternativnim
zduvodnénim pfedchoziho vysledku. Struéné uvadime nékolik postiehi (pro dodatecna
znaeni viz obrazek nize):

Ctyiahelnik ABEC, resp. BDEC je koso¢tvercem. Uhlopticky v kosoétverci ptili pii-
slusné vnitini thly a jsou navzajem kolmé.

e 7 prvniho faktu plyne, Ze tthel BAE, resp. BDC mé velikost 30°. Uhel AFD, coz je
zbyly vnitini thel v trojihelniku AF D, méa proto velikost 120° (soucet vnitfnich uhla
trojuhelniku je 180°).

e 7 druhého faktu zndme vnitini thly u vrcholid G a H ve ¢tyithelniku BH F'G. Vnitini

tihel u vrcholu B maé velikost 60°. Uhel AF D, coz je zbyly vnitini tihel ve ¢tyithelniku
BHFG, ma proto velikost 120° (soucet vnitinich ahla ¢tyftahelniku je 360°).

Zadany utvar je c¢asti rovnostranného trojuhelniku ADI, kde body B, C, E jsou
stfedy jeho stran. Usecky AE, CD a IB jsou vyskami a soucasné osami soumérnosti
tohoto trojuhelniku. Trojthelniky AF'D, DFI a [ F'A jsou navzajem shodné a dohromady
tvori trojuhelnik ADI. Jejich vnitini Ghly u vrcholu F' proto maji velikost 120° (tf¥etina
plného uhlu).
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77-1-3
Obkrocne cislo je takové prirozené Cislo, v jehoz zapise
e je kazda nenulova ¢islice pouzita prave dvakrat,
e mezi dvéma stejnymi nenulovymi ¢islicemi se nachazi pravé tolik nul, jaka je hodnota
téchto cislic.
Priklady obkroc¢nych c¢isel jsou napt. 40001041 ¢i 300103100.
Kolik existuje sedmimistnych obkroc¢nych cisel, v jejichz zapise se vyskytuji prave
jednicky, dvojky a nuly? (M. Papso)

Napovéda. Kolikrat jsou pouzity nuly v kazdém z hledanych cisel?
MozZné feseni. Hledana ¢isla jsou sedmimistna a obsahuji pravé dvé jednicky a prave

dvé dvojky, tedy obsahuji pravé tii nuly. Tyto nuly oddéluji v zapise cisla ¢tyti ¢asti, ve
kterych se mohou nachazet jednicky a dvojky:

.0...0...0...

Neékteré casti mohou ztistat préazdné, nékteré nuly mohou byt bezprostiedné vedle
sebe. Jedni¢ky mohou byt jediné v sousednich ¢astech (oddéleny jednou nulou), dvojky ob
jednu ¢ast (oddéleny dvéma nulami). VSechna ¢isla s témito vlastnostmi, ktera nezac¢inaji
nulou, jsou v nasledujici tabulce:

A1.0.1.0...0. .. ...0.1.0.1.0... ...0...0.%.0.%
2.0...0.2.0... 1201020, 2101020 2010120, 2010210 2001201, 2002101
...0.2.0...0.2. 1012002, 1021002 — —

Obkrocnych ¢isel s uvedenymi vlastnostmi je osm.
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Poznamka. Soucasti ulohy je i popis postupu vedouciho ke spravné odpovédi. V tomto
pripadé jde o néjaky systém, aby bylo zfejmé, ze se na nic nezapomnélo. Vycet moznosti
bez priméreného zdtivodnéni nelze hodnotit nejlepsim stupném.

77-1-4
Jarda mél napsanu posloupnost slabik:

ZU ZA NA NE LA LU CI SA MU EL

Pismena chtél nahradit ¢islicemi od 0 do 9 tak, aby riznym pismenim odpovidaly riizné
Cislice a aby (v daném pofadi) vznikla vzestupna posloupnost dvojmistnych ¢isel.
Uvedte mozné Jardovo feSeni, nebo vysvétlete, Ze to mozné neni. (J. Zhouf)

Napovéda. Jarda se nejspis soustiedil na opakujici se pismena.

Mozné reseni. Ve dvojici za sebou stojicich slabik ZU ZA by musela byt ¢islice nahra-
zujici pismeno U mensi nez ¢islice nahrazujici pismeno A.

Ve dvojici za sebou stojicich slabik LA LU by musela byt ¢islice nahrazujici pismeno
A mensi nez ¢islice nahrazujici pismeno U.

Tyto dva pozadavky jsou neslucitelné, a proto Jardovu tlohu vytesit nelze.

7Z7-1-5
Na obrazku jsou znazornény ¢tverce ABCD, EFCA, GHCE a IJHE. Body S, B,
F a @ jsou po fadé stiedy téchto étvercti. Useka AC je dloubd 1 cm.

Urcete obsah trojuhelniku 1.JS. (E. Semerddovad)
D C H
S
A B fa
E G /
I

Napovéda. Obsah trojuhelniku je polovinou obsahu néjakého obdélniku.

Mozné feSeni. Obsah trojahelniku /.JS je roven poloviné obsahu obdélniku se stranami
I1J a I'A. Strana I.J je stranou ¢tverce I.JHEFE, strana [ A je souctem strany c¢tverce IJHE
a strany ¢tverce EFCA.
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Ctverec IJHE mé dvojnasobnou stranu vzhledem ke étverci EFCA, a ta méii 1cm.
Tedy strana IJ méfi 2cm a strana I A méri 3cm. Obsah trojihelniku I.JS je roven

1
~.2-3=3(cm?).
2
C// \\H
S
F
A S ;
E JZAAN J
I

Poznamka. Pfi jemnéjsim délenim naznacené ¢tvercové sité lze k témuz vysledku dospét
nazornym pocitanim c¢tvereckt, resp. trojihelnick.

77-1-6
Eva si myslela dvé pfirozen4 éisla. Cisla nejprve spravné seéetla, poté odecetla. V obou
pripadech dostala dvojmistny vysledek. Soucin takto vzniklych dvojmistnych ¢isel byl 645.
Ktera ¢isla si Eva myslela? (E. Novotnad)

Napovéda. Kazdé prirozené ¢islo ma konecny pocet délitelu.

Mozné ieSeni. Cislo 645 lze zapsat jako soucin dvou pfirozenych ¢&isel nasledujicimi zpi-
soby:
645 =1-645=5-129=15-43 =3 - 215.

Soucinitelé jsou dvoumistni pouze v poslednim pripadé, tedy soucet Evinych cisel byl 43
a rozdil 15.

Cisla 43 a 15 vznikla tak, Ze k vétsimu z Evinych é&isel se jednou piicetlo a jednou se
od néj odecetlo to mensi. Tedy vétsi Evino ¢islo je pfesné mezi (tzn. je primérem) 43 a 15
a mensi Evino cislo je polovinou rozdilu mezi 43 a 15. Eva si myslela ¢isla

43+15
==

4315
—

14.

29,

15



Poznamka. Pokud vétsi z Evinych ¢isel oznac¢ime v a to mensi m, potom predchozi vztahy
miizeme zapsat jako
v+ m =43, v—m = 15.

Odtud lze formalné odvodit, ze
(v+m)+ (v—m) =43+ 15, (v+m)—(v—m) =43 — 15,
a tedy

43415
===

43 15
= =

14.

v

29, m =
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