72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/23)

|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1

Jsou dana tii navzajem rtzna cisla. Pramér priméru dvou mensich ¢isel a primeéru
dvou vétsich cisel je roven primeéru vsech tii ¢isel. Primér nejmensiho a nejvétsiho ¢isla
je 2022.

Urcete soucet tii danych ¢isel. (K. Pazourek)

Napovéda. Vyjadrete jedno z ¢isel pomoci zbylych dvou.

Mozné resSeni. Oznacme tfi ¢isla se zadani jako a, b, ¢, pricemz a < b < c¢. Prvni pod-
minka znamena
b b
e+ e a+4b+c

(%)

2 3

Tuto rovnost miizeme upravit nasledovné:

a+2b+c a+b+c

4 -3
3a + 6b + 3¢ = 4a + 4b + 4c,
2b =a + c,
a—+c
b= .
2
Tedy b je primérem a a c, jehoz hodnotu vsak zname: b = “JQFC = 2022.

Z uvedeného plyne, ze soucet danych cisel je roven

a+b+c=0b+2b=6066.

Poznamky. Ze zadanych udaji neni mozné urcit ¢isla jako takova, pouze jejich soucet.
To, ze tloha je smysluplné, tedy zZe existuji ¢isla s uvedenymi vlastnostmi, 1ze ukazat napr.
na trojici a = 2020, b = 2022, ¢ = 2024.

Hned zkraje si Ize vSimnout, ze pokud b je primérem a a ¢, potom kazda takova trojice
¢isel vyhovuje prvni podmince ze zadani: jak pramér primeéri aTJ“b a %, tak primeér vSech
%”“ je roven b = aTJ“C Pro podminky typu (%) — tj. linearni vzhledem k a, b, ¢ — plati,
ze kterékoli z ¢isel a, b, ¢ je jednoznac¢né urceno zbylymi dvéma. S timto dodatkem lze
predchozi postieh povazovat za vyhovujici ndhradu vyse uvedenych tprav rovnosti ().

17



Z8-1-2

Ctyiahelnik ABCD je kosoétvercem se stranou délky 6 cm a vyskou 4cm. Bod F je
sttedem strany AD, bod G je stfedem strany BC', bod F' je prusecikem tsecek AG a BE,
bod H je prusecikem tsecek CE a DG.

Urcete obsah ¢tyruhelniku EFGH. (K. Pazourek)
Napovéda. Pomozte si obrazkem s doplnénou tuseckou FG.

Mozné iesSeni. Usecka FEG rozdéluje kosoétverec ABCD na dva shodné kosodélniky
ABGE a EGCD (body E a G jsou stfedy stran, tedy usecky AE, BG, ED, GC jsou
navzajem shodné a piimky AB, FG, C'D navzajem rovnobézné). Zbylé tsecky ze zadéni
jsou uhloprickami téchto kosodélnikti a body F', H jsou jejich priseciky:

Kazdy kosodélnik je svymi tihloptickami rozdélen na ¢tyfi trojuhelniky se stejnymi
obsahy (kazdé dva sousedni trojuhelniky maji shodné strany lezici na jedné pfimce a spo-
le¢nou vysku vzhledem k této pfimce).

Kosoctverec ABC' D je tak rozdélen na osm trojuhelniki se stejnymi obsahy a ¢tyithel-

nik FFGH je tvoren dvéma z téchto osmi trojuhelnikti. Tento ¢tyithelnik tedy zaujima
dvé osminy, tj. jednu ¢tvrtinu obsahu daného kosoctverce.

Obsah kosoétverce ABCD je roven 6 - 4 = 24 (cm?), tedy

1
SErcH = ZSABCD = 6 (cm?).

Poznamky. V uvedeném feseni neni podstatné, ktera z tthlopricek kosoctverce je kratsi
a ktera delsi. Protoze se zajimame vyhradné o obsahy, miizeme dokonce pracovat s ja-
kymkoli kosodélnikem, ktery méa stejnou stranu a vysku jako pivodni kosoctverec. Proto
miizeme ulohu fesit v obdélniku se stranami 6 cm a 4 cm:
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A

Dodatecné déleni pomoci rovnobézek se stranami rozdéluje obdélnik ABC'D na 16
shodnych trojihelnikt, z nichz 4 tvoii ¢tyithelnik FFGH. Tento ¢tyfuhelnik tedy zaujima

%, tj. jednu ¢tvrtinu obsahu obdélniku.

78-1-3
Pro posloupnost c¢isel zac¢inajici

1,3, 4,7, 11, 18, ...

plati, Ze kazdé ¢islo pocinaje tfetim je souctem predchozich dvou.
Kterou ¢islici konéi 2023. ¢islo v této posloupnosti? (J. Mazdk)

Napovéda. Pomozte si posloupnosti tvorenou poslednimi ¢islicemi.

Mozné reseni. Posledni ¢islice kazdého ¢isla odpovida zbytku po déleni onoho ¢isla desiti.
Staci se tedy zaobirat posloupnosti odpovidajicich zbytki:

1,3 4,7, 1,8, ...,

tzn. posloupnosti, v niz kazdé cislo pocinaje tfetim je zbytkem souctu predchozich dvou
po déleni desiti. Tato posloupnost se po 12 ¢lenech opakuje:

1,3,4,71,8,9,7,6,3,9, 2,1, 3, ...
Tedy napt. 1., 13., 25., 145. ¢i 2017. ¢len posloupnosti tvofi stejna cisla.
Cislo 2023 po déleni 12 dava 168 a zbytek 7. Tedy 2023. ¢len této posloupnosti je

stejny jako ten sedmy, a to je cislo 9.
2023. cislo v dané posloupnosti konci ¢islici 9.
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7Z8-1-4

Ctibor na mapé s méritkem 1 : 50000 vyznacil ¢tvercovy pozemek a vypocital si,
ze jeho strana ve skutecnosti odpovida 1km. Mapu zmensil na kopirce tak, ze vyznaceny
¢tverec mél obsah o 1,44 cm? mensi nez ptivodné.

Jaké bylo méfitko takto zmenSené mapy? (M. Petrovad)

Napovéda. Jaké rozméry mél vyznaceny pozemek na puvodni mapé?

Mozné teSeni. Na puvodni mapé méla strana pozemku délku 2cm (2cm - 50000 =
= 100000 cm = 1km). Tedy obsah piislusného étverce byl 4 cm?.
Po zmenseni mapy byl obsah nového ¢étverce 2,56 cm? (2,56 + 1,44 = 4). Tedy strana
tohoto ¢tverce méla délku 1,6 cm (1,62 = 2,56).
Onéch 1,6 cm na mapé odpovida stale stejnému 1km ve skutecnosti. Méritko takto
zmensené mapy tedy bylo
1,6 : 100000 = 1 : 62 500.

Z8-1-5

Petra méla napsana prirozena cisla od 1 do 9. Dvé z téchto cisel secetla, smazala
a vysledny soucet napsala misto smazanych s¢itancti. Méla tak napsano osm cisel, ktera se
ji podarilo rozdélit do dvou skupin se stejnym soucinem.

Urcete jaky nejvétsi mohl byt tento soucin. (E. Novotnad)

Napovéda. Vyplati se zaméfit na prvocisla.

Mozné FeSeni. Pro porovnani sou¢ini vzniklych skupin ¢isel budou uziteéni prvociselni
¢initelé. Aby souciny ¢isel v obou skupinach byly stejné, musi byt celkové pocty jednotli-
vych prvocinitelt sudé. Pokud je pocet nékterych prvociniteld lichy, potom rozdéleni do
skupin se stejnym soucinem neni mozné.

Prvocisla mezi danymi cisly jsou pouze 2, 3, 5, 7, pricemz 5 a 7 se vyskytuji prave
jednou. Vzhledem k vyskytu 5 a 7 staci uvazovat tii pripady, které mohou vést k resSeni,
a ty postupné rozebereme:

a) Petra secetla néco s 5, aby dostala nasobek 7. To mohla udélat dvojim zptisobem:

e Secetla 5 + 2 a dostala osmici ¢isel 1, 3, 4, 6, 7, 7, 8, 9. Tuto osmici lze rozdélit do
skupin se stejnym soucinem:

1-7-8:9=3-4-6-7=2%.3%2.7=504.

e Secetla 5 + 9 a dostala osmici ¢isel 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 14. Tuto osmici lze rozdélit do
skupin se stejnym soucinem:

1-4-6-14=2-3-7-8=2%.3.7=336.

b) Petra secetla néco se 7, aby dostala nasobek 5. To mohla udélat dvojim zptusobem:

e Secetla 7 + 3 a dostala osmici ¢isel 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 10. Tuto osmici nelze rozdélit
do skupin se stejnym soucinem, protoze 3 se v prvociselnych rozkladech téchto cisel
vyskytuje celkem trikrat.
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e Secetla 7 + 8 a dostala osmici ¢isel 1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 15. Tuto osmici nelze rozdélit
do skupin se stejnym soucinem, protoze 3 se v prvociselnych rozkladech téchto cisel
vyskytuje celkem pétkrat.

c) Petra secetla 547 a dostala osmici ¢éisel 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12. Tuto osmici nelze rozdélit do
skupin se stejnym soucinem, protoze 3 se v prvociselnych rozkladech téchto ¢isel vyskytuje
celkem pétkrat (¢i 2 se vyskytuje devétkrat).

Petra mohla dostat bud soucin 504, nebo 336. Nejvétsi mozny soucin je tedy 504.
Poznamky. Rozdéleni do skupin se stejnym soucinem v pfipadé a) nejsou jedind mozna
(napf. 1 mize byt kdekoli).

Pocet vSech dvojic, které 1ze utvorit z danych deviti ¢isel, je 36. S tvodnim pozorova-
nim jsme pocet pripadt do diskuze podstatné snizili.

Soucasti ulohy je i popis postupu vedouciho ke spravné odpovédi. Nalezené souciny
bez priméreného zdtivodnéni, Ze jiné mozné nejsou, nelze hodnotit nejlepsim stupném.

Z8-1-6
Je dan obdélnik ABCD a body E, F tak, ze trojuhelniky BEC a C'F'D jsou rovno-
stranné a kazdy z nich ma s pravothelnikem ABC D spole¢nou pouze stranu.
Zdavodnéte, ze také trojuhelnik AEF je rovnostranny. (J. Svrcek)

Napovéda. Vyplati se zaméfit na skupiny shodnych objektt.

Mozné FeSeni. Vzajemna poloha obdélniku a dvou rovnostrannych trojuhelniki je znéa-
zornéna na obrazku, ve kterém jsou také vyznaceny neékteré navzajem shodné thly:

F
C
b <
E
a
A B

Rovnostrannost trojuhelniku AEF plyne ze vzadjemné shodnosti trojuhelniki ABFE,
FCFE a FDA, a tu zdivodnime nasledovné:

e strany AB, F'C a F' D jsou navzijem shodné, nebot protéjsi strany AB a C'D obdélniku
jsou shodné a trojahelnik C'F'D je rovnostranny,
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e strany BE, CE a DA jsou navzajem shodné, nebot protéjsi strany DA a BC obdélniku
jsou shodné a trojuhelnik BEC' je rovnostranny,
e Uhly ABE, FCFE a FDA jsou navzajem shodné, nebot vSechny maji stejnou velikost:

|XABE| = |xFDA| = 90° + 60° = 150°,  |xFCE| = 360° —2-60° — 90° = 150°.

Podle véty sus jsou trojuhelniky ABE, FCE a FDA navzijem shodné. Shoduji se
tedy i ve zbylych stranach, coz jsou zaroven strany trojuhelniku AEF. Proto je trojihelnik
AFEF rovnostranny.

Poznamky. V tvodnim obrazku je zndzornén obdélnik, jehoz strana AB je delsi nez BC.
Tento predpoklad nehraje v dalsim zZadnou roli — stejné argumenty, a tedy i zaveér, plati
pro jakykoli pravotuhelnik (véetné étverce).

Pokud bychom strany obdélniku oznacili a a b, 1ze se ke shodnosti stran AE, EF
a F'A dopocitat pomoci Pythagorovy véty ve vhodnych pravotihlych trojihelnicich. Pro
prehlednost opisme danému utvaru obdélnik AGH I jako na obrazku:

1 1
I 2% F za+ 50 H
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Doplnéné rozméry jsou odvozeny z rovnostrannosti trojihelniki BEC a CFD. Podle Py-
thagorovy véty v pravothlém trojuhelniku AGE plati

2 2
1
\AE\2=1AG\2+\GEF=(“*ij) *(éb) -

1
:a2+\/§ab+2b2+zb2:a2+b2+\/§ab.

Obdobnym zpusobem lze vyjadrit také stranu E'F, resp. F'A jako preponu v pravouhlém
trojuhelniku FHF', resp. FIA. Vychazi pokazdé stejny vyraz, tedy trojuhelnik AEF je
rovnostranny.
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