72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/2023)

Ulohy krajského kola kategorie C

1. Mach si znamkou z posledni pétiminutovky zlepsil celkovy priameér z 2,6 na 2,5. Kolik
pétiminutovek celkem psal? Urcete vSechny moznosti. (Pruméry jsou pfesné a mozné
znamky jsou 1, 2, 3, 4, 5.)

2. Pro realna cisla a, b, ¢ plati a + b + ¢ = 1. Dokazte, zZe soucin

(a =+ bc)(b+ ca)(c+ ab)

je nezaporny. Uréete rovnéz vSechny trojice (a, b, c), pro které je dany soucin roven
nule.

3. V pravidelném pétithelniku ABCDE oznacme F prusecik uhlopricek AC, BE a
G prisecik prodlouzenych stran FA, C'B. Ktery ze c¢tyruhelniki CDEF a AGBF
ma vétsi obsah?

4. Ctyii navzajem rizna prvodisla p, ¢, r, s spliiuji rovnost
2+p=q-r-s.

Urcete nejmensi moznou hodnotu p.

Krajské kolo kategorie C se kona
v utery 4. dubna 2023

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny ¢istého ¢asu. Za kazdou ulohu miize soutézici ziskat 6 bod; hodnoti se ptritom
nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a tiplnost sepsaného postupu, vysledky
vsech potrebnych pisemnych nebo pamétnych vypocti musi byt zaznamenany. Bodova
hranice k urceni uspésnych tesiteli bude stanovena centralné po vyhodnoceni statistik
bodovych vysledkii ze vsech kraji. Povolené pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby
a skolni MF tabulky. Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomucky dovoleny
nejsou. Tyto tdaje se zakim sdéli pred zahdjenim soutéze.



72. ROCNIK MO (2022/2023) II. KOLO KATEGORIE C

1. Mach si zndmkou z posledni pétiminutovky zlepsil celkovy primeér z 2,6 na 2,5. Kolik
pétiminutovek celkem psal? Urcete vSechny moznosti. (Primeéry jsou presné a mozné
zndmky jsou 1, 2, 3, 4, 5.) (Josef Tkadlec)

RESENI. Ukazeme, ze Mach celkem napsal 6 nebo 16 pisemek.

Posledni znamka mohla byt 1 nebo 2, jinak by se celkovy primeér naopak zhorsil.
Tyto dva pripady déle rozebereme, kdyz v obou z nich oznac¢ime p pocet znamek pred
posledni pisemkou a s jejich soucet.

(i) Byla-li posledni zndmka 1, je zadani lohy vyjaddfeno soustavou rovnic

s _ 13 s+1 5 d

2-96 - ==
p ? 5 a p+1 Y 27

po upravé bs = 13p a 2s = 5p + 3. Abychom vylou¢ili neznamou s, od prvni rovnice
vynasobené dvéma odecteme druhou rovnici vynasobenou péti. Pro nezndmou p tak
dostaneme rovnici 0 = 2 - 13p — 5(5p + 3) s jedinym FeSenim p = 15, kterému odpovida
s = 13p/5 = 39. Hodnoty p = 15 a s = 39 jsou pritom mozné, napriklad pri 6 dvojkéch
a 9 trojkach. Mach tedy skuteéné mohl celkem napsat p + 1 = 16 pisemek.

(ii) V pripadé zndmky 2 ziskdme rovnice s/p = 13/5 a (s +2)/(p+ 1) = 5/2, po
upravé 5s = 13p a 2s = 5p + 1. Podobnym odeétenim jako v (i) dostaneme rovnici
0=2-13p—5(5p+1) s jedingm TeSenim p = 5, kterému odpovidd s = 13p/5 = 13.
Hodnoty p = 5 a s = 13 vyjdou naptiklad pri 2 dvojkach a 3 trojkach. Mach tedy skutecné
mohl celkem napsat p + 1 = 6 pisemek.

PozNAMKA. Vypisy piikladii zndmek lze nahradit konstatovinim, Ze soucet zndmek
o daném poctu p muze ziejmeé nabyt vsech celoé¢iselnych hodnot s od p do 5Hp.

JINE RESENI. Stejné jako v prvnim feSeni oznacime p pocet zndmek pied posledni
pisemkou, s jejich soucet a ukdzeme, ze (p,s) je jedna z dvojic (5,13) nebo (15,39).
Priklady moznych znamek pro tyto dvojice opakovat v druhém feseni uz nebudeme.

Z vyjadreni pruméru s/p zlomkem v zékladnim tvaru 13/5 plyne, Ze cislo p je
nasobkem péti, tedy p = 5k pro vhodné prirozené k. Z rovnosti s/p = 13/5 pak mame
s = 13k, tudiz podminku na posledni znamku z muzeme zapsat rovnici

5 s+z 13k+=z

25=—-= = :
’ 2 p+1  5k+1

Upravou 5(5k + 1) = 2(13k + 2), odkud ziskdme ekvivalentni podminku 2z = 5 — k.
Vidime, ze v tivahu pripadaji pouze lichd k =1 a kK = 3. Hodnoté kK = 1 podle 2z =5 —k
odpovida z = 2 a z rovnosti p = bk a s = 13k vychazi p = 5 a s = 13. Podobné pro k = 3
jsou odpovidajici hodnoty z =1, p =15 a s = 39.

PozNAMKA. Uvodn{ Gvahu o délitelnosti lze pii predchozim postupu uzit i pozdéii.
Predtim totiz muzeme sestavit pro neznamé p, s, z soustavu rovnic

S 13 s+ z 5
= — a

p 5 p+1 2

tu pak upravit napriklad do tvaru
5s =13p, 25+2z2=5p+5>
2
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a teprve nyni vyuzit délitelnost, nebo jesté z poslednich dvou rovnic podobné jako
v prvnim feseni vylouc¢it neznamou s. Tehdy dostaneme rovnici

5-(2s4+22) —2-5s=5-(bp+5)—2-13p neboli 10z = 25— p.

Odtud uz plyne, zZe ¢islo p je liché, délitelné péti a mensi nez 25.

Za uplné reseni udélte 6 bodl. V netplnych resenich ocente castecné kroky nasledovneé:

Al.
A2.

B1.
B2.
B3.
B4.

Cestou prvniho resent

Konstatovani, ze posledni znamkou z mohla byt jednicka nebo dvojka: 1 bod.
Vyfteseni piipadi z = 1 a z = 2: 5 bodi za oba pripady, 3 body za jeden piipad. Chybi-li priklady
moznych zndmek, strhnéte 1 bod (za jeden piipad i celkem za oba).

Cestou druhého reseni

Zdtvodnéni, ze p = 5k a s = 13k: 1 bod.

Vyjédieni z (nebo 2z) pomoci k: 3 body

Urceni obou trojic (p, s, z) a vyloucen{ jinych: 1 bod.
Piiklady moznych zndmek pro uréené dvojice (p, s): 1 bod.

Celkové pak udélte max (Al + A2, B1 + B2 + B3 + B4) bodu.
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2. Pro redlna cisla a, b, ¢ plati a + b+ ¢ = 1. Dokazte, Ze soucin
(a+bc)(b+ ca)(c+ ab)

je nezaporny. Urcete rovnéz vsechny trojice (a,b,c), pro které je dany soucin roven
nule. (Patrik Bak)

RESENI. Z dané podminky plyne a = 1 — b — ¢. Proto prvni ¢initel zkoumaného
soucinu ma vyjadreni
a+bc=(1—-b—c)+bc=(1-0b)(1—c).
Analogicky prepiSeme také zbylé dva Cinitele. Cely soucin je tak roven

2
1-0)(1-c)-1-c)l-a)-1-a)(l-b)=[1-a)(l-b)1-c)]"
Protoze druhd mocnina kazdého redlného ¢isla je nezaporna, posledni vyraz ma skutecné
nezapornou hodnotu. Ta je pritom rovna nule, pravé kdyz je zaklad druhé mocniny roven
nule, tj. (1 —a)(1 —b)(1 — ¢) = 0. To zfejmé nastane jen tehdy, pokud je aspon jedno
z Cisel a, b, ¢ rovno 1. Plati-li napiiklad a = 1, pak zadana podminka a + b+ ¢ = 1 prejde
do tvaru b+ ¢ = 0, takze ji splnuji pravé ty dvojice (b, ¢), které jsou tvaru (b, c) = (¢, —t)
pro vhodné redlné ¢islo t. VSechny hledané trojice (a, b, ¢) tak jsou pravé tvaru
(1,t,—t), (t,1,—t), (t,—t, 1),

kde t je libovolné realné ¢islo.

P0zZNAMKA. PopiSme dva jiné vhodné zpiisoby tprav ¢initelti zadaného soucinu.
Pti prvnim z nich vyuzijeme rovnost a + b 4+ ¢ = 1 nasledovné:
a+bc=a-1+bc=ala+b+c)+bc=a*+ab+ac+bc=(a+b)(a+c).
Podobné b+ ca = (b+¢)(b+a) a c+ab = (c+ a)(c+b), takze dohromady

(a+bc)(b+ca)(c+ab) = (a+b)(a+c)-(b+c)(b+a)-(c+a)(c+b) = [(a+b)(b+c)(c—|—a)}2.
Odtud plyne stejny zavér jako v ptivodnim feseni, nebot naptiklad a +b =1 — c.

Pti druhém zpisobu dosadime vyjadieni a = 1 — b — ¢ do vsSech tii Cinitelu:
a+bc=1—-b—-—c+bc=(1-0b)(1-c),
btca=b+c—bc—ct=(b+c)(l—c),
ctab=c+b—0b*—bc=(b+c)(1-0).

Vynasobenim téchto tii rovnosti obdrzime

(a+bc)(b+ca)(ct+ab) = (1-b)(1—c)-(b+c)(1—c)-(b+c)(1-0b) = [(b—i—c)(l—b)(l—c)f.

Odtud opét plyne stejny zavér jako v ptivodnim feseni, nebot b+ c =1 —a.

Za Gplné feseni udélte 6 bod. V netiplnych feSenich ocente ¢astecné kroky nasledovneé:

A1. Uprava nékterého z ¢initelit daného sou¢inu na souéin dvou vyrazi typu 1 — a nebo b+ ¢: 1 bod,
2 body udélte za takovou tpravu vSech t¥i ¢initeli.

A2. Dukaz nezdpornosti daného soucinu: 2 body.

A3. Popis vSech trojic (a, b, ¢) pro které je dany soudin roven nule: 2 body, z toho 1 bod, je-li odvozena
pouze skupina podminek typu a = 1 nebo b+ ¢ = 0, avSak chybi popis odpovidajicich trojic (a, b, ¢),
jak je zadanim tlohy vyzadovano. Vyhovujici je i slovni popis: Jsou to pravé ty trojice realnych ¢isel,
v nichz je nékteré ¢islo rovno 1 a soucet zbylych dvou ¢isel je roven 0. Za podminky typu a + bc = 0
ovSem zadny bod neudélujte.

Celkem pak udélte Al + A2 + A3 bodu.
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3. V pravidelném pétivhelniku ABCDE oznacme F prisecik uhlopricek AC, BE a
G prisecik prodlouzenych stran EA, CB. Ktery ze ctyrihelniki CDEF a AGBF
md vétsi obsah? (Méria Doméanyova)

RESENI. UkéZeme, 7e porovnavané obsahy ¢tyfihelniki CDEF a AGBF jsou si
rovny.

C . B G

Obr. 1

Ze soumérnosti pravidelného pétitthelniku (podrobné posouzenych v feseni piikladu 5
z doméciho kola) plyne, ze body D, F, G lezi v tomto poradi na jedné piimce a ze
plati BC || AD. Dohromady dostdvame, ze F je prusecik thlopticek lichobézniku
GCDA se zakladnami GC' a DA. Podle jednoho pravidla dva trojihelniky vymezené
rameny lichobézniku a jeho thloprickami maji stejny obsah, v nasem pripadé tak plati
Sprc = Sarg-. Pro uplnost tuto rovnost dokazeme v nasledujicim odstaveci.

Diky DA || GC maji trojuhelniky DAC a DAG shodné vysky z vrcholi C' a G ke
spolecné strané DA. Proto pro jejich obsahy plati Spac = Spag, pritom

Spac = Spar + Sprc a Spac = Spar + Sara.

Porovnanim uz ziskavame rovnost Sprc = Sarag, kterou jsme chtéli dokazat.

Nyni si povSimneme, ze oba zadané ¢tyrihelniky CDEF a AGBF jsou soumérné
podle piimky DG, ktera tak puli obsah kazdého z nich. Proto z rovnosti Spre = Sara
po nasobeni dvéma dostaneme Scprpr = Sagpr. Tim je tvrzeni z tvodni véty reSeni
dokazano.

POzZNAMKA. Z diavodu symetrie jsme namisto dvojice trojuhelniki DFC a AFG
mohli uvazit dvojici trojihelniki DF E a BF'G. Takové obmény dalsich feseni uz zminovat
nebudeme (ani v zavéreénych pokynech k bodovani). Dohodneme se rovnéz, ze zjevné
dusledky soumeérnosti pétithelniku ABC DE budeme déle uvadét bez odkazt.

JINE RESENI. Zadané ¢tyfthelniky CDEF, AGBF doplnime tymZ trojuhelnikem
BCF po fadé na c¢tyfthelnik BCDE a trojihelnik AGC (obr. 2). Misto rovnosti
Scper = Saapr déale dokdzeme ekvivalentni rovnost Spopr = Sage. K tomu oznacime
a délku stran daného pétithelniku, v délku jeho thlopricek a v vzdalenost mezi libovolnou
stranou a s ni rovnobéznou thloptickou.

Pro obsah lichobézniku BC' DFE plati vzorec Spope = %(a + u)v. Diky rovnobézniku
AGBD mé trojuhelnik AGC stranu GC délky |GB| + |BC| = u + a a vyska k této
strané ma velikost v, tedy jeho obsah je rovnéz %(a+u)v. Tim je rovnost Spopr = Sace
dokazéana.
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C . B G

Obr. 2

JINE RESENI. JelikoZz oba c¢tyfthelniky CDEF a AGBF maji navzdjem kolmé
uhlopricky, pro jejich obsahy plati vzorce

1 1
SCDEF=§-|E0|~]FD] a SAGBF:§'|AB|'|GF’.
Tyto obsahy tak budou stejné, bude-li platit |EC| - |FD| = |AB| - |GF| neboli
|EC| : |AB| = |GF|: |FD|. (1)

K dukazu (1) vyuzijeme pticku BF' trojuhelniku GCD, kterd je rovnobézna s jeho
stranou C'D (viz obr. 3). Proto bod F' déli stranu GD ve stejném pomeéru, jako bod B
déli stranu GC, tj. plati |GF| : |[FD| = |GB] : |BC|. Vztah (1) tudiZ muzeme prepsat ve
tvaru |EC| : |AB| = |GB| : |BC|. Posledni skute¢né plati, nebot |EC| = |AD| = |GB|
a |AB| = |BC]|.

JINE RESENI. Pfi poslednim postupu dokdZeme rovnost Sprc = Sqpr, z niZz rovnéz
ziejmé plyne kyzeny zavér o rovnosti obsahu ¢tyftihelnika DCEF a AGBF (viz obr. 3).

Podle feseni ilohy D3 k prikladu 5 domaciho kola vime, ze v pravidelném pétithelniku
pro délku stran a a délku uhlopficek u plati u : a = a : (u — a) (tzv. zlaty fez), coz déle
vyuZijeme jako rovnost a® = (u — a)u. Tu mtZeme prepsat ve tvaru |FC|-|FE| = |BF]|-
- |BG|, nebot z kosoc¢tverci CDEF a AGBD plyne |FC| = |FE| = a a |BG| = u,
odkud |BF| = |BE| — |FE| = u — a. Podle zndmého vzorce* tak bude slibend rovnost
Sgrc = Sgpr dokazana, ovérime-li shodnost thlt FFC' a GBF'. To jsou ale vnéjsi thly
pri vrcholech F' a B trojihelniku F'BC' se stranami F'C' a BC téze délky a. Proto jsou
uhly EFC a GBF skutecné shodné.

* Obsah kazdého trojihelniku je roven jedné poloviné soucinu délek dvou jeho stran se sinem thlu, ktery
tyto dvé strany sviraji.
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Za uplné teseni udélte 6 bodl. Zjevné disledky osovych soumeérnosti pravidelného pétithelniku neni
nutné dokazovat (ani zminovat, ze jsou zndmé z doméaciho kola); totéz se tykd i pravidla o lichobézniku
z prvniho Teseni.

U postupu z prvniho feSen{ udélte 1 bod za pfechod od porovnani obsahu CDEF a AGBF
k porovnéani jejich polovin, pfi tomto postupu obsahu trojihelniki CDF a AGF. Podle tplnosti dukazu
jejich rovnosti udélte 0-5 bodu, z toho 1 bod za vychozi pozorovéani, ze DA || GC.

U postupu z druhého teSeni udélte 2 body za prechod od porovnani obsahi CDEF a AGBF
k ekvivalentnimu porovnani obsahu ¢tyiuhelniku BCDE a trojuhelniku AGC'. Podle tplnosti dukazu
jejich rovnosti udélte 0—4 body, z toho 1 bod za konstatovani, ze BCDE je lichobéznik a 2 body za
rovnost |GB| = u.

U postupu z tretiho feseni udélte 1 bod za vyjadieni obsahii obou ¢tyrihelniki uzitim soucinu
délek jejich thlopricek a 0-5 bodi za tplnost dikazu jejich rovnosti, z toho 2 body za zavér spojeny
s prickou BF trojuhelniku GC'D a 2 body za shodnost tisecky GB s tihloprickami pétithelniku.

U postupu z ¢tvrtého feSeni udélte 1 bod za prechod od porovnani obsahi CDEF a AGBF
k porovnéni jejich polovin, pfi tomto postupu obsahii trojihelniki FFC a GBF. Za tplnost dukazu
jejich rovnosti udélte 0-5 bodt, z toho 3 body za prepis rovnosti u : a = a : (u — a) z textu doméciho
kola do tvaru |FC| - |FE| = |BF|-|BG|, 1 bod za shodnost uhlt EFC, GBF a 1 bod za dvoji uziti
vzorce pro obsah obecného trojihelniku z poznamky pod carou.

Diléi bodové zisky z riznych postupu nelze scitat, celkové udélte maximalni z nich. Za pouhé
uhodnuti odpovedi zadny bod neudélujte.
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4. Ctyri navzdjem riznd proocisla p, q, r, s spliuji rovnost
2+p=q-r-s.
Urcete nejmensi moznou hodnotu p. (Josef Tkadlec)

RESENI. Pokud je jedno z prvodisel ¢, r, s rovno dvéma, je pravéa strana dané rovnosti
suda, a tedy podle levé strany je rovnéz prvocislo p sudé, tedy p = 2, coz je vylouceno
kvili podmince riznosti jednotlivych prvocisel. Podobné zadné z prvocisel ¢, r, s neni
rovno tfem, nebot soucet na levé strané by pak byl nasobkem tii, a tudiz i prvocislo p by
muselo byt rovno trem.

Vime tedy, Zze vsechna tfi prvodéisla ¢, r, s jsou veétsi nez 3. Tri nejmensi takova
prvocisla jsou 5, 7 a 11, takze nutné plati

g r-s=5-7-11 = 385,

odkud plyne
p=q-r-s—72=38—72=313.

Snadno ukazeme, ze ¢islo 313 je prvodislo, a Ze je to tedy hledand nejmensi mozna
hodnota p (na pravé strané zadané rovnosti jsou pak mensi prvocisla 5, 7 a 11).

Kdyby ¢islo 313 nebylo prvodcislo, bylo by diky odhadu 182 = 324 > 313 délitelné
nékterym z nejmensich prvocisel od 2 do 17. Délitelnost prvocisly 2, 3 a 5 je vsak vylouc¢ena
podle znamych kritérii a pro zbyla prvocisla 7, 11, 13 a 17 snadno ovérime, ze ptislusna
déleni* vyjdou se zbytky:

33 =7-44+5=11-284+5=13-24+1=17-18+T7.

Za uplné Teseni udélte 6 bodi, z toho po 1 bodu za kazdé z obou vysvétleni, ze zadné z prvocisel ¢, r,
s nen{ 2 ani 3, dals{ 3 body za nalezeni odhadu p 2 313 a kone¢né 1 bod za ovéfeni, ze 313 je prvocislo
(Tesitel se pfitom muze odvolat na skolni MF tabulky nebo muze konstatovat, ze vylouéil délitelnost
vSemi prvocisly od 2 do 17, coz neni nutné zaznamendvat).

Pokud fesitel hodnotu p = 313 urc¢i dosazenim prvocisel 5, 7 a 11 do pravé strany rovnosti a moznost
p < 313 nevylouci, udélte pouze 1 bod.

* Pfi ovéfovani si lze usetfit praci ivahou: Jelikoz 72 = 22 - 32, z rovnosti 72 + 313 = 5 - 7 - 11 plyne, Ze
¢islo 313 neni délitelné dvéma, tfemi, péti, sedmi ani jedenécti. Sta¢i proto vydeélit ¢islo 313 prvocisly 13 a
17.



