72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/23)

[Il. kolo kategorie Z9

Z9-1111
Z prizkumu v nasi skole vyplynulo, ze
e vSechny déti, které maji rady matematiku, fesi Matematickou olympiadu,
e 90 % déti, které nemaji rady matematiku, Matematickou olympiaddu nefesi,
e Matematickou olympiddu fesi 46 % déti.

Kolik procent déti z nasi skoly ma rado matematiku? (L. Hozovad)
791112

Je dadn bod B a rovnostranny trojuhelnik se stranami délky 1cm. Vzdalenosti bodu
B od dvou vrcholti tohoto trojuhelniku jsou 2cm a 3 cm.

Vypocitejte vzdalenost bodu B od tfetiho vrcholu trojuhelniku. (J. Tkadlec)
79-111-3

Tabulka ¢isel mé 4 sloupce a 99 radkl a je vytvofena nasledujicim zptisobem: poc¢inaje
druhym radkem je Ctvefice Cisel na kazdém tadku urcena cisly z fadku predchoziho, a to
postupné jako soucet prvniho a druhého ¢isla, rozdil prvniho a druhého ¢isla, soucet tretiho
a ¢tvrtého cisla a rozdil tretiho a ¢tvrtého cisla.

sel na 3. radku, pokud je soucet ¢isel na prvnim fadku roven 07
sel na 25. radku, pokud je soucet ¢isel na prvnim rfadku roven 17

(K. Pazourek)

a) Jaky je soucet ¢&i
b) Jaky je soucet ¢i
Z9-111-4

Jsou dany dvé kruznice s vnéjsim dotykem. Usecka AB je primérem jedné kruznice
a ma velikost 6 cm, tise¢ka C'D je priimérem druhé kruznice a mé velikost 14 cm. Ctytihel-
nik ABC'D je lichobéznikem se zédkladnami AB a CD.

Zjistéte, jaky nejvétsi obsah muze mit lichobéznik ABC D, a zdavodnéte, pro¢ nemuze
byt vetsi. (K. Pazourek)

D

C

Krajské kolo kategorie Z9 se konad 28. brezna 2023 tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin
dopoledne a aby soutézici méli na feSeni iloh 4 hodiny ¢istého casu. Za kazdou tlohu miuze
soutézici ziskat 6 bodi, Uspésnym resitelem je ten zak, ktery ziskd 12 a vice bodl. Povolené
pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby, skolni matematické tabulky. Kalkulatory a jiné elektro-
nické pomticky povoleny nejsou.

Resi-li zak krajské kolo distanéné, smi pouzit pocita¢ (tablet, telefon) pouze
k zobrazeni zadani, pFipadné k polozeni dotazu uéiteli a ziskani odpovédi. Zak musi
sva nafocena ¢i naskenovana resSeni odevzdat do 4 hodin a 20 minut po zacatku
soutéZe, nejpozdé&ji vsak ve 14:20. Aby mohly byt uznany c¢iselné vysledky, musi
odevzdané reseni obsahovat pomocné vypoéty.



72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/23)

l1l. kolo kategorie Z9

Z9-111-1
Z prizkumu v nasi skole vyplynulo, ze
e vSechny déti, které maji rady matematiku, resi Matematickou olympiadu,
e 90 % déti, které nemaji rady matematiku, Matematickou olympiddu nefesi,
e Matematickou olympiddu fesi 46 % déti.

Kolik procent déti z nasi skoly ma rado matematiku? (L. Hozova)
Mozné feSeni. Matematickou olympiddu (MO) fesi vSechny déti, které maji rady mate-
matiku, ale jen desetina téch, které matematiku rady nemaji.

Dejme tomu, ze x % déti ma rddo matematiku, a tedy fesi MO. Potom (46 — z) %

déti matematiku rado nemé a také fesi MO. Vsech déti, které matematiku rady nemaji,
je desetkrat vic, tj. 10(46 — x) %. Dohromady plati

z +10(46 — z) = 100,

odkud jednoduchymi tipravami dostavame x = 40.
Déti, které maji rady matematiku, je 40 %.

Poznamky. Jiné znadeni vede k jinym tpravam. Dejme tomu, ze y % déti nemé rado
matematiku. Potom 5y % déti nefesi MO. To odpovidé 54 % déti (100 — 46 = 54). Do-
hromady plati

9
oy =54
10y Y

odkud jednoduchymi tpravami dostavame y = 60.
Uvedené vztahy lze znazornit pomoci Vennova diagramu takto:

resi neradi

40 %

Hodnoceni. 2 body za pomocna znaceni a dil¢i pozorovani; 2 body za vysledek; 2 body
za kvalitu komentare.



Z9-111-2
Je ddn bod B a rovnostranny trojuhelnik se stranami délky 1cm. Vzdalenosti bodu

B od dvou vrcholti tohoto trojuhelniku jsou 2cm a 3 cm.
Vypoditejte vzdalenost bodu B od tfetiho vrcholu trojihelniku. (J. Tkadlec)

Mozné feSeni. Vrcholy trojuhelniku oznac¢ime C, D, E a vzdalenosti ze zadani ptrifadime
velikostem tsecek BC' a BD. Jelikoz 1 + 2 = 3, lezi bod B na ptfimce C'D. Vzdalenost
bodu B od ttetiho vrcholu F je pfeponou vyznaceného pravouhlého trojuhelniku BF E:

B C F D

to je znamy vztah, ktery lze najit v tabulkach, prip. spocitat pomoci Pythagorovy véty
v trojuhelniku CFE. Bod F je sttedem tusecky C'D, tedy

)
|BF| = |BC|+ |CF| = 5 cm.

Velikost prepony trojihelniku BF'FE je podle Pythagorovy véty rovna

1 (2 + (2 - B e

Vzdélenost bodu B od tietiho vrcholu trojihelniku je v/7 cm.

Hodnoceni. 1 bod za zjisténi, ze B lezi na pfimce C'D; 3 body za dopo¢itani | BE|; 2 body
za kvalitu komentare.

79-111-3

Tabulka ¢isel mé 4 sloupce a 99 radkl a je vytvofena nasledujicim zptisobem: pocinaje
druhym radkem je Ctvefice Cisel na kazdém tadku urcena ¢isly z radku predchoziho, a to
postupné jako soucet prvniho a druhého ¢isla, rozdil prvniho a druhého ¢isla, soucet tretiho
a ¢tvrtého cisla a rozdil tretiho a ¢tvrtého cisla.

a) Jaky je soucet ¢isel na 3. fadku, pokud je soucet ¢isel na prvnim Fadku roven 07
b) Jaky je soucet ¢isel na 25. fadku, pokud je soucet ¢isel na prvnim fadku roven 17

(K. Pazourek)



Mozné reseni. Cela tabulka je urcena ¢isly na prvnim fadku. Prvnich nékolik fadkt

tabulky vypada takto:

1 a b c d

2 a-+b a—>b c+d c—d
3 2a 2b 2c 2d

4 2(a +b) 2(a —b) 2(c+4d) 2(c —d)
5) 4a 4b 4c 4d

6 4(a+b) 4(a — b) 4(c+d) 4(c —d)
7 8a 8b 8c 8d

8 8(a+0b) 8(a—b) 8(c+d) 8(c —d)
9 16a 16b 16¢ 16d

a) Soucet ¢isel na tfetim fadku je dvojnasobkem souctu ¢isel na prvnim fadku. Pokud
je soucet prvniho radku roven 0, je také soucet tretiho radku roven 0.

b) Soucty ¢isel na dalsich lichych fadcich se postupné zdvojnésobuji: soucet 5. fadku
je 4-ndsobkem souctu prvniho fadku (2-2 = 4 = 22), soucet 7. fadku je 8-ndsobkem souctu
prvniho fadku (2 -4 = 8 = 23), soudet 9. fadku je 16-ndsobkem souétu prvniho fadku
(2-8=16 =2%) atd.

Kladna licha ¢isla jsou tvaru 2:+ 1, kde ¢ = 0,1, 2, 3,4, . ... Pfedchozi pozorovani jsou
pfi tomto znaceni zobecnéna néasledovné: soudet (2i + 1)-tého fadku je 2°-nasobkem souctu
prvniho radku.

Jelikoz 25 = 2 - 12 + 1, je soucet 25. fadku roven 2'2-nisobku prvniho fadku. Pokud
je soucet prvniho radku roven 1, je soucet 25. radku roven

212 = 8% = 647 = 4096. (%)

Hodnoceni. 1 bod za pfipravna pozorovani (nékolik fadka tabulky); 1 bod za odpovéd
na otézku a); 2 body za odpovéd na otédzku b); 2 body za kvalitu komentéare.

Poznamky. Kterykoli z vyrazi v (x), ¢i jiné ekvivalentni vyjadfeni, povazujte za spravnou
odpovéd na otazku b).

Také pro sudé radky plati, ze se jejich soucty postupné zdvojnasobuji. Tyto soucty
jsou nasobkem a + ¢, tedy souctu dvou cisel z prvniho radku.



Z9-111-4

Jsou déany dvé kruznice s vnéjsim dotykem. Usecka AB je primérem jedné kruznice
a mé velikost 6 cm, tisecka C'D je primérem druhé kruznice a ma velikost 14 cm. Cty¥thel-
nik ABCD je lichobéznikem se zédkladnami AB a CD.

Zjistéte, jaky nejvetsi obsah mtize mit lichobéznik ABC D, a zdivodnéte, pro¢ nemuze

byt vétsi. (K. Pazourek)

Mozné FeSeni. Lichobéznikt s uvedenymi vlastnostmi je nepfeberné mnozstvi. VSechny
maji stejné velikosti zakladen, méni se jejich vysky. Tato vyska vSak nemiize byt vétsi nez
vzdalenost stfedd kruznic:

Oznac¢me stredy kruznic O, P a patu vysky z bodu O oznacme (). Pokud body P a @
nesplyvaji, potom vyska OQ je odvésnou pravouhlého trojuhelniku OQ P, a proto je mensi
nez jeho prepona OP.



Tedy lichobéznik s nejvétsim obsahem je takovy, jehoz zakladny jsou kolmé ke spojnici
stfedt kruznic:

D

C

Zakladny lichobézniku maji délky |AB| = 6 cm a |C'D| = 14 cm, velikost vysky je |OP| =
= %(6 + 14) = 10 cm. Obsah tohoto lichobézniku, a tedy nejvétsi mozny obsah, je

1
(|AB|+|CDJ) - |OP| = 5(6 +14) - 10 = 100 (cm?).

DN —

Hodnoceni. 2 body za uvédomeéni, Ze zédkladny se neméni a méni se jen vyska; 2 body za
obsah nejvétsiho lichobézniku; 2 body za zdtivodnéni a kvalitu komentare.

Poznamka. Ve zduvodnéni, ze tsecka OP je vétsi nez OQ), stac¢i argumentovat tim, Ze
proti vétsimu vnitfnimu thlu trojihelniku je vétsi strana.



